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1 Einleitung

Es gilt

2 = 1 + 1 5 = 1 + 4 13 = 4 + 9 17 = 1 + 16

29 = 4 + 25 37 = 1 + 36

Dies sind die ersten Primzahlen, die Summe zweier Quadrate sind. Für 3, 7, 11 gilt das nicht.

Lemma 1.1.
Eine Quadratzahl lässt modulo 4 den Rest eins oder null.

Beweis.
n ist entweder gerade oder ungerade. Gilt n = 2n′, so ist n2 = 4(n′)2 = 0 mod 4 gilt n = 2n′+1,
so gilt n2 = 4(n′)2 + 4n′ + 1 = 1 mod 4. 2

Unter den ungeraden Primzahlen p lassen sich also bestenfalls diejenigen als Summe von Qua-
draten schreiben, für die

p = 1 mod 4

gilt. Wir wollen folgenden Satz verstehen:

Satz 1.2.
Für Primzahlen p 6= 2 gilt:

p = a2 + b2 mit a, b ∈ Z⇔ p = 1 mod 4.

Wir formulieren das Problem um, indem wir den Ring Z der ganzen Zahlen verlassen.

Definition 1.3

i) Ein Ring ist eine Menge mit zwei assoziativen Verknüpfungen (R,+, ·) derart, dass

• (R,+) ist abelsche Gruppe, (R, ·) ist eine assoziative Verknüpfung.

• Es gelten zwei Distributivgesetze

a(b+ c) = ab+ ac

(a+ b)c = ac+ bc

Man beachte, dass wir nicht gefordert haben, dass die Multiplikation kommutativ ist. Ist
dies der Fall, so heißt der Ring kommutativ. Wir werden nur mit kommutativen Ringen
zu tun haben.

ii) Ein Ring mit Eins oder unitaler Ring ist ein Ring mit einem Element 1 ∈ R, so dass
1 · a = a · 1 = a für alle a ∈ R.
Ein wichtiges Beispiel für einen unitalen Ring ist der Ring der Polynome K[X] mit Koef-
fizienten in einem Körper K. Tatsächlich können wir auch den Ring R[X] der Polynome
mit Koeffizienten in einem Ring R betrachten. Auch die ganzen Zahlen bilden einen Ring.

iii) Ein Ringhomomorphismus ϕ : R→ S ist eine Abbildung, für die gilt

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Für einen unitalen Ringhomomorphismus fordert man zusätzlich

ϕ(1) = 1.
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iv) Ein kommutativer Ring R heißt nullteilerfrei oder integer, wenn für alle a, b ∈ R aus ab = 0
folgt, dass a = 0 oder b = 0.

Beispiele 1.4.

i) Die ganzen Zahlen und die Polynomringe R[X] und C[X] sind integre Ringe.

ii) Der Ring Z6
∼= Z/6Z ist nicht integer, da

2̄ · 3̄ = 6̄ = 0̄ mod 6.

iii) Der Ring der Gaußschen Zahlen

Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z}
i =
√
−1 ist integer.

Im Ring der Gaußschen Zahlen läßt sich die Gleichung

p = x2 + y2

als Produktzerlegung
p = (x+ iy)(x− iy)

umschreiben.
Die Frage ist also, ob man die Primzahl p in größeren Ring Z[i] zerlegen kann. Dafür brauchen
wir das Analogon von Primzahlen in integren Ringen. Schon in Z ist ein Primzahlzerlegung
eigentlich nicht eindeutig:

15 = 3 · 5 = (−3)(−5).

Definition 1.5
Eine Einheit in einem Ring R ist ein Element a ∈ R, das ein multiplikatives Inverses besitzt: es
gibt ein b ∈ R, so dass ab = 1 ∈ R gilt. Die Menge R× aller Einheiten bildet eine multiplikative
Gruppe, die Einheitengruppe.

Beispiele 1.6.

i) Für R = Z ist R× = {±1}

ii) Für R = Q ist R× = Q \ {0}. Analoges gilt für alle Körper.

iii) Für R[X] mit R integer gilt R[X]× = R×

iv) Für Z[i] sind die Elemente {±1, ±i} Einheiten.

Definition 1.7

i) Ein Element eines Rings R heißt irreduzibel oder unzerlegbar, wenn π 6∈ R× und aus π = ab
folgt, dass a ∈ R× oder b ∈ R×.

ii) Ein Element π ∈ R heißt Primelement, falls π 6= 0 und aus π teilt ab (d.h. ∃c ∈ R und
πc = ab) folgt, dass π|a oder Π|b für alle a, b ∈ R.
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Lemma 1.8.
Sei R integer. Dann ist jedes Primelement von R auch irreduzibel. Beweis kommt als Übung.

Definition 1.9

i) Ein Element a ∈ R besitzt eine Zerlegung in irreduzible Elemente, wenn a eine Darstellung

a = επ1π2 . . . πr

mit ε ∈ R× und πi ∈ R irreduzibel hat. r = 0 ist dabei zugelassen.

ii) Ein integer Ring heißt faktoriell oder ZPE Ring, falls jedes Element a ∈ R, a 6= 0 eine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Ausführlicher heißt dies: gilt

a = επ1 . . . πr = ε′π′1 . . . π
′
r ,

so folgt r = r′ und nach Umnummerierung

πi = εiπ
′
i

mit εi ∈ R×.

Satz 1.10.
Sei R ein integrer Ring. R ist genau dann faktoriell, wenn jedes a ∈ R \ {0} eine Zerlegung in
irreduzible Faktoren besitzt und jedes irreduzible Element Primelement ist.

Beweis.
Siehe Satz 3.2.7 von Algebra 1. 2

Im Beweis, dass der Ring Z[i] der Gaußschen Zahlen faktoriell ist, verwenden wir:

Definition 1.11
Ein Integritätsring heißt euklidischer Ring, wenn es eine “Division mit Rest” gibt. Das heißt,
dass es eine euklidische Normfunktion

N : R→ N0 = N ∪ {0}

gibt, mit N(0) = 0, und zu je zwei Elementen a, b ∈ R mit a 6= 0 gibt es Elemente q, r ∈ R, so
dass

b = qa+ r

mit N(r) < N(a). Man kann zeigen:

Satz 1.12.
Euklidische Ringe sind faktoriell.

Bemerkungen 1.13.

i) Z ist euklidisch mit Normfunktion
N(a) = |a|

ii) Der Polynomring K[X] über einem Körper K ist euklidisch. Der Wert der Normfunktion
eines Polynoms ist sein Grad plus Eins.
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Satz 1.14.
Der Ring Z[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell.

Beweis.
Als Normfunktion verwenden wir

N : Z→ N0

α 7→ |α|2

Für α, β ∈ Z[i] mit β 6= 0 suchen wir Gaußsche Zahlen γ, g mit

α = γβ + ρ mit |ρ|2 < |β|2.

Dazu reicht es aus, ein γ ∈ Z[i] zu finden mit∣∣α
β
− γ
∣∣< 1 ,

denn setze ρ
β

= α
β
− γ. Aber Z[i] bildet ein Gitter in der komplexen Zahlenebene.

Die Zahl α
β

liegt von nächsten Gitterpunkt γ nicht weiter weg als
√

2
2
< 1. 2

Für den Beweis von Satz 1.2 brauchen wir noch

Lemma 1.15. Satz von Wilson
Sei p prim. Dann gilt

−1 = (p− 1)! mod p

Beweis.
kommt als Übung. 2

Beweis.
von Satz 1.2. Sei p prim und von der Form p = 1 + 4n.

• Setze x = 2n! und finde mit Lemma 1.15

−1 = (p− 1)! = [1 · 2 . . . (2n)][(p− 1)(p− 2) . . . (p− 2n)]

= [(2n)!][(−1)2n(2n)!] = x2 mod p

Also teilt p die Zahl x2 + 1 = (x+ i)(x− i). Aber p teilt weder x+ i noch x− i, da

x

p
± i

p
6∈ Z[i].

Also ist p nicht prim. Da der Ring Z[i] faktoriell ist, ist p auch nicht irreduzibel.

• Im faktoriellen Ring Z[i] hat aber p eine Zerlegung in irreduzible Elemente. Daher gibt es
α, β ∈ Z[i] mit p = αβ, wobei weder α noch β Einheiten sind.

• In einer Übung werden Sie zeigen, dass für α ∈ Z[i] gilt: die Norm ist genau dann Eins,
N(α) = 1, wenn α Einheit ist (siehe auch Bemerkung 5.8 (iv) unten). Wegen

p2 = N(p) = N(α)N(β)

heißt dies, dass
N(α) = p

gelten muss. Schreibt man α = a+ ib mit a, b ∈ Z folgt

a2 + b2 = p,

also die gewünschte Zerlegerung.
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Wir sehen, dass zahlentheoretische Fragen auf Ringe wie Z[i] führen. Zentrale Fragen für solche
Ringe sind die nach der Einheitengruppe und den Primelementen (bis auf Assoziierte, das heißt,
dass Primelemente, die sich um eine Einheit unterscheiden, identifiziert werden.) Für unseren
Fall ist die Einheitengruppe Z[i]× = {±1,±i} ∼= Z4.

Definition 1.16
Zwei Elemente a, b eines Ring R heißen assoziiert, wenn sie sich um ein Element der Einheiten-
gruppe unterscheiden,

a = εb mit ε ∈ R×.

Dies ist eine Äquivalenzrelation auf R.

Lemma 1.17.

i) Mit einem Element a ∈ R sind auch alle seine assoziierten Elemente irreduzibel.

ii) Mit einem Element a ∈ R sind auch alle seine assoziierten Elemente prim.

Beweis.

i) Sei a irreduzibel und b assoziiert zu a,

b = εa mit ε ∈ R×

Sei b = xy mit x, y ∈ R. Dann gilt a = (ε)−1xy. Da a irreduzibel, folgt y ∈ R× oder
ε−1x ∈ R×. R× ist eine Gruppe, also gilt dann auch x ∈ R×.

ii) Wir überlegen uns zunächst, dass mit mit a auch jedes zu a assoziierte Element ein gege-
benes Ringelement teilt. Denn sei b assoziiert zu a, also b = εa. Gelte a|c, also c = ad mit
d ∈ R, so folgt c = (εa)(ε−1d), also b|c.
Sei a nun prim und b assoziiert zu a. Aus b|xy folgt, dass auch a das Produkt xy teilt. Da
a prim sein soll, teilt a entweder x oder y, das gleiche gilt für b.

2

Satz 1.18.
Die Primelemente π von Z[i] sind bis auf Assoziierte wie folgt gegeben: π = 1 + i, π = a + bi
mit a2 + b2 = p, wobei p = 1 mod 4 eine Primzahl ist und a > |b| > 0 gelten soll, sowie π = p
mit p = 3 mod 4 prim.

Beweis.

• Die Elemente 1 + i und π = a+ bi wie oben sind prim, weil aus einer Zerlegung

π = αβ in Z[i]

die Gleichung
p = N(π) = N(α)N(β)

mit einer Primzahl p folgt, also N(α) = 1 oder N(β)) = 1. Dann ist aber entweder α oder
β eine Einheit. π ist also irreduzibel und im faktoriellen Ring Z[i] daher prim.
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• Die Zahlen π = p, p = 3 mod 4 sind prim in Z[i]. Denn aus einer Zerlegung p = αβ in
Nichteinheiten α, β würde folgen

p = N(α) = a2 + b2,

in Widerspruch zu Satz 1.2.

• Wir müssen noch zeigen, dass wir alle Primzahlen von Z[i] erhalten haben.
Sei π = a+ ib prim. Dann kann man in Z zerlegen

N(π) = ππ = p1 . . . pr.

Da π in Z[i] prim ist, teilt π eine Primzahl p. Deshalb teilt

N(π)
∣∣N(p) = p2.

Also gilt N(π) = p oder N(π) = p2. Aus N(π) = p folgt p = a2 + b2. Für p 6= 2 folgt p = 1
mod 4. Für p = 2 ist π assoziiert zu 1 + i. Gilt N(π) = p2, so ist π in Z[i] assoziiert zu p.
Es muss p = 3 mod 4 gelten, da andernfalls π zerlegbar wäre.

2

Damit ist auch die Frage gelöst, wie sich Primelemente von Z beim Übergang zu Z[i] verhalten:

• p = 2 ist wegen 2 = (1 + i)(1− i) = (−i)(1 + i)2 assoziiert zu dem Quadrat des Primele-
mentes (1 + i).

• Primzahlen p = 3 mod 4 bleiben prim.

• Primzahlen p = 1 mod 4 zerfallen in zwei konjugierte Faktoren

p = (a+ bi)(a− bi).

Die Gaußschen Zahlen spielen im Körper

Q(i) = {a+ bi|a, b ∈ Q}

die gleiche Rolle wie Z in Q. Wir haben aber Ganzheit unbefriedigend definiert, nämlich durch
Bezug auf die Koordinaten eines Elementes von Q(i) in der Q–Basis {1, i}. Besser ist die folgende
Charakterisierung

Satz 1.19.
Z[i] besteht genau aus denjenigen Elementen von Q(i), die einer normierten Gleichung

X2 + aX + b = 0

mit Koeffizienten a, b ∈ Z genügen.

Beweis.
Das Element α = c+ id ∈ Q(i) ist Nullstelle des Polynoms X2 + aX + b ∈ Q[X] mit

a = −2c

b = c2 + d2.

Sind c und d ganz, so auch a und b. Also sind die Elemente von Z[i] Nullstellen ganzer normierter
Gleichungen.
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Sind umgekehrt a und b ganz, so ist 2c ganz und für die rationale Zahl

d =
p

q
mit p, q teilerfremd

gilt

4b = (2c)2 +
(2p

q

)2
.

Also ist
4p2

q2

ganz. Somit muss q2|4 gelten, auch 2d ist ganz. Die Gleichung

4b = (2c)2 + (2d)2 = 0 mod 4

kann aber nur für c, d eine ganze Lösung haben, wegen Lemma 1.1. 2

Damit sind die großen Fragen elementarer algebraischer Zahlentheorie angerissen: wir werden
Ringe ganzer Elemente betrachten. Darin werden wir die Einheitengruppe und die Primelemente
beschreiben wollen. Dies wird uns auf zwei zentrale Fragen führen: die nach der Eindeutigkeit
von Primzerlegungen und das Verhalten von Primelementen unter Ringerwieterungen.

2 Hilfsmittel aus der Algebra: Ringe und Ideale

Ganz so einfach wie bei den Gaußschen Zahlen können Lösungen auf solche Fragen im allge-
meinen nicht sein.

Beispiele 2.1.
Man kann zeigen, dass im Ring Z[

√
−5] gilt

21 = 3 · 7 = (1 + 2
√
−5)(1− 2

√
−5)

mit irreduziblen Faktoren. Um die Irreduzibilität der Faktoren einzusehen, betrachtet man die
Normfunktion

N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2,

merkt (vgl. 5.8 (iv) für die allgemeine Formulierung dieses Sachverhalts)

α ∈ Z[
√
−5]× ⇔ N(α) = 1

und rechnet etwa: aus
3 = αβ

mit Nicht-Einheiten folgt N(α) = 3, aber

3 = a2 + 5b2

hat keine ganzen Lösungen. Da

1± 2
√
−5

3

1± 2
√
−5

7

nicht in Z[
√
−5] liegen, sind die Elemente nicht assoziiert. Also hat 21 zwei verschiedene Zerle-

gungen in irreduzibel Element! Kummer postulierte daher die Existenz “idealer Zahlen” p1, p2, p3

und p4, mit der Eigenschaft, dass

3 = p1p2 7 = p3p4 1 + 2
√
−5 = p1p3 1− 2

√
−5 = p2p4 .
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Damit löst sich die mehrdeutige Zerlegung von 21 wunderbar auf:

21 = (p1p2)(p3p4) = (p1p3)(p2p4).

Dedekinds Idee war dann die folgende: was auch immer “ideale Zahlen” seien mögen, man soll
durch sie teilen können mit den folgenden Regeln:
Wenn p die Zahlen a und b teilt, so soll p auch Summe und Differenz a± b teilen.
Wenn p die Zahlen a teilt, so soll p auch jedes Vielfache λa von a teilen.

Die Idee ist nun, eine ideale Zahl einfach durch die Menge all der Zahlen zu ersetzen,
die durch sie teilbar sein sollen. Dies motiviert, die folgenden Untermengen eines Rings zu
betrachten:

Definition 2.2
Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins. Eine nicht–leere Teilmenge I von R heißt
Ideal von R, wenn

(i) a, b ∈ I ⇒ a+ b ∈ I
(ii) a ∈ I und x ∈ R ⇒ ax ∈ I

Ideale sind also insbesondere Unterringe und additive Untergruppen. R und (0) sind Ideale, die
trivialen Ideale.

Bemerkungen 2.3.

i) Ist ϕ : R→ R′ ein Ringhomomorphismus, so ist

Ker ϕ = {x ∈ R|ϕ(x) = 0}

ein Ideal.

ii) Sei R ein Ring mit Eins und I ein Ideal von R. Betrachte die Äquivalenzrelation

a ∼ b ⇔ a− b ∈ I.

Wir schreiben a = b mod I für a ∼ b. Die Menge der Äquivalenzklassen

R/I = {a = {a ∈ R|a ∼ a}}

ist ein Ring durch

a+ b = a+ b

a b = ab

R := R/I heißt der Restklassenring modulo dem Ideal I. Die Abbildung

can : R→ R/I

a 7→ a

heißt Restklassenabbildung oder kanonische Abbildung von R auf R/I. Es ist Ker can = I.
Es tritt also jedes Ideal als Kern eines Ringhomomorphismus auf.
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iii) Es gibt einen Isomorphiesatz für Ringe: ein Ringhomorphismus

ϕ : R→ R′

induziert einen Isomorphismus von Ringen

ϕ̃ : R/ Ker ϕ
∼→ Im ϕ.

Das heißt insbesondere: jeder Ringhomomorphismus ist als Komposition einer Surjektion
mit einer Injektion darstellbar.

R
can−→ R/ Ker ϕ

ϕ̃−→ R′

iv) Sei R kommutativer Ring mit Eins. Setze für jedes a ∈ R

(a) = Ra = {ca| c ∈ R}.

Dies ist ein Ideal, das von a erzeugte Hauptideal. Wir schreiben auch vereinfachend x =
y mod a für x = y mod (a) und R/a an Stelle von R/(a).

Definition 2.4
Ein integrer Ring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heißt Hauptidealring oder
prinzipaler Ring

Bemerkungen 2.5.
Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis.
Sei a ⊂ R ein nicht–triviales Ideal. Sei a ∈ a ein Element mit minimalem nicht–verschwindenden
Wert der Normfunktion N . Die Inklusion (a) ⊆ a ist klar. Sei b ∈ a beliebig; schreibe im
euklidischer Ring R

b = qa+ r mit N(r) < N(a).

Da aber N(a) minimal ist, muss N(r) = 0 gelten, also r = 0. 2

Es gibt aber Hauptidealringe, die nicht nicht euklidisch sind. In den Übungen werden wir
dazu ein Beispiel kennen lernen. Wir formulieren als nächstes Teilbarkeit idealtheoretisch.

Lemma 2.6.
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

i) a|b⇔ (b) ⊆ (a) für a, b ∈ R. Insbesondere (a) = (b) genau, wenn a und b assoziiert sind.

ii) Mit a1 und a2 sind auch a1 ∩ a2 und

a1 + a2 = {a1 + a2|ai ∈ ai}

Ideale von R.

iii) v ∈ R ist Vielfaches von a und b, wobei a, b ∈ R⇔ (v) ⊆ (a) ∩ (b)

iv) d ∈ R ist Teiler von a und b, wobei a, b ∈ R⇔ (a) + (b) ⊆ (d)

9



Beweis.

i) a|b⇔ b = xa mit x ∈ R⇔ b ∈ (a)⇔ (b) ⊆ (a)

ii) Übung

iii) Die Aussage folgt aus (i).

iv) Übung.

2

Definition 2.7
Sei R ein kommutativer Ring, a1, . . . , an ∈ R. Wir definieren kgV und ggT durch die folgenden
zwei Eigenschaften:

i) ggT (a1, . . . , an)|ai bzw. ai|kgV (a1, . . . , an) für alle i = 1 . . . n.

ii) Aus t|ai bzw. ai|t für alle i folgt t|ggT (a1, . . . , an) bzw. kgV (a1, . . . , an)|t.

Wenn ggT bzw. kgV existieren, so sind sie offenbar eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Satz 2.8.

i) In Hauptidealringen existieren ggT und kgV . Wir haben

(kgV (a, b)) = (a) ∩ (b)

(ggT (a, b)) = (a) + (b)

ii) Insbesondere existiert in Hauptidealringen zu beliebig vorgegebenen a1, . . . , an ∈ R ein
größter gemeinsamer Teiler d mit Darstellung

d = x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan, mit xi ∈ R.

Beweis.

• Das Ideal (a) ∩ (b) ist im Hauptidealring R von der Form

(v) = (a) ∩ (b).

Wegen Lemma 2.6 (iii) ist v dann Vielfaches von (a) und (b). Ist v′ ein weiteres Vielfaches
von (a) und (b), so folgt aus 2.6 (iii), dass

(v′) ⊆ (a) ∩ (b) = (v)

Also gilt v|v′. Damit ist v ein kgV und das kgV existiert.

• Finde im Hauptidealring R ein Element d, so dass

(a1) + . . .+ (an) = (d).

Damit ist (ai) ⊆ (d), also teilt d|ai. Sei d′ ein weiterer Teiler aller ai . Dann gilt (ai) ⊆ (d′),
also

(d) = (a1) + . . .+ (an) ⊆ (d′)

Also teilt d′ auch d. d ist ein ggT . Die Darstellung von d folgt unmittelbar.
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2

Satz 2.9.
Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis.
Man kann zeigen (Satz 3.2.9 von Algebra 1): Ein Ring R ist genau dann faktoriell, wenn

1. jede Kette (a1) ⊆ (a2) ⊆ . . . von Hauptidealen stationär wird, also wenn es ein n gibt, so
dass

(am) = (an) für alle m ≥ n.

und

2. Jedes irreduzible Element prim ist.

Damit schließen wir:
Sei (a1) ⊆ . . . eine Kette von Hauptidealen in einem Hauptidealring. Die Vereinigung

I := ∪
i
(ai)

ist ein Ideal und daher Hauptideal, I = (a). Aus a ∈ I folgt a ∈ (an) für n groß genug. Somit
gilt für alle m ≥ n

(am) ⊆ I = (a) ⊆ (an) ⊆ (am)

Somit (am) = (an) für alle m ≥ n, jede Kette von Hauptidealen wird also stationär.
Sei π irreduzibel. Um zu zeigen, dass π auch prim ist, betrachte man a, b ∈ R mit der Eigenschaft
π|ab. Wir nehmen an, π teile nicht a. Da π irreduzibel ist, ist ggT (π, a) = 1. (Der ggT existiert
nach Satz 2.8.) Aus Satz 2.8(ii) folgt die Darstellung

1 = xπ + ya mit x, y ∈ R.

Also b = bxπ + yab. Da π ja ab teilt, teilt π das Element b. Also ist π prim. 2

Bemerkungen 2.10.

(i) Wir haben also die folgenden Inklusionen für Ringe

euklidisch ⇒ prinzipal ⇒ faktoriell

(ii) Aus der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung in faktoriellen Ringen kann man, wie in Z,
die Existenz von kgV und ggT folgen.

Wir wollen nun auch die Teilerfremdheit von Idealen einführen:

Definition 2.11
Seien a, b Ideale in einem Ring R mit Eins.

i) a und b heißen teilerfremd, falls a + b = R ist.

ii) Die Menge

ab =
{ ∑
endlich

aibi|ai ∈ a und bi ∈ b
}

heißt Produkt der Ideale a und b. Sie ist ein Ideal von R mit

ab ⊆ a ∩ b.
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Lemma 2.12.

i) Seien a und b teilerfremde Ideale. Dann ist

ab = a ∩ b .

ii) Ist b teilerfremd zu ai, i = 1 . . . n, so ist b auch teilerfremd zum Produkt

a1 . . . an.

Beweis.

i) Da die Ideale a und b teilerfremd sind, gibt es a ∈ a und b ∈ b mit a + b = 1. Daher gilt
für c ∈ a ∩ b

c = ac+ cb ∈ ab

ii) Finde Darstellungen
1 = ai + bi mit ai ∈ ai und bi ∈ b

Die Multiplikation dieser Identitäten liefert

1 =
∏

(bi + ai) = b1 . . . bn + . . .+ a1 . . . an

∈ b + a1a2 . . . an,

woraus aber R = b + a1 . . . an folgt.

2

Satz 2.13. (Chinesischer Restsatz)
Seien a1, . . . , an paarweise teilerfremde Ideale von R. Dann ist der natürliche Homomorphismus

R/a1 . . . an → R/a1 × . . .×R/an
x mod a1 . . . an 7→ (x mod a1, . . . , x mod an)

ein Isomorphismus von Ringen.
Das heißt insbesondere: gegeben x1, . . . , xn ∈ R, so gibt es ein x ∈ R mit x = xi mod ai. x ist
modulo dem Ideal a1 . . . an eindeutig bestimmt.

Beweis.
Wegen Lemma 2.12 reicht es, den Fall n = 2 zu betrachten. Wir zeigen, dass der Ringhomo-
morphismus

ϕ : R→ R/a1 ×R/a2

x 7→ (x mod a1, x mod a2)

surjektiv ist. Da a1 und a2 teilerfremd, finde ai ∈ ai mit 1 = a1 +a2. Für vorgegebene x1, x2 ∈ R
betrachte

x := x2a1 + x1a2

Es gilt

x = x2a1 + x1(1− a1) = x1 mod a1

x = x2(1− a2) + x1a2 = x2 mod a2.
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Also ist ϕ surjektiv. Der Kern ist

Ker ϕ = a1 ∩ a2 = a1a2

wegen Lemma 2.12(i). 2

Korollar 2.14.
Für teilerfremde natürliche Zahlen m,n gilt:

Zmn ∼= Zm × Zn.

Beweis.
Setze R = Z, a1 = (m) und a2 = (n). 2

Wir wollen abschließend noch zwei besondere Typen von Idealen definieren.

Definition 2.15
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

i) Ein Ideal p ∈ R heißt Primideal, falls p 6= R und R/p Integritätsring ist.

ii) Ein Ideal m ∈ R heißt maximales Ideal, wenn m 6= R ist und R/m ein Körper ist.

Bemerkungen 2.16.

i) Jedes maximale Ideal ist Primideal, denn Körper sind nullteilerfrei. Die Umkehrung gilt
nicht: ist R integer, aber kein Körper, so ist (0) ein Primideal, aber kein maximales Ideal.

ii) Wir stellen auch noch äquivalente Charakterisierungen vor:

• Ein Ideal p ist genau dann ein Primideal, wenn gilt

xy ∈ p⇒ x ∈ p oder y ∈ p.

• Ein Ideal m ist genau dann ein maximales Ideal, wenn für jedes Ideal a mit m ⊆ a ⊆ R
gilt:

m = a oder a = R.

Der Beweis dieser Aussagen kommt als Übung.

iii) Jedes von R verschiedene Ideal eines Rings ist in einem maximalen Ideal enthalten. (Ohne
Beweis, der das Zornsche Lemma benutzt.)

iv) Ein Element π eines Rings ist genau dann prim, wenn das zugehörige Hauptideal Primideal
ist.

Denn nach (ii) gilt: (π) ist genau dann prim, wenn aus xy ∈ (π) folgt x ∈ (π) oder y ∈ (π).
Dies ist aber genau dann der Fall, wenn aus π|xy folgt π|x oder π|y.
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3 Hilfsmittel aus der Algebra: Moduln

Körper sind spezielle Ringe. Wir müssen nun noch den Begriff des Vektorraums über einem
Körper verallgemeinern.

Definition 3.1
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine abelsche Gruppe – die wir in der Folge additiv
schreiben – heißt R–Modul, falls es eine Skalarmultiplikation

R×M →M

(α, x) 7→ αx

gibt mit den folgenden Eigenschaften für alle x, y ∈M und α, β ∈ R:

i) Assoziativität (αβ)x = α(βx)

ii) Distributivität (α + β)x = αx+ βx

α(x+ y) = αx+ αy

iii) Unitalität 1 · x = x

Bemerkungen 3.2.

i) Ist R ein Körper, so ist jeder R–Modul ein R-Vektorraum

ii) Wir vereinbaren die Regel “Punkt vor Strich”.

iii) Wie bei Vektorräumen zeigt man

ORm = OM für alle m ∈M

und schließt −m = (−1)m.

iv) Jeder Ring ist Modul über sich selbst mit Skalarmultiplikation

R×R→ R

(α, β) 7→ α · β .

v) Die Gaußschen Zahlen sind ein Z–Modul.

Definition 3.3

i) Eine Abbildung f : M → N von einem R–Modul M in einen R–Modul N heißt R–linear
oder R–Modulmorphismus, wenn gilt

f(m+m′) = f(m) + f(m′)

f(rm) = rf(m) für m,m′ ∈M und r ∈ R .

HomR(M,N) bezeichne die Menge der R–Modulmorphismen.

ii) Ein bijektiver Homomorphismus von Moduln heißt Isomorphismus.
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iii) Sei M ein R–Modul. Eine Untergruppe U ⊆ M heißt Untermodul, falls rm ∈ U gilt für
alle r ∈ R und m ∈ U .

Bemerkungen 3.4.

i) Die Untermoduln des Ringes R, aufgefasst als Modul über sich selbst, sind gerade die Ideale
von R.

ii) Bild und Kern eines Modulhomomorphismus sind Untermoduln.

iii) Ist U ein Untermodul von M , so wird die Faktorgruppe M/U zu einem R–Modul, dem
Faktormodul oder Quotientenmodul von M nach U durch die folgende Skalarmultiplikation

R×M/U → M/U
(α, x+ U) 7→ αx+ U

(1)

Es gelten Homomorphiesätze, etwa:

• für einen Modulhomomorphismus f : M → N gibt es einen kanonischen Isomorphis-
mus

M/ Ker f →̃ f(M)
x+ Ker f 7→ f(x)

(2)

• Für Untermoduln U, V eines R-Moduls M gilt

(U + V )/V ∼= U/(U ∩ V ) .

Zum Beweis betrachte man die Abbildung u+ v 7→ u.

• Für Untermoduln U, V eines Moduls M mit U ⊆ V ⊆M gilt

(M/U) / (V/U) ∼= M/V .

Zum Beweis betrachte man die Abbildung m+ U 7→ m+ V .

Definition 3.5

i) A ⊆M Teilmenge eines R–Moduls M . Dann bezeichnet

〈A〉 =
{ ∑

endl.

rimi|ri ∈ R und mi ∈ A
}

den von A erzeugten Untermodul von M . Dies ist der kleinste Untermodul von M , der die
Menge A enthält.

ii) Gilt 〈A〉 = M , so heißt die Menge A Erzeugendensystem von M . M heißt endlich erzeugt,
falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

iii) Eine Familie (mλ)λ∈Λ von Elementen eines Moduls heißt linear unabhängig oder frei, wenn
aus ∑

λ∈Λ

rλmλ = 0

mit rλ ∈ R, nur endlich viele rλ von Null verschieden, folgt rλ = 0 für alle λ ∈ Λ.
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iv) Eine Untermenge S ⊂ M heißt Basis des Moduls M , falls S linear unabhängig ist und S
ein Erzeugendensystem von M ist, 〈S〉 = M .

v) Ein Modul heißt frei, wenn er eine Basis besitzt.

Bemerkungen 3.6.

(i) Ist R Körper und damit ein Modul M ein Vektorraum, so ist M freier Modul.

(ii) Beispiel eines Moduls, der nicht frei ist: R = Z und M = Z2 mit Skalarmultiplikation

rs̄ = rs .

Wegen n0̄ = 0̄ erzeugt {0̄} nicht, wegen 2 · 1̄ = 0̄ ist {1̄} nicht linear unabhängig.

(iii) Ein R–Modul M ist genau dann frei, wenn

M ∼=
⊕
s∈S

Rs .

Die direkte Summe von Moduln ist wie bei Vektorräumen definiert. Man kann zeigen: Je
zwei Basen eines freien R–Moduls haben gleiche Mächtigkeit; diese heißt Rang von M . Es
gilt rangRM = n dann und nur dann, wenn M ∼= Rn ist.

Wir brauchen eine spezielle Klasse von Moduln.

Satz 3.7.
Sei R kommutativer Ring mit Eins. Für einen R–Modul M sind die folgenden Bedingungen
äquivalent:

i) Jede aufsteigende Kette N1 ⊆ N2 ⊆ . . . von Untermoduln wird stationär, d.h. es gibt einen
Index k, so dass Ni = Nk für alle i ≥ k.

ii) Jede nicht–leere Menge von Untermoduln von M besitzt bezüglich Inklusion ein maximales
Element.

iii) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Definition 3.8

(i) Ein R–Modul, der eine der Bedingungen aus Satz 3.7 erfüllt, heißt noetherscher Modul

(ii) Ein Ring heißt noethersch, wenn er als Modul über sich selbst noethersch ist.

Beweis.
[(von Satz 3.7)]
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(i)⇒ (ii) Jede nicht–leere bezüglich Inklusion total geordnete Menge
von Untermoduln von M besitzt eine obere Schranke: ist N1 ⊆
. . . ⊆ Nk ⊆ . . . eine Kette, so ist⋃

i

Ni = Nk

nach (i) eine obere Schranke. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element.

(ii)⇒ (iii) Sei N ⊆M Untermodul. Betrachte die Menge

X = {N ′|N ′ ⊆ N mit N ′ endlich erzeugender Untermodul }

X enthält den Nullmodul, ist also nicht leer. Sei N0 ein maxi-
males Element. Gäbe es x ∈ N \N0, so wäre N0 $ 〈N0, x〉 ∈
X, im Widerspruch zur Maximalität von N0.

(iii)⇒ (i) Sei N1 ⊆ N2 ⊆ . . . eine Kette von Untermoduln. Die Vereini-
gung

N ′ =
⋃
i

Ni

ist Untermodul und nach (iii) endlich erzeugt:

N ′ =< x1, . . . , xr >

Daher gibt es k ∈ N, so dass xi ∈ Nk für alle i = 1, . . . , r. Es
folgt N ′ ⊆ Nk, die Kette wird daher stationär.

2

Bemerkungen 3.9.

i) Der folgende Ring ist nicht noethersch:

R = {f(x) ∈ Q[X]|f(0) ∈ Z}
= {f = m+Xg mit m ∈ Z, g ∈ Q[X]}

Einer Untergruppe G von (Q,+) ordnen wir das Ideal

AG = GX +X2Q[X]

von R zu. Insbesondere bekommen wir für die Untergruppen

Gi = {m
i
|m ∈ Z} , i ∈ N ,

eine unendliche aufsteigende Kette von Idealen

AG2 ⊂ AG4 ⊂ . . . ⊂ AG2n
⊂ . . .

ii) Man kann zeigen:
Untermoduln und epimorphe Bilder noetherscher Moduln sind noethersch.
Sind ein Untermodul U eines Moduls M und der zugehörige Faktormodul M/U noethersch,
so ist auch M noethersch. Direkte Summen noetherscher Moduln sind noethersch.

Satz 3.10.
Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und M ein R–Modul. M ist genau dann noethersch,
wenn M endlich erzeugt ist.
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Beweis.
Jeder noetherscher Modul ist als Untermodul seiner selbst endlich erzeugt. Sei umgekehrt M =
〈a1, . . . , an〉. Wegen der Surjektion

Rn �M

(α1, . . . , αn) 7→
n∑
i=1

αiai

ist M epimorphes Bild des freien Moduls Rn und als solches nach Bemerkung 3.9(ii) noethersch.
2

Korollar 3.11.

i) Hauptidealringe sind noethersch. (Insbesondere ist der Ring der Gaußschen Zahlen
noethersch.)

ii) Endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen sind noethersch.

Beweis.

i) Die Untermoduln sind gerade die Ideale, die in einem Hauptidealring sogar von nur einem
Element erzeugt werden. Wegen Satz 3.7(iii) sind Hauptideale noethersch.

ii) folgt aus Satz 3.10.

2

4 Ganzheit

Definition 4.1

i) Ein algebraischer Zahlkörper ist eine endliche Körperweiterung K von Q, d.h. K ⊇ Q und
dimQK <∞. Die Elemente von K heißen algebraische Zahlen.

ii) Eine algebraische Zahl heißt ganz, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f ∈ Z[X]
ist.

Generalvereinbarung für den Rest der Vorlesung:
Im Folgenden seien alle Ringe kommutativ mit Eins.
Wir wollen Ganzheit allgemeiner fassen.

Definition 4.2
Sei A ⊂ B eine Ringerweiterung. Ein Element b ∈ B heißt ganz über A, wenn es einer normier-
ten Gleichung

xn + a1x
n−1 + . . .+ an = 0, n ≥ 1

mit Koeffizienten ai ∈ A genügt.
Der Ring B heißt ganz über A, wenn alle Elemente b ∈ B ganz über A sind.

Mit dieser Definition von Ganzheit ist nicht klar, ob Summen und Produkte ganzer Zahlen
wieder ganz sind. Dafür brauchen wir die folgende Umformulierung:

18



Satz 4.3.
Endlich viele Elemente b1, . . . , bn ∈ B sind genau dann sämtlich ganz über A, wenn der Ring
A[b1, . . . , bn], aufgefasst als A–Modul, endlich erzeugt ist.

Zum Beweis brauchen wir aus der linearen Algebra

Satz 4.4. (Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A = (aij) eine r × r Matrix über einem beliebigen Ring und A∗ = (a∗ij) die adjungierte
Matrix, d.h.

a∗ij = (−1)i+j det(Aij) ,

wobei die Matrix Aij aus A durch Streichen der i–ten Spalte und j–Zeile entstellt. Dann gilt

AA∗ = A∗A = det(A)E ,

wobei E die Einheitsmatrix ist. Für einen Vektor x = (x1, . . . , xr) folgt die Implikation

Ax = 0 ⇒ (detA)x = 0

Beweis.
[(von 4.3)]

• Sei b ganz über A und f(X) ∈ A[X] normiert von Grad n ≥ 1 mit f(b) = 0. Da f
normiert sein soll, können wir ein beliebiges Polynom g ∈ A[X] in der Form

g(X) = q(X)f(X) + r(X)

schreiben, mit q(X), r(X) ∈ A[X] und grad r(x) < n. Es gilt also

g(b) = r(b) = a0 + a1b+ . . .+ an−1b
n−1

mit ai ∈ A. Daher wird A[b] als A–Modul durch 1, b, . . . , bn−1 erzeugt.

Sind {b1, . . . , bn} ganz über A, wende vollständige Induktion nach n an: bn ist ganz über
R := A[b1, . . . , bn−1], also ist R[bn] endlich erzeugt über R, also über A, da nach Indukti-
onsannahme R über A endlich erzeugt ist.

• Sei umgekehrt der A–Modul A[b1, . . . , bn] endlich erzeugt und ω1, . . . , ωr ein Erzeugen-
densystem. Für jedes b ∈ A[b1, . . . , br] gilt dann

bωi =
r∑
j=1

aijωj mit aij ∈ A .

Es folgt mit Satz 4.4
det(bE − (aij))ωj = 0 (3)

für alle i = 1 . . . r. Ferner finden wir eine Darstellung der Eins

1 = c1ω1 + . . .+ crωr mit ci ∈ A ,

erhalten also durch entsprechendes Aufsummieren der Gleichungen (3)

det(bE − (aij)) = 0 ,

also eine nominierte Gleichung für b mit Koeffizienten in A. Also ist b ganz über A.
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2

Korollar 4.5.
Sind b1 und b2 ganz über A, so sind auch b1 + b2 und b1b2 ganz über A. Die ganzen Elemente
bilden also einen Ring. Gegeben eine Ringerweiterung A ⊆ B, so heißt der Unterring von B

Ā = {b ∈ B|b ganz über A}

der ganze Abschluss von A in B. A heißt ganz abgeschlossen in B, wenn A = Ā gibt.

Beweis.
Nach Satz 4.3 ist jedes Element von A[b1, b2] ganz, insbesondere also b1 + b2 und b1b2. 2

Satz 4.6.
Seien A ⊆ B ⊆ C Ringerweiterungen. Ist C ganz über B und B ganz über A, so ist C ganz
über A.

Beweis.
Sei c ∈ C, dann gibt es bi ∈ B, so dass

cn + bn−1c
n−1 + . . .+ b0 = 0 .

Da b1, . . . bn ganz über A sind, ist R := A[b1, . . . , bn] endlich erzeugter A–Modul, R[c] ist
endlich erzeugter R–Modul, also auch endlich erzeugter A–Modul. 2

Körper sind ein wichtiges Hilfsmittel beim Studium von Ringen. Wir müssen also genug
Inverse einführen können. Die folgende Konstruktion verallgemeinert die Konstruktion des
Körpers der rationalen Zahlen Q aus dem Ring Z der ganzen Zahlen.

Definition 4.7

i) Eine Teilmenge S eines kommutativen Rings R mit Eins heißt multiplikativ, falls gilt

1 ∈ S und x, y ∈ S ⇒ xy ∈ S .

ii) Betrachte auf der Menge R× S die Äquivalenzrelation

(r, s) ∼ (r′, s′)⇔ ∃s1 ∈ S , so dass s1(rs′ − r′s) = 0

Wir definieren die Lokalisierung von R nach S als die Menge der Äquivalenzklassen und
schreiben

S−1R = (R× S)/ ∼ .

Die Elemente von S−1R schreiben wir als Bruch, d.h. r
s

mit r ∈ R und s ∈ S für die Klasse
von (r, s). Die üblichen Regeln der Bruchrechnung definieren eine Ringstruktur auf S−1R:

r

s
+
r′

s′
=
rs′ + r′s

ss′

r

s

r′

s′
=
rr′

ss′

mit 0 = 0
1

und 1 = 1
1
.
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S−1R heißt daher auch Quotientenring von R bezüglich S. (Die Terminologie ist etwas unglück-
lich, da man so auch an den Quotienten nach einem Ideal von R denken könnte.)

Bemerkungen 4.8.

i) Die kanonische Abbildung ϕS : R→ S−1R

r 7→ r

1
ist ein nicht–notwendigerweise injektiver Ringhomomorphismus. Die Elemente aus ϕS(S)
sind in S−1R invertierbar: (s

1

)−1
=

1

s
für s ∈ S .

ii) Sei R integer und S = R \ {0}. Dann ist S multiplikativ und S−1R ein Körper, der
Quotientenkörper Quot(R) von R. Die kanonische Abbildung

ϕS : R→ S−1R = Quot(R)

ist dann sogar injektiv, so dass wir R als Unterring von Quot(R) auffassen dürfen.

Beispiel.

• Quot(Z) = Q
• Sei K ein Körper und K[X] = R der Polynomring über K.

K(X) = Quot (K[X]) =
{f(x)

g(x)
| f, g ∈ K[X], g 6= 0

}
heißt rationaler Funktionenkörper über K in einer Variablen.

iii) Sei p ⊆ R ein Primideal. Die Teilmenge

Sp := R \ p

ist multiplikativ: 1 6∈ p, also 1 ∈ Sp. Die Negation von

xy ∈ p⇒ x ∈ p oder y ∈ p

ist
x 6∈ p und y 6∈ p⇒ xy 6∈ p ,

daher ist Sp multiplikativ.
Die Lokalisierung Rp = S−1

p R ist ein sogenannter lokaler Ring, das heißt, dieser Ring hat
genau ein maximales Ideal:

m =
{r
s
| s 6∈ p, r ∈ p

}
.

Dies folgt mit Hilfe einer Aufgabe von Blatt 2, da genau die Elemente des Komplements

R \m =
{r
s
| s 6∈ p, r 6∈ p

}
invertiert werden können.
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iv) Wir wollen noch eine Erklärung des Namens lokal geben. Sei X ⊆ Rn offen, x ∈ X ein
Punkt und O der Ring von Keimen differenzierbarer Funktionen. Dieser Ring ist lokal:
einziges maximales Ideal ist mx, das Ideal der Funktionen, die in x verschwinden. Lokal
– d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung von x – kann man jede Funktion f mit
f(x) 6= 0 invertieren, d.h. f−1(y) existiert.

Definition 4.9

i) Ist A integer und B = Quot(A), so heißt der ganze Abschluß Ā von A in B die
Normalisierung von A.

ii) A heißt ganz abgeschlossen schlechthin, falls A = Ā.

Bemerkungen 4.10.

i) Jeder faktorielle Ring A ist ganz abgeschlossen. Sei K = Quot(A), a
b
∈ K sei ganz über A:(a

b

)n
+an−1

(a
b

)n−1
+ . . .+ a0 = 0

für gewisse ai ∈ A. Daher

an + an−1a
n−1b+ . . .+ a0b

n = 0 .

Sei π ∈ A prim und gelte π | b, so folgt π | a. Ist a
b

gekürzt geschrieben, so folgt b ∈ A×,
also a

b
∈ A.

ii) Sei A ⊂ B Ringerweiterung, Ā der ganze Abschluss von A in B. Dann ist Ā ganz abge-
schlossen in B: sei ¯̄A der ganze Abschluss von Ā, so ist

A ⊆ Ā ⊆ ¯̄A ⊂ B .

Da Ā/A und ¯̄A/Ā ganz, ist nach Satz 4.6 auch ¯̄A/A ganz, also ¯̄A ⊆ Ā.

Wir müssen uns etwas mehr mit Körpern beschäftigen.

Bemerkungen 4.11.

i) Sei R ein Ring, K ein Unterkörper von R. Ein Element x ∈ R heißt algebraisch über
K, wenn es Nullstelle eines Polynoms in K[X] ist. Andernfalls heißt es transzendent.
Offensichtlich fallen über einem Körper K die Begriffe “algebraisch” und “ganz” zusam-
men. Insbesondere folgt aus [K(x) : K] endlich, dass x algebraisch ist. Die algebraischen
Elemente von R bilden einen Unterring.

ii) Der Ring R heißt algebraisch, wenn alle Elemente algebraisch über K sind.

iii) Sei L ⊇ K eine Körpererweiterung. Wir nennen dimK L =: [L : K] den Körpergrad von
L über K. Aus [L : K] <∞ folgt wieder, dass L/K algebraisch ist. In einem Körperturm
K ⊆ K ′ ⊆ K ′′ gilt die Gradformel:

[K ′′ : K] = [K ′′ : K ′] · [K ′ : K] .
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iv) Sei wieder R ein Ring und K ⊆ R ein Körper. Für jedes α ∈ R gibt es einen eindeutigen
Ringhomomorphismus

ϕα : K[X]→ R

mit ϕα(a) = a für a ∈ K und ϕα(X) = α, den Einsetzungshomomorphismus. Das Element
α ist genau dann algebraisch über K, wenn der Kern des Einsetzungshomomorphismus
nicht trivial ist, Ker (ϕα) 6= (0). Da der Polynomring K[X] ein Hauptidealring ist, wird
der Kern von einem Element erzeugt,

Ker ϕα =
(
minK(α)

)
,

mit einem Polynom minK(α), das wir als normiert voraussetzen dürfen: das
Minimalpolynom von α über K. Offenbar gilt: Sei g ∈ K[X]. Dann folgt aus g(α) = 0,
dass das Minimalplynom minK(α) das Polynom g teilt. Es ist

K[X]/
(
minK(α)

)
= K(α) .

Dies ist ein Körper, wenn minK(α) prim ist.

v) Sei K ein Körper und f ∈ K[X] nicht konstant. Dann gibt es eine Körpererweiterung
K ′/K endlichen Grades, so dass f in K ′[X] in Linearfaktoren zerfällt.

Beweis.
Durch Induktion nach Grad f . Klar für gradf = 1. Sei p ein Primteiler von f . Setze

K ′′ = K[X]/(p) .

In K ′′ hat p eine Nullstelle y, also auch f . Setze

f = (X − y)p′(X) in K ′′[X] und

wende die Induktionsannahme an. 2

vi) Allgemeiner sagt man, ein Körper K sei algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht kon-
stante Polynom in K[X] in Linearfaktoren zerfällt.
Zum Beispiel ist der Körper der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen. Mit transfi-
niten Methoden zeigt man, dass jeder Körper K Unterkörper eines algebraisch abgeschlos-
senen Körper C ist.
Fordert man zusätzlich, dass C/K algebraisch ist, so ist C eindeutig bis auf Isomorphie
und heißt algebraischer Abschluss.

Definition 4.12

i) Seien zwei Körper L und L′ gegeben, die einen gemeinsamen Unterkörper K enthalten
mögen. Dann heißt einen Ringhomomorphismus von L nach L′

ϕ : L→ L′ ,

der K elementweise festlässt, ϕ(a) = a für alle a ∈ K, ein K–Homomorphismus. Ein
solcher K-Homomorphismus ϕ ist notwendigerweise injektiv. Ist ϕ überdies surjektiv, so
heißen die beiden Körper L und L′ konjugiert über K.
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ii) Zwei Elemente α ∈ L und α′ ∈ L heißen konjugiert, wenn es einen K–Isomorphismus

ϕ : K(α)→ K(α′)

gibt mit ϕ(α) = α′. Dieser ist eindeutig. Insbesondere sind α und α′ entweder beide alge-
braisch oder beide transzendent. Im ersten Fall haben sie das gleiche Minimalpolynom.

Wir geben noch einige Resultate ohne Beweis an:

Resultate 4.13.

i) Sei char (K) = 0 oder K endlich, f ∈ K[X] irreduzibel und

f(X) =
n∏
i=1

(X − αi)

seine Zerlegung in Linearfaktoren in einer Körpererweiterung K ′ von K. Dann sind die
Nullstellen αi paarweise verschieden.

ii) Sei char (K) = 0 oder |K| <∞, K ′ eine endliche Körpererweiterung von K:

[K ′ : K] = n .

Dann gibt es genau n verschiedene K–Morphismen von K ′ in den algebraischen Abschluss
C von K ′.

iii) In der gleichen Situation existiert ein Element α ∈ K ′, so dass K(α) = K ′. Das Element
α heißt primitives Element.

Es ist Zeit für ein ausführliches

Beispiel 4.14.

• Ein quadratischer Körper ist eine Erweiterung von Q von Grad 2. Jedes x ∈ K \ Q ist
primitiv, da Q(x) 6= Q; sein Minimalpolynom ist von der Form

x2 + bx+ c mit b, c ∈ Q

mit Nullstellen 2x = −b±
√
b2 − 4c. Daher

Q(x) = Q(
√
b2 − 4c) .

Mit b2 − 4c = u
v
, wobei u, v ∈ Z als teilerfremd vorausgesetzt werden können, folgt

Q(x) = Q
(√u

v

)
= Q

(√uv

v2

)
= Q(

√
u · v) .

Also lässt sich jeder quadratischer Körper K als Q(
√
d) mit d ∈ Z quadratfrei schreiben.√

d ist Nullstelle von X2 − d, daher in K konjugiert zu −
√
d. Ein Q–Automorphismus

von K ist:
σ(a+ b

√
d) = a− b

√
d

24



• Wir wollen den Ring A der Elemente von K bestimmen, die ganz über Z sind: sei x =
a+ b

√
d ganz. Mit x ist auch σ(x) ganz, also sind auch

x+ σ(x) = 2a ∈ Q
xσ(x) = a2 − db2 ∈ Q

Aber Z ist faktoriell, also nach Bemerkung 4.10(i) ganz abgeschlossen. Daher gilt

2a ∈ Z a2 − db2 ∈ Z . (4)

Umgekehrt folgt aus (4) auch, dass x = a+ b
√
d ganz über Z ist, denn x ist Nullstelle des

normierten Polynoms
X2 − 2aX + a2 − db2 ∈ Z[X] .

Aus (4) folgt (2a)2 − d(2b)2 ∈ Z, also d(2b)2 ∈ Z. Da d quadratfrei ist, folgt 2b ∈ Z.
Schreibe also a = u

2
und b = v

2
mit u, v ∈ Z. Es folgt

u2 − dv2 ∈ 4Z

Ist u gerade, so auch v. Ist v ungerade, so v2 = 1 mod 4. Aber u2 = 0 oder 1 mod 4. d ist
quadratfrei, also d 6= 0 mod 4. Es folgt u2 = 1 mod 4 und d = 1 mod 4. Daher gilt:
Sei K = Q(

√
d) mit d quadratfrei quadratischer Körper. Der Ring der ganzen Zahlen ist

(a) für d = 2, 3 mod 4 A = {a+ b
√
d, mit a, b ∈ Z}

(b) für d = 1 mod 4 A =
{

1
2
(a+ b

√
d), mit a, b ∈ Z, a = b mod 2

}
Z–Basen von A sind zum Beispiel

(a) {1,
√
d}

(b)
{

1, 1
2
(1 +

√
d)
}

In der Tat gilt:
1

2
(u+ v

√
d) = (

u

2
− v

2
)1 + v

1

2
(1 +

√
d)

Wir führen noch ein wenig Terminologie ein: für d > 0 heißt der Körper Q(
√
d)

reell-quadratischer Körper, für d < 0 imaginär-quadratischer Körper.

5 Spur, Norm, Diskriminante

Betrachtung 5.1.
Sei A ein Ring, E ein freier A–Modul von endlichem Rang n und

u : E → E

ein Endomorphismus. Sei {ei}1≤i≤n eine Basis von E, und (aij) die Matrix von u in dieser
Basis, so heißt

tru =
n∑
i=1

aii Spur

detu = det(aij) Determinante

fu(X) = det(X1E − u) charakteristisches Polynom
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von u. Alle Größen sind von der Wahl der Basis unabhängig. Es gilt

tr(u+ u′) = tr(u) + tr(u′) tr(λu) = λ tru
det(uu′) = det(u) det(u′) det(λu) = λn det(u)
det(X1E − u) = Xn − tr(u)Xn−1 + . . .+ (−1)n det(u) .

Definition 5.2
Sei A ⊆ B eine Ringerweiterung, so dass B ein freier A–Modul von endlichem Rang n ist. Für
jedes x ∈ B ist

mx : B → B

y 7→ xy

ein Endomorphismus des A–Moduls B. Spur und Norm eines Elements eines Elements x ∈ B
sind definiert als Spur und Determinante von mx:

trB/A(x) := tr(mx) NB/A(x) = det(mx) .

Es folgt sofort, dass Gruppenhomomorphismen vorliegen: im Falle der Spur für die additiven
Gruppen, im Falle der Norm für die multiplikativen Gruppen.

trB/A : B → A

NB/A : B∗ → A∗

Satz 5.3.
Sei L/K eine endliche Körpererweiterung, char (K) = 0 oder |K| <∞. Durchläuft

σ : L→ K̄

die K–Homomorphismen von L in den algebraischen Abschluss K̄ von K, so gilt

fu(X) =
∏
σ

(X − σu)

trL/K(u) =
∑
σ

σu

NL/K(u) =
∏
σ

σu .

Beweis.

• Sei minK(u) das Minimalpolynom von u, das vom Grade m sei. Dann ist {1, u, . . . , um−1}
eine K–Basis von K(u), also

m = [K(u) : K] .

Sei d := [L : K(u)] und {αi}i=1,...,d eine K(u)–Basis von L. Dann ist {αiuj} i=1...d
j=0,...,m−1

eine

K–Basis von L.
In dieser Basis ist der Multiplikationsoperator mu offenbar blockdiagonal mit identischen
Blocks. Es folgt

fu(X) =
(
minK(u)

)d
.
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• Die Menge HomK(L, K̄) versehen wir mit der Äquivalenzrelation

σ ∼ τ ⇔ σu = τu .

Es gibt wegen 4.13 genau m Klassen, die den Nullstellen von minK(u) entsprechen. Sie
haben alle die gleiche Mächtigkeit, nämlich d. Sei {σi} ein Repräsentantensystem, dann
ist

minK(x) =
m∏
i=1

(X − σiu) .

Daher
fu(X) = (minK(u))d =

∏
σ

(X − σu) .

Die anderen Behauptungen folgen sofort aus dieser Formel.

2

Korollar 5.4. Schachtelungsformeln
Für einen Körperturm K ⊆ L ⊆M endlicher Erweiterungen gilt

trL/K ◦ trM/L = trM/K

NL/K ◦NM/L = NM/K ,

wenn charK = 0 oder |K| <∞.

Beweis.
HomK(M, K̄) zerfällt unter der Äquivalenzrelation

σ ∼ τ ⇔ σ|L = τ|L

in m := [L/K] Äquivalenzklassen. Sei {σi} ein Repräsentantensystem für diese Äquivalenzklas-
sen, so ist

HomK(L, K̄) = {(σi)|L} .

Es folgt für x ∈M :

trM/K(x) =
m∑
i=1

∑
σ∼σi

σx =
m∑
i=1

trσiM/σiL(σix)

=
m∑
i=1

σitrM/L(x) = trL/K(trM/L(x))

Der Beweis für die Norm verläuft analog. 2

Wir kommen jetzt zu einem ganz zentralen Begriff der Vorlesung, dessen Bedeutung sich
allerdings erst im Laufe der Zeit erhellen wird.

Definition 5.5
Sei charK = 0 oder |K| < ∞. Die Diskriminante einer Basis {α1, . . . , αn} einer endlichen
Körpererweiterung L/K ist definiert als:

d(α1, . . . , αn) = det
(

(σiαj)
)2

,

wobei σi, i = 1 . . . n die verschiedenen K–Einbettungen L→ K̄ durchläuft.
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Bemerkungen 5.6.

i) Wegen

trL/K(αiαj) =
∑
k

(σkαi)(σkαj)

ist die Matrix (trL/K(αiαj)) das Produkt der Matrizen (σkαi)
t und (σkαj). Daher gilt

d(α1, . . . , αn) = det
(

trL/K(αiαj)
)

ii) Sei θ primitives Element der Körpererweiterung L/K. Dann ist {1, θ, θ2, . . . , θn−1} eine
Basis von L/K. Wir setzen θi = σiθ und erhalten die Matrix:

(σiθ
j) =


1 θ1 θ2

1 . . . θn−1
1

1 θ2 θ2
2 . . . θn−1

2
...

...
1 θn θ2

n . . . θn−1
n


Nach Vandermonde gilt det(σiαj) =

∏
i<j(θj − θi), also

d(1, θ, . . . , θn−1) =
∏
i<j

(θj − θi)2 .

Satz 5.7.
Ist charK = 0 oder |K| < ∞ und {αi}1≤i≤n eine Basis von L/K, so ist die Diskriminante
ungleich Null,

d(α1, . . . , αn) 6= 0

und es ist (x, y) = trL/K(xy) eine nicht ausgeartete Bilinearform auf dem K–Vektorraum L.

Beweis.
Sei θ ein primitives Element, {1, θ, . . . , θn−1} ist dann eine Basis von L/K. In dieser Basis ist

d(1, θ, . . .) =
∏
i<j

(θi − θj)2 6= 0

Die Bilinearform ist in dieser Basis durch die Matrix M = trL/K(θi−1θj−1) gegeben, deren
Determinante gerade d 6= 0 ist. Somit ist die Bilinearform nicht ausgeartet. Bezüglich jeder
anderen Basis {α1, . . . , αn} ist sie dann durch die Matrix

M =
(

trL/K(αiαj)
)

gegeben, deren Determinante ebenfalls nicht verschwinden kann:

d(α1, . . . , αn) = det(M) 6= 0 .

2

Die im ersten Kapitel durchgeführten Betrachtungen für die Gaußschen Zahlen führen uns
dazu, die folgende Situation zu betrachten:
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• Gegeben sei ein ganzabgeschlossener Integritätsring A. Mit ihm kommt sein Quotien-
tenkörper K = Quot(A). Wir werden immer annehmen, dass charK = 0 oder |K| < ∞
gilt.

• Dann betrachten wir zusätzlich eine endliche Körpererweiterung L von K. Dies liefert uns
einen weiteren Ring B, nämlich den ganzen Abschluss von A in L.

Bemerkungen 5.8.

i) Jedes Element β ∈ L hat die Gestalt

β =
b

a
mit b ∈ B und a ∈ A

Denn da L/K endlich ist, ist β algebraisch über K: es gibt also ãi ∈ K, so dass

βn + . . .+ ã1β + ã0 = 0

gilt. Wir multiplizieren diese Gleichung mit dem Hauptnenner der Koeffizienten und er-
halten eine Gleichung:

anβ
n + . . .+ a1β + a0 = 0 mit ai ∈ A und an 6= 0 .

Diese Gleichung wiederum multiplizieren wir mit (an)n−1 und erhalten

(anβ)n + . . .+ a′1(anβ) + a′0 = 0 mit a′i ∈ A .

Also ist anβ ganz über A. Da aber B als ganzer Abschluss ganz abgeschlossen ist, folgt
b = anβ ∈ B. Insbesondere sehen wir, dass L der Quotientenkörper von B ist.

ii) Sei β ∈ L. Dann ist β genau dann ganz über A wenn das Minimalpolynom in A[X] liegt,
minK(β) ∈ A[X].
”⇐“ ist klar.
”⇒“ Sei β Nullstelle eines normierten Polynoms g ∈ A[X]. Dann teilt minK(β) das Poly-
nom g in K[X]. Die Nullstellen von minK(β) sind also auch Nullstellen von g und daher
ganz. Damit sind aber auch die Koeffizienten von minK(β) ganz. Da A ganzabgeschlossen
ist, liegen sie in A.

iii) Mit β ∈ B sind auch alle Konjugierten von B ganz, denn sie haben das gleiche Minimal-
polynom, das nach (ii) in A[X] liegt. Daher sind trL/K(β) und NL/K(β) ganz und in K,
da A ganzabgeschlossen ist, also sogar in A.

iv) Es gilt für x ∈ B: x ∈ B× ⇔ NL/K(x) ∈ A×
”⇒” xy = 1 impliziert NL/K(x)NL/K(y) = 1. Daraus folgt NL/K(x) ∈ A×.
”⇐“ Es gilt mit a ∈ A

1 = a
∏
σ

σx =
(
a
∏
σ 6=id

σx
)

︸ ︷︷ ︸
y

x

Das so definierte y liegt in L und ist ganz über A, also folgt y ∈ B. Somit hat x ein Inverses
in B, x ∈ B×.

Lemma 5.9.
Sei α1, . . . , αn eine in B gelegene Basis von L/K mit Diskriminante d = d(α1, . . . , αn). Dann
gilt

dB ⊆ Aα1 + . . .+ Aαn .
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Beweis.
Sei α ∈ B; schreibe

α = a1α1 + . . .+ anαn mit ai ∈ K .

Es gilt

trL/K(ααj) =
∑
i

aitrL/K(αiαj) ,

die ai sind also Lösungen eines linearen Gleichungssystems mit Koeffizienten in A. Ihr Nenner
ist durch

d = det
(

trL/K(αiαj)
)

gegeben, also
dα ∈ Aα1 + . . .+ Aαn .

2

Definition 5.10
Eine Ganzheitsbasis von B über A (auch A–Basis von B genannt) ist ein System
{ωi}i=1...n ωi ∈ B, so dass sich jedes b ∈ B eindeutig als Linearkombination

b =
∑

aiωi

mit ai ∈ A schreiben lässt. Falls eine Ganzheitsbasis existiert, ist sie auch K–Basis von L
(beachte 5.8(i)), also ist n = [L : K]. B besitzt genau dann eine Ganzheitsbasis, wenn B freier
A–Modul von Rang [L : K] ist. Man sagt dann auch, L/K besitze eine Ganzheitsbasis.

Im allgemeinen gibt es keine Ganzheitsbasis; ist jedoch A ein Hauptidealring, so kann man
die Existenz einer Ganzheitsbasis beweisen. Dafür zitieren wir:

Satz 5.11 (Hauptsatz über Moduln über Hauptidealringe).
Sei R ein Hauptidealring und M ein freier A–Modul von endlichem Rang n. Sei M ′ ein Unter-
modul von M .

i) Dann ist M ′ ein freier Modul von einem Rang kleiner gleich n.

ii) Es gibt eine Basis {b1, . . . , bn} von M , eine ganze Zahl q ≤ n und nicht–verschwindende
Elemente ai ∈ R, so dass

- {aibi} mit i = 1, . . . , q eine Basis von M ′ ist

- ai teilt ai+1 für 1 ≤ i ≤ q − 1.

Beweis.
P. Samuel, Kapitel 1.5 2

Satz 5.12.
Sei A ein Hauptidealring, K = Quot(A), L eine endliche Körpererweiterung und B der ganze
Abschluss von A in L. Dann ist jeder endlich erzeugte B–Untermodul M 6= 0 von L ein freier
A–Modul von Rang [L : K]. Insbesondere gilt dies für B selbst, das somit eine Ganzheitsbasis
besitzt.

Beweis.
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• Sei {αi}i=1,...n mit n = [L : K] eine Basis von L/K. Wegen Bemerkung 5.8(i) können wir
nach Multiplikation mit dem Hauptnenner annehmen, dass αi ∈ B. Wegen Lemma 5.9
ist

dB ⊆ Aα1 + . . .+ Aαn .

• Sei µi, . . . , µr ein B-Erzeugendensystem von M . Es gibt wegen 5.8(i) ein a ∈ A, so dass
aµi ∈ B für alle µi. Also gilt

aM ⊆ B

somit
ad M ⊆ dB ⊆ Aα1 + . . .+ Aαn = M0 .

adM ist Untermodul des freien A–Moduls M0. Aus dem Hauptsatz über Moduln über
Hauptidealringen folgt, dass adM frei ist, somit auch M ∼= ad M . Aus ad M ⊆ M0 ⊆ M
folgt

rankM = rank (adM) ≤ rankM0 ≤ rankM .

2

In allgemeineren Situationen hilft manchmal der folgende

Satz 5.13.
Seien L/K und L′/K galoisch von Grad n bzw. n′ und sei L ∩ L′ = K. Seien {ωi}i=1...n bzw.
{ω′i}i=1...n′ Ganzheitsbasen mit Diskriminanten d und d′ in A. Sind diese teilerfremd, so gibt es
x, x′ ∈ A mit

1 = xd+ x′d′ ,

So ist {ωiω′j} Ganzheitsbasis von LL′/K mit Diskriminante dn
′
(d′)n.

Beweis.
ausgelassen. (Neukirch, §2). 2

Anwendung 5.14

Sei OK der ganze Abschluss von Z ∈ Q in einem algebraischen Zahlenkörper K.

K ⊇ OK
| |
Q ⊇ Z

Nach Satz 5.12 besitzt jeder endlich erzeugte OK–Modul a in K eine Z–Basis α1, . . . , αn mit
n = [K : Q]:

a = Zα1 + . . .+ Zαn
Die Diskriminante d(α1, . . . , αn) = det(σiαj)

2 hängt nicht von der Wahl der Basis ab: sei {α′i}
eine andere Basis

α′i =
∑

Tijαj

mit detT ∈ Z× = {±1}, daher

d(α′1, . . . , α
′
n) = (det(T ))2d(α1, . . . , αn)
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Definition 5.15
d(a) = d(α1, . . . , αn) heißt Diskriminante des OK–Moduls a. Insbesondere heißt

dK = d(OK) = d(ω1, . . . , ωn)

mit {ωi} Ganzheitsbasis von OK Diskriminante des Zahlkörpers K.

Satz 5.16.
Sind a ⊆ a′ zwei von Null verschieden endlich erzeugte OK–Untermodul von K, so ist der Index
[a′ : a] endlich und es gilt

d(a) = [a′ : a]2d(a′)

Beweis.
Nach Satz 5.11 gibt es eine Z–Basis {αi} von a′ und ti ∈ Z, so dass {tiαi} eine Z–Basis von a
ist. Für die Diskriminante folgt

d(a) = det
(
σi(tjαj)

)2

=
( n∏
j=1

tj

)2

det(σiαj)
2 =

( n∏
j=1

tj

)2

d(a′) .

Aber

[a′ : a] =
n∏
j=1

tj .

2

6 Dedekind–Ringe

Betrachtung 6.1.
Sei OK der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkörpers. In OK ist jede Nicht–
Einheit Produkt irreduzibler Elemente. Denn ist α nicht irreduzibel, so gibt es β, γ ∈ OK mit
α = β · γ. Es folgt

NK/Q(α) = NK/Q(β)NK/Q(γ) .

Wegen Bemerkung 5.8 (iv) ist NK/Q(β) 6= ±1 und NK/Q(γ) 6= ±1, also sind die Normen von
β, γ sind echt kleiner als die von α. Man fährt dann rekursiv fort. Im allgemeinen ist aber diese
Zerlegung in irreduzible Elemente nicht eindeutig.

Definition 6.2
Ein noetherscher, ganzabgeschlossener integrer Ring, in dem jedes von Null verschiedene Prim-
ideal ein maximales Ideal ist, heißt Dedekindring.

Satz 6.3.
Sei K ein algebraischer Zahlkörper. Dann ist OK ein Dedekindring.

Beweis.

• Der Ring OK ist noethersch, denn er ist nach Satz 5.12 ein endlich erzeugter freier Z–
Modul, und als endlich erzeugter Modul über dem noetherschen Ring Z selbst noethersch.
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• Als ganzer Abschluss von Z in K ist OK nach 4.10(ii) ganz abgeschlossen.

• Sei p 6= (0) ein Primideal von OK . Dann ist p ∩ Z ein Ideal von Z und wegen

(p + Z)/p ∼= Z/p ∩ Z

auch prim, d.h. p ∩ Z = (p) für eine geeignete Primzahl p. Wir behaupten nämlich, dass
p ∩ Z 6= (0) gilt. Dazu wählen wir ein nichtverschwindendes y ∈ p und betrachten eine
eine Gleichung

yn + . . .+ a0 = 0

minimalen Grads für y mit ai ∈ Z. Dann muss a0 6= 0 gelten, denn sonst könnte man
y ausklammern, und die Gleichung wäre nicht mehr minimalen Grades. Es folgt, dass
0 6= a0 ∈ p ∩ Z.

• Es bleibt zu zeigen, dass Ō := OK/p ein Körper ist. Es ist ein Ring, der als Unterring
den Körper κ̄ := Z/pZ enthält. Alle Elemente x von Ō sind algebraisch über κ̄; sei die
Gleichung

xn + . . .+ β0 = 0

minimal mit βi ∈ κ̄, wobei aus dem gleichen Grund wie oben β0 6= 0 gilt. Daraus folgt
aber

x
[
(−β0)−1(xn−1 + . . .+ β1)

]
= 1 ,

also hat jedes x ein Inverses in Ō.

2

In Dedekindringen gilt:

Theorem 6.4.
Sei O ein Dedekindring. Dann besitzt jedes von (0) und (1) = R verschiedene Ideal a von O
eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung

a = p1p2 . . . pr

in Primideale von O.

Zum Beweis benötigen wir zwei Lemmata.

Lemma 6.5.
Sei O ein Dedekindring, a 6= (0) ein Ideal. Dann gibt es von 0 verschiedene Primideale p1, . . . , pr
mit

p1 . . . pr ⊆ a .

Beweis.
Sei M die Menge der Ideale a von O, a 6= (0), für die es keine Primideale p1, . . . , pr gibt mit
p1 . . . pr ⊆ a. Da O noethersch ist, wird jede aufsteigende Idealkette aus M stationär, d.h. M
ist bezüglich Inklusion induktiv geordnet. Wäre M 6= ∅, so gäbe es nach dem Zornschen Lemma
ein maximales Element a ∈M. Da dies kein Primideal sein kann – ein Primideal liegt nicht in
M –, gibt es Elemente b1, b2 ∈ O mit b1, b2 6∈ a, aber b1b2 ∈ a. Setze

a1 = (b1) + a a2 = (b2) + a .

Dann gilt
a $ a1 a $ a2 a1a2 ⊆ a .
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Wegen der Maximalität von a ist a1 6∈M, a2 6∈M. Das heißt, es gibt Primideale

p1,1 . . . p1,n ⊆ a1

p2,1 . . . p2,m ⊆ a2

Also
p1,1 . . . p1,np2,1 . . . p2,m ⊆ a1a2 ⊆ a

im Widerspruch zu a ∈M. 2

Lemma 6.6.
Sei p ein Primideal des Dedekindrings O, K = Quot(O) und

p−1 = {x ∈ K|xp ⊆ O} .

(insbesondere gilt O ⊆ p−1). Dann ist für jedes Ideal a 6= (0) von O das Ideal

ap−1 = {
∑
i endl.

aixi|ai ∈ a, xi ∈ p−1} 6= a .

Beweis.

• Ist p = (0), so ist p−1 = K. Dann ist aber aK = K 6= a.

• Sei also p 6= (0). Wähle a ∈ p, a 6= 0. Finde mit Lemma 6.5 Primideale

p1 . . . pr ⊆ (a) ⊆ p

mit r minimal.
Dann gibt es ein i ∈ {1, . . . , r}, so dass pi ⊆ p gibt. Denn sonst finde für jedes i ein
ai ∈ pi \ p; für diese gilt immer noch

a1 . . . ar ∈ p ,

was für das Primideal p nicht sein kann. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei p1 ⊆ p.
Im Dedekindring ist aber p1 auch maximal, also p = p1. r war minimal, also gilt nicht
p2 . . . pr ⊆ (a). Finde b ∈ p2 . . . pr \ (a). Daher gilt a−1b 6∈ O. Andererseits ist bp ⊆ (a),
also a−1bp ⊆ O. Somit gilt a−1b ∈ p−1. Damit ist p−1 6= O.

• Sei nun a ein Ideal in O. Da O noethersch ist, ist a endlich erzeugt; {α1, . . . , αn} sei
ein Erzeugendensystem. Angenommen, es gälte ap−1 = a. Wir schließen daraus für jedes
x ∈ p−1:

xαi =
∑
j

aijαj mit aij ∈ O .

Sei
A = (xδij − aij) ,

dann gilt A(α1, . . . , αn)t = 0, also mit Satz 4.4 dα1 = dα2 = . . . = dαn = 0 für d = det A.
Also d = 0, x ist Nullstelle eines normierten Polynoms in O[X], also ganz über O. O ist
als Dedekindring ganz abgeschlossen, also x ∈ O. Es folgt p−1 = O. Dies wurde oben
aber schon ausgeschlossen, also ist ap−1 = a zum Widerspruch geführt.
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2

Beweis.
[von Satz 6.4]

• Existenz einer Zerlegung in Primideale. Sei

M = {a ⊆ O Ideale, a 6= (0), (1)|a besitzt keine Zerlegung in Primideale}

Wäre M 6= ∅, schließen wir wie im Beweis von Lemma 6.5 aus O noethersch auf die
Existenz eines maximalen Elements a ∈M. a kann kein Primideal sein. Daher gibt es ein
maximales Ideal p von O mit a ⊆ p, a 6= p. Aus Lemma 6.6 folgt

a $ ap−1 und p $ pp−1 ⊆ O .

Da das Primideal p im Dedekindring maximal ist, folgt pp−1 = O. Aus O ⊆ p−1 schließen
wir

a ⊆ ap−1 ⊆ pp−1 = O .

Ferner ist ap−1 6= O, sonst hätte man a = ap−1p = p. Da a maximal in M, folgt,
dass ap−1 eine Zerlegung ap−1 = p1 . . . pr besitzt, aus der die Existenz der Zerlegung
a = app−1 = p1 . . . prp von a folgt.

• Eindeutigkeit der Zerlegung. Seien

a = p1 . . . pr = q1 . . . qs (5)

zwei Zerlegungen in Primideale. Nun gilt für ein Primideal p und zwei Ideale a, b:

ab ⊆ p⇒ a ⊆ p oder b ⊆ p

was wir auch umschreiben

p|ab ⇒ p|a oder p|b .

Dies sieht man so ein: sonst gäbe es a ∈ a \ p und ein b ∈ b \ p; da p ein Primideal ist,
folgt daraus ab 6∈ p. Andererseits ist aber ab ∈ ab ⊆ p, Widerspruch.

Wir können hier ohne Einschränkung annehmen, dass p1|q1, also q1 ⊆ p1. Also p1 = q1, da
q1 als Primideal im Dedekindring maximal ist. Wir multiplizieren dann (5) p−1

1 , beachten
p1p
−1
1 = O ⇒ und erhalten

p2 . . . pr = q2 . . . qs

Induktiv fortfahrend erhält man die Eindeutigkeit der Zerlegung.

2

Somit hat man für jedes Ideal a 6= (0) in einen Dedekindring O eine eindeutige Darstellung

a = pν11 . . . pνrr νi ∈ N

wobei pi paarweise verschiedene Primideale sind und νi ∈ N gilt.
Wir führen auch noch ein paar vereinfachende Schreibweisen ein, die den Übergang von

Zahlen zu Idealen vereinfachen: wir schreiben a|a für a|(a) und (a, b) = 1 für a + b = O

Definition 6.7
Sei K der Quotientenkörper eines Dedekindrings O. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich
erzeugter O–Untermodul a 6= (0) von K.
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Bemerkungen 6.8.

(i) Ist a ∈ K×, so ist (a) := aO ein gebrochenes Ideal. Es heißt gebrochenes Hauptideal.

(ii) Ein O–Untermodul a 6= (0) von K ist genau dann ein gebrochenes Ideal, wenn es ein
c ∈ O gibt, c 6= 0, mit ca ⊆ O. Beweis:
Sei a endlich erzeugt, {α1, . . . , αr} ein Erzeugenssystem von Elementen in K. Sei c ∈ O
der Hauptnenner nach 5.8(i). Dann gilt cαi ∈ O, also ca ⊆ O.
Sei c 6= 0, c ∈ O mit ca ⊆ O. Dann ist a Untermodul des zu O isomorphen Moduls c−1O.
Da O noethersch ist, ist a als Untermodul endlich erzeugt.

(iii) Für gebrochene Ideale definieren wir Schnitt, Summe und Produkt wie für Ideale.

(iv) Gebrochene Ideale a mit a ⊆ O sind genau die gewöhnlichen Ideale von O. Wir nennen
sie auch die ganzen Ideale von K.

Satz 6.9.
Die gebrochenen Ideale des Quotientenkörpers eines Dedekindrings O bilden eine abelsche Grup-
pe, die Idealgruppe JK von K. Das Einselement ist (1) = O und das Inverse zu a ist

a−1 = {x ∈ K : xa ⊆ O} .

Beweis.

• Assoziativität, Kommutativität und a(1) = aO = a ist klar.

• Sei p ein Primideal. Nach Lemma 6.6 ist p $ pp−1, also pp−1 = O, da p im Dedekindring
maximal ist. Ist a = p1 . . . pr ein ganzes Ideal, so ist b = p−1

1 . . . p−1
r das Inverse zu a. Denn

wegen ab = O ist nach Definition von a−1 sicher b ⊆ a−1. Ist umgekehrt x ∈ a−1, so gilt

xa ⊆ O ,

damit xab ⊆ b. Wegen ab = O also x ∈ b. Somit gilt b = a−1.

• Ist a ein gebrochenes Ideal, so gibt es c ∈ O, c 6= 0, so dass ca ⊆ O gilt. Also ist ca ein
ganzes Ideal. Somit ist (ca)−1 = c−1a−1 das Inverse zu ca. Auch für gebrochene Ideale ist
aa−1 = O.

2

Korollar 6.10.
Jedes gebrochene Ideal a eines Dedekindrings besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a =
∏
p

pνp(a)

mit νp ∈ Z und νp = 0 für fast alle p. Mit anderen Worten: die Gruppe JK ist die freie abelsche
Gruppe über der Menge aller Primideale.

Beweis.
Nach Bemerkung 6.8(ii) ist für ein gebrochenes Ideal a und geeignetes c das Ideal ca ein ganzes
Ideal. Also a = (ca)(c)−1. Jedes gebrochene Ideal ist also Quotient ganzer Ideale, die nach
Theorem 6.4 eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzen. 2
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Bemerkungen 6.11.
Wir halten Eigenschaften der Exponenten νp fest:

(i) νp(ab) = νp(a) + νp(b)

(ii) b ⊆ O ⇔ νp(b) ≥0

(iii) a ⊆ b ⇔ νp(a) ≥ νp(b) Denn in der Tat ist a ⊆ b äquivalent zu ab−1 ⊆ O. Wende dann
(i) und (ii) an.

(iv) ν(a+b) = min
(
νp(a), νp(b)

)
Denn a ⊆ a+b, nach (iii) folgt νp(a) ≥ νp(a+b) und analog

für b. a + b ist dann das kleinste Ideal, das a und b enthält.

(v) νp(a ∩ b) = sup
(
νp(a), νp(b)

)
.

Definition 6.12

(i) Mit PK werde die Untergruppe von JK bezeichnet, die aus den gebrochenen Hauptidealen
besteht, (a) = aO mit a ∈ K×.

(ii) Die Faktorgruppe
ClK = JK/PK

heißt Idealklassengruppe, kurz Klassengruppe des Körpers K.

Bemerkungen 6.13.

(i) Ein Dedekindring ist genau dann prinzipal, wenn seine Idealklassengruppe trivial ist.

(ii) Man hat die exakte Sequenz

0 −→ O× −→ K× −→ JK −→ ClK −→ 0

a 7→ (a)

das heißt, dass die Einheitengruppe O× den Verlust, die Klassengruppe ClK die Ausdeh-
nung beim Übergang von Zahlen auf Ideale beschreibt.

Unser nächstes Ziel ist die Untersuchung der Objekte O× und ClK . Wir werden zeigen, dass
für Zahlkörper die Klassengruppe ClK endlich ist.

7 Gitter

Wir haben Z[i] als Menge von Gitterpunkten in der komplexen Zahlenebene betrachtet. Dies
wurde von Minkowski (1864–1909) auf alle Zahlkörper verallgemeinert. In der älteren Literatur
wird dies manchmal als “Geometrie der Zahlen” bezeichnet. Heute hat man allerdings andere
geometrische Vorstellungen von einem Zahlkörper. Diese werden in Ansätzen im letzten Kapitel
dieser Vorlesung skizziert.

Definition 7.1
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(i) Sei V ein n–dimensionaler reelle Vektorraum. Ein Gitter in V ist eine Untergruppe der
Form

Γ = Zv1 + . . .+ Zvm
mit linear unabhängigen Vektoren v1, . . . , vm von V . Das m–Tupel (v1, . . . , vm) heißt eine
Basis und die Menge

Φ = {x1v1 + . . .+ xmvm|xi ∈ R, 0 ≤ xi < 1}

eine Grundmasche des Gitters.

(ii) Das Gitter heißt vollständig oder eine Z–Struktur von V , wenn m = n gilt.

Wir bemerken, dass ein Gitter Γ genau dann vollständig ist, wenn
⋃
γ∈Γ

(Φ + γ) = V gilt.

Definition 7.2
Sei G ⊆ V eine Untergruppe des n–dimensionalen R–Vektorraums V . Dann heißt G
diskrete Untergruppe, wenn alle γ ∈ G isolierte Punkte von V sind. Das heißt: für jedes γ ∈ G
gibt es in der R–Topologie von V eine Umgebung Uγ ⊆ V mit

G ∩ Uγ = {γ} .

Dies führt auf die folgende basisabhängige Charakterisierung von Gittern:

Satz 7.3.
Eine Untergruppe Γ ⊆ V , V ∼= Rn ist ein Gitter genau dann, wenn Γ diskret ist.

Beweis.

• Sei Γ = Zv1 + . . . + Zvm ein Gitter von V und {v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn} eine Basis von
V . Für

γ =
m∑
i=1

aivi ∈ Γ ai ∈ Z

ist

Uγ =
{ n∑
i=1

xivi| |ai − xi| < 1 i = 1, . . . ,m
}

eine solche Umgebung.

• Umgekehrt sei Γ eine diskrete Untergruppe von V und V0 der von Γ in V aufgespannte
Vektorraum. Setze

m := dim V0 ≤ n .

Sei {u1, . . . , um ∈ Γ} eine Basis von V0. Dann ist

Γ0 := Zu1 + . . .+ Zum ⊆ Γ

ein vollständiges Gitter in V0.
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• Wir behaupten, dass der Index [Γ : Γ0] endlich ist. Denn sei {γi} ein Repräsentantensy-
stem von Γ/Γ0. Da Γ0 im V0 vollständig ist, können wir schreiben

γi = µi + γ0i

mit µi ∈ Φ0 in der Grundmasche von Γ0 und γ0i ∈ Γ0. Da die µi diskret in der beschränk-
ten Masche Φ0 liegen, muss ihre Anzahl endlich sein.

• Sei nun q := [Γ : Γ0], dann ist qΓ ⊆ Γ0. Daher

Γ ⊆ 1

q
Γ0 ⊆ Z

(1

q
u1

)
+ . . .+ Z

(1

q
um

)
.

Nach dem Hauptsatz 5.12 über endlich erzeugte Z–Moduln besitzt Γ eine Z–Basis
{v1 . . . vr}, in der Tat r = m wegen Γ0 ⊆ Γ. Also Γ = Zv1 + . . . + Zvr. Die {vi} sind
über R linear unabhängig, da sie V0 aufspannen. Also ist Γ ein Gitter.

2

Lemma 7.4.
Ein Gitter Γ in V ist genau dann vollständig, wenn es eine beschränkte Teilmenge M ⊆ V gibt,
deren Verschiebungen V überdecken,

V =
⋃
γ∈Γ

(M + γ) .

Beweis.

• Ist Γ vollständig, so wähle für M die Grundmasche.

• Für die Umkehrung sei V0 der von Γ aufgespannte Unterraum von V . Sei v ∈ V . Da die
Verschiebungen V überdecken, finde für jedes n ∈ Z

nv = an + γn

mit an ∈M und γn ∈ Γ. Da M beschränkt ist, ist 1
n
an Nullfolge. Somit gilt

v = lim
n→∞

1

n
an + lim

n→∞

1

n
γn = lim

n→∞

1

n
γn ∈ V0 ,

da V0 abgeschlossen ist.

2

Definition 7.5

(i) Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich–dimensionaler Vektorraum über R mit sym-
metrischer, positiv definiter Bilinearform <,>: V × V −→ R.
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(ii) Wir haben auf V einen Volumensbegriff – genauer ein Haarsches Maß. Sei {e1, . . . , en}
eine Orthonormalbasis. Für n linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vn

vi =
∑

aijej

hat dann das Parallelepiped

Φ(v1, . . . , vn) = {x1v1 + . . .+ xnvn| xi ∈ R 0 ≤ xi < 1}

per definitionem das Volumen

vol(Φ) = | det(aij)| .

Um einen basisunabhängigen Ausdruck für das Volumen zu bekommen, betrachten wir

〈vi, vj〉 =
∑

aikajl〈ek, el〉 = (AAt)ij

mit A = (aij), woraus folgt

vol(Φ) = | det〈vi, vj〉|1/2 .

(iii) Sei Γ ein vollständiges Gitter in V mit Grundmasche Φ. Dann setzen wir vol(Γ) = vol(Φ).
Dies ist unabhängig von der Wahl der Gitterbasis: eine Übergangsmatrix und ihr Inverses
haben ganzzahlige Koeffizienten, also Determinante ±1. Das Volumen der Grundmaschen
ist daher gleich.

Definition 7.6
Eine Teilmenge X von V ∼= Rn heißt zentralsymmetrisch, falls mit x ∈ X auch −x ∈ X gilt;
sie heißt konvex, falls mit x, y ∈ X auch

{ty + (1− t)x, 0 ≤ t ≤ 1} ⊆ X

gilt.

Satz 7.7 (Minkowskischer Gitterpunktsatz).
Sei Γ vollständiges Gitter in einem endlichen Vektorraum V , dimV = n. Sei X eine zentral-
symmetrische, konvexe Teilmenge von V . Ist dann

vol(X) > 2nvol(Γ) ,

so enthält X mindestens einen von Null verschiedenen Gitterpunkt.

Beweis.

• Es genügt zu zeigen: es gibt zwei verschiedene Punkte γ1, γ2 ∈ Γ und(1

2
X + γ1

)⋂(1

2
X + γ2

)
6= ∅ .

Denn für einen Punkt in Durchschnitt gilt

1

2
x1 + γ1 =

1

2
x2 + γ2 x1, x2 ∈ X

Daher ist der Punkt γ = γ1 − γ2 = 1
2
(x2 − x1) der Mittelpunkt der Strecke von x2

nach −x1 und, weil X zentralsymmetrisch und konvex ist, in X. Andererseits ist wegen
γ1 6= γ2, γi ∈ Γ der Punkt γ ein von Null verschiedener Gitterpunkt.
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• Wären die Mengen 1
2
X+γ paarweise disjunkt, so auch ihre Schnitte mit der Grundmasche.

Daher

vol(Φ) ≥
∑
γ∈Γ

vol

(
Φ ∩

(1

2
X + γ

))
=
∑
γ∈Γ

vol

(
(Φ− γ) ∩ 1

2
X

)
Translation um −γ

Nun überdecken die Verschiebungen Φ− γ mit γ ∈ Γ ganz V , also folgt

vol(Φ) ≥ vol(
1

2
X) = 2−nvol(X) ,

in Widerspruch zur Annahme an vol(X).

2

8 Minkowski–Theorie

Betrachtung 8.1.
Sei K ein algebraischer Zahlkörper, n = [K : Q] und

τi : K ↪→ C i = 1...n

die n verschiedenen komplexen Einbettlungen.
Betrachte alle Einbettungen gleichzeitig:

j : K ↪→ KC :=
∏
τ

C

a 7→ j(a) = (τa)τ = (aτ )τ

Wir versehen den C–Vektorraum KC mit einer hermetischen Metrik

〈x, y〉 =
∑
τ

xτ ȳτ

Es gilt 〈·, y〉 ist linear, 〈x, y〉 = 〈y, x〉 und 〈x, x〉 > 0 für x 6= 0.

Betrachtung 8.2.
Die Galoisgruppe G(C/R) wird erzeugt durch komplexe Konjugation

F : z 7→ z̄

G(C/R) operiert auch auf den Faktoren C von KC, aber auch auf HomQ(K,C) = {τ1, . . . , τn}

(τ : K → C) 7→
(
τ̄ : K → C mit τ̄(x) = τ(x)

)
.

Also liefert F eine Involution (F z)τ = z̄τ̄ . Für das hermitescheProdukt gilt

〈Fx, Fy〉 = F 〈x, y〉 .
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Betrachtung 8.3.
Wir betrachten auf KC die Linearform

tr : KC → C

(xτ )τ 7→
∑
τ

xτ .

Sie ist invariant unter F : tr ◦ F = F ◦ tr und

K −→
j
KC −→

tr
C

ist die übliche Spur von K/Q, trK/Q(a) = tr(j a) für alle a ∈ K.

Betrachtung 8.4.
Sei KR = K+

C =
[∏

τ C
]+

der unter F invariante Teilraum von KC, d.h.

KR = {z ∈ KC | zτ̄ = z̄τ} .

Für ein a ∈ K gilt
aτ̄ = τ̄(a) = τ(a) = aτ ,

also F (ja) = ja. Also liegt das Bild von K im Unterraum KR:

j : K ↪→ KR .

Sei 〈·, ·〉 = 〈·, ·〉R : KR × KR −→ R die Einschränkung des hermiteschen Produkts auf den
R–Vektorraum KR. Es nimmt seine Werte in R an, denn x, y ∈ KR impliziert 〈x, y〉 ∈ R, da
F 〈x, y〉 = 〈Fx, Fy〉 = 〈x, y〉 gilt. Ferner gilt für x, y ∈ KR

〈x, y〉 = 〈y, x〉 = 〈y, x〉 ,

so dass KR ein euklidischer Vektorraum ist. Er heißt Minkowski–Raum. Das Skalarprodukt heißt
kanonische Metrik, das zugehörige Volumen das kanonische Maß. Wegen tr ◦F = F ◦ tr haben
wir eine R–Linearform

tr : KR −→ R .

Für alle a ∈ K gilt trk/Q(a) = trj(a).

Definition 8.5
Sei HomQ(K,C) = {τ1, . . . , τn}. Die Einbettungen ρ1, . . . , ρr aus HomQ(K,C) mit Bild in R,

ρi : K −→ R

heißen reell, die nicht reellen heißen komplex. Die letzteren gruppieren sich in Paaren

σ1, σ1, . . . , σs, σs : K −→ C .

Offenbar ist n = r + 2s. Es ist

KR =
{

(zτ ) ∈ KC| zρ ∈ R, zσ̄ = zσ
}

.
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Satz 8.6.
Es gibt einen Isomorphismus von reellen Vektorräumen

f : KR −→
∏
τ

R ∼= Rr+2s

(zτ ) 7→ (xτ )

mit xρ = zρ xσ = Re zσ xσ̄ = Imzσ, wobei σ nur über Repräsentanten von Paaren konju-
gierter Einbettungen läuft. Die kanonische Metrik ergibt das Skalarprodukt

(x, y) =
∑
τ

aτxτyτ

mit aτ für τ reell, aτ = 2 für τ komplex.

Beweis.
Die Isomorphie ist klar. Seien

(zτ ) = (xτ + iyτ ) (z′τ ) = (x′τ + iy′τ ) ∈ KR.

Wir rechnen
zρz̄ρ′ = xρxρ′

und
zσz̄′σ + zσ̄z′σ̄ = zσz̄′σ + z̄σz

′
σ = 2Re zσz̄′σ = 2(xσx

′
σ + xσ̄x

′
σ̄) .

2

Bemerkungen 8.7.
Das kanonische Maß auf KR unterscheidet sich vom Lebesgue–Maß auf Rr+2s durch einen Fak-
tor, volkan(X) = 2svolLebesgue(X).

Satz 8.8.
Sei a 6= 0 ein Ideal von OK, so ist Γ := ja ein vollständiges Gitter in KR mit Grundmaschen-
volumen

vol(Γ) =
√
|dK |[O : a] .

Beweis.
Da Z prinzipal ist, existiert nach Satz 5.13 ein Z–Basis α1, . . . , αn von a.

Γ = Zj(α1) + . . .+ Zj(αn) .

Seien τ1 . . . τn. K ↪→ C die verschiedenen Einbettungen. Betrachte die Matrix A = (τiαj). Es
ist

d(a) = d(α1, . . . , αn) = (detA)2 = [O : a]2d(OK) = [O : a]2dK

nach Satz 5.16. Andererseits ist

〈jαi, jαk〉 =
∑
l

τlαiτ̄lαk = (AA+)ik

und somit nach Definition 7 (ii)

vol(Γ) = | det〈jαi, jαk〉|1/2 = | detA| = [OK : a]
√
|dK | .

2
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Satz 8.9.
Sei a 6= 0 ein ganzes Ideal von K und cτ > 0, τ ∈ HomQ(K,C), reelle Zahlen mit cτ̄ = cτ und

∏
cτ >

(
2

π

)s√
|dK | [OK : a] .

Dann gibt es ein a ∈ a, a 6= 0 mit |τa| < cτ für alle τ ∈ HomQ(K,C).

Beweis.
Die Menge X = {(zτ ) ∈ KR| |zτ | < cτ} ist zentralsymmetrisch und konvex. Betrachte wieder

f : KR −→
∏
τ

R

(zτ ) 7→ (xτ )

mit xρ = zρ xσ = Re zσ xσ̄ = Imzσ̄. Dann ist

f(X) =
{

(xτ ) ∈
∏
τ

R| |xρ| < cρ, x
2
σ + x2

σ̄ < c2
σ

}
Nach Bemerkung 8.7 gilt

vol(X) = 2svolLebesguef(X) = 2s
∏
ρ

2cρ
∏
σ
↑

aus jedem Paar eines

πc2
σ = 2s+rπs

∏
τ

cτ .

Mit Hilfe von Satz 8.8 und der Annahme folgt

vol(X) > 2s+rπs
2s

πs

√
|dK |[O : a] = 2nvol(Γ) .

Nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz 7.7 enthält X einen Punkt von Γ ungleich Null. Es
gibt also ein a ∈ a, a 6= 0 mit ja = (aτ ) ∈ X, also

|aτ | = |τ(a)| < cτ .

2

Wir brauchen auch eine multiplikative Version der Minkowski–Theorie.

Betrachtung 8.10.
Betrachte den Gruppenhomomorphismus

j : K× −→ K×C :=
∏
τ

C× .

Wir führen auch die Normabbildung

N : K∗C −→ C∗

(zτ ) 7→
∏
τ

zτ ,

ein. Dann ist
NK/Q(a) = N(ja) für a ∈ K× .
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Um ein Gitter, also eine additive Gruppe, zu erhalten, betrachten wir Logarithmen:

l : C× −→ R
z 7→ log |z| ,

und erhalten einen surjektiven Homomorphismus

l : K×C −→
∏
τ

R .

Es ergibt sich das folgende kommutative Diagramm:

K×
j−−−→ K×C

l−−−→
∏
τ

R

NK/Q
y yN ytr

Q× −−−→ C× l−−−→ R

Auf allen Gruppen des Diagramms operiert wieder die Galoisgruppe durch F :

• auf K× trivial

• auf K×C wie zuvor

• auf x = (xτ ) ∈
∏

τ R durch (Fx)τ = xτ̄ .

Es gilt offenbar

F ◦ j = j F ◦ l = l ◦ F N ◦ F = F ◦N tr ◦ F = tr ,

d.h. alle Morphismen sind G(C/R) Morphismen. Wir können daher zu den Fixgruppen überge-
hen:

K×
j−−−→ K×R

l−−−→ [
∏
τ

R]+

NK/Q
y yN ytr

Q× −−−→ R× −−−→
l

R

Wir beschreiben den R–Vektorraum [
∏

τ R]+ explizit:

HomQ(K,C) = {ρ1, . . . , ρr, σ1, σ̄1, . . . , σs, σ̄s}

Damit
[
∏
τ

R]+ =
∏
ρ

R×
∏
[σ]

[R× R]+ .

Nun identifizieren wir

[R× R]+ =
{

(x, x) ∈ R2
} ∼−→ R

(x, x) 7→ 2x

Also [
∏

τ R]+ ∼= Rr+s, wobei

tr : [
∏
τ

R]+ −→ R

übergeht in die Summe der Koordinaten.

l : K×R −→ [
∏
τ

R]+
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geht über in

l : K×R −→ Rr+s

l(x = (log |xρ1|, . . . , log |xρr |, log |xσ1|2, . . .)

für x ∈ K×R ⊆
∏

τ C×. Insgesamt gilt

K×
j−→K×R

l−→ Rr+s

a 7→ (log |ρ1a|, . . . , log |σsa|2) .

9 Die Klassenzahl

Es soll gezeigt werden, dass die Idealklassengruppe ClK = JK/PK eines algebraischen
Zahlkörpers endlich ist.

Definition 9.1
Sei a 6= (0) ein Ideal in OK . Dann heißt

N(a) = [OK : a]

die Absolutnorm von a.

Bemerkungen 9.2.

(i) Die Absolutnorm ist nach Satz 5.16 endlich.

(ii) Ist a = (a) ein Hauptideal, so gilt

N
(
(a)
)

= |NK/Q(a)
∣∣ .

Nach Satz 5.16 existiert eine Z–Basis von OK, {ω1, . . . , ωn}. Dann ist {aω1, . . . , aωn} eine
Z–Basis von aOK. Ist A die Übergangsmatrix

aωi =
∑
j

aijωj ,

so ist nach Satz 5.12 ∣∣NK/Q(a)
∣∣ =
Def.
| detA| = [OK : a] .

(iii) Ergeben Betrachtungen für das Nullideal keinen Sinn – wie hier–, so ist es stillschweigend
ausgeschlossen.

Satz 9.3.
Ist a = pν11 . . . pνrr die Primzerlegung eines Ideals a 6= 0, so gilt

N(a) = N(p1)ν1 . . .N(pr)
νr .

Beweis.
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• Nach dem chinesischen Restsatz 2.13 gilt

OK/a ∼=
⊕
OK/pνii

Wir können uns also auf den Fall a = pν zurückziehen.

• In der Kette
p ⊇ p2 ⊇ . . . ⊇ pν

ist wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideale pi 6= pi+1.
Behauptung: pi/pi+1 ist ein OK/p–Vektorraum der Dimension Eins. Sei a ∈ pi \ pi+1,
dann gilt für das Ideal b = pi+1 + (a)

pi ⊃ b % pi+1 .

Wir multiplizieren diese Inklusion in der Idealgruppe mit p−i und erhalten:

O = pip−i ⊇ bp−i ) pi+1p−i = p

Das Primideal p ist im Dedekindring maximal. Daher gilt O = bp−i, also b = pi. Somit
ist a mod pi+1 eine Basis von pi/pi+1. Es folgt sofort die Isomorphie pi/pi+1 ∼= OK/p,
also gilt

N(pν) = [OK : p][p : p2] . . . [pν−1 : pν ] =

= [OK : p]ν = N(p)ν .

2

Korollar 9.4.
Seien a, b 6= 0 Ideale, so gilt

N(ab) = N(a)N(b) .

Wir setzen die Normfunktion auf die gebrochenen Ideale fort durch

N : JK −→ R∗+

N

(
a

b

)
= N(a)N(b)−1 .

Diese Fortsetzung ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 9.5.
Sei a 6= 0 ein Ideal in OK. Dann gibt es ein a ∈ a, a 6= 0 mit

∣∣NK/Q(a)
∣∣ ≤ ( 2

π

)s√
|dK |N(a)

Beweis.
Sei ε > 0 vorgegeben. Wähle positive reelle Zahlen cτ für alle τ ∈ HomQ(K,C) mit cτ = cτ̄
und ∏

τ

cτ =

(
2

π

)s√
|dK |N(a) + ε
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Nach Satz 8.9 finden wir aε ∈ a, aε 6= 0 mit |τaε| < cτ . Also gibt es für alle ε > 0 ein aε ∈ a mit

∣∣NK/Q(aε)
∣∣ ≤ ( 2

π

)s√
|dK |N(a) + ε .

Da die Norm nur ganzzahlige Werte annehmen kann, muss es ein a ∈ a, a 6= 0 mit der
genannten Eigenschaft geben. 2

Theorem 9.6 (Endlichkeit der Klassenzahl). Die Idealklassengruppe ClK = JK/PK ist end-
lich. Ihre Ordnung

hK = |ClK |

heißt Klassenzahl des Körpers K.

Beweis.

• Ist p 6= 0 ein Primideal von OK , so ist p ∩ Z ein Ideal von Z. Wegen

p + Z/p ∼= Z/p ∩ Z

ist der Quotient integer, also p ∩ Z = (p) mit p prim; im Beweis von Satz 6.3 sahen
wir p ∩ Z 6= (0). Da OK eine Ganzheitsbasis besitzt, ist OK/p endliche Erweiterung von
Z/(p) = Fp mit grad f ≥ 1. Daher gilt N(p) = pf mit einem geeigneten f (vergleiche
auch Beispiel 12.5).

• Für eine feste Primzahl p ∈ Z gibt es nur endlich viele Primideale p mit p ∩ Z = (p).
Denn daraus folgt

pOK ⊆ p ,

also p| pOK = pν11 . . . pνrr .

Zusammengenommen zeigt dies, dass es für jedes M ∈ R nur endlich viele Primideale p
mit N(p) ≤M gibt. Da jedes Ideal a von OK eine Darstellung

a = pν11 . . . pνrr νi > 0

besitzt und N(a) =
∏

N(pi)
νi gilt, gibt es für jedes M ∈ R auch nur endlich viele Ideale

mit N(a) ≤M .

• Es genügt daher zu zeigen: jede Klasse [a] ∈ ClK enthält ein ganzes Ideal a1 mit

N(a1) ≤M :=

(
2

π

)s√
|dK | .

Sei a ein beliebiger Repräsentant der Klasse. Wegen Bemerkung 5.8(i) gibt es γ ∈ OK\{0}
mit

b := γa−1 ⊆ OK .

Nach Lemma 9.5 gibt es α ∈ b, α 6= 0 mit∣∣NK/Q(α)
∣∣ ≤MN(b) .
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Daher gilt

M ≥
∣∣NK/Q(α)

∣∣N(b)−1 = N
(
(α)b−1

)
=

= N
(
αb−1

)
Setze

a1 = αb−1 = αγ−1a ∈ [a] ,

da αγ−1 ∈ K×. Offenbar ist die Abschätzung N(αb−1) ≤M erfüllt; ferner folgt aus α ∈ b,
auch (α) ⊆ b, also (α)b−1 ⊆ bb−1 ⊆ OK , was heißt, dass αb−1 ist ein ganzes Ideal ist.

2

Bemerkungen 9.7.

(i) Die Endlichkeit der Klassenzahl besagt, dass der Übergang von Zahlen zu Idealen nicht
ins Uferlose führt. Ist insbesondere hK = 1, so ist OK Hauptidealring.

(ii) Im allgemeinen ist hK > 1. Für imaginär-quadratische Zahlkörper K = Q
(√

d
)

mit d < 0
quadratfrei gilt

hK = 1⇔ d = −1,−2,−3,−7,−19,−43,−67,−163,−11

Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Zahlkörper mit hK = 1 gibt. Die Berechnung
von Klassenzahlen ist ein schwieriges Problem.

(iii) Wir skizzieren kurz die Beziehung zum großen Fermatschen Satz über ganzzahlige Lösun-
gen der Gleichung

yp = zp − xp

mit p prim. Diese Gleichung schreibt sich mit Hilfe einer p–ten Einheitswurzel ζp in der
Form

yp = (z − x)(z − ζpx) . . . (z − ζp−1
p x)

Ist hp = hQ(ζp) = 1, so erhält man einen Widerspruch zur eindeutigen Zerlegbarkeit.
Kummer zeigte, dass schon p - hP ausreicht, um einen Widerspruch zu erzielen.

10 Der Dirichletsche Einheitensatz

Unsere zweite Aufgabe ist die Beschreibung der Einheitengruppe O×K des Ringes der ganzen
Zahlen eines Zahlkörpers K. Offenbar gilt

µ(K) ⊆ O×K ,

wobei µ(K) die endliche Gruppe der Einheitswurzeln ist, die in K liegen. Im allgemeinen ist
O×K aber nicht endlich. Sei r die Anzahl der reellen Einbettungen: ρ : k −→ R und s die Anzahl
der Paare komplex konjugierter Einbettungen

σ, σ̄ : K −→ C .
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Betrachtung 10.1.
Wir erinnern an die multiplikative Version der Minkowski–Theorie, insbesondere an das kom-
mutative Diagramm aus Betrachtung 8.10:

K×
j−−−→ K×R

l−−−→ [
∏
τ

R]

NK/Q
y yN ytr

Q× −−−→ R× l−−−→ R

Sei
O×K = {ε ∈ OK |NK/Q(ε) = ±1} ⊆ K× Einheitengruppe
S = {y ∈ K×R |N(y) = ±1} ⊆ K×R Norm Eins Hyperfläche

H = {x ∈
[∏

τ R
]+

| tr(x) = 0} ⊆
[∏

τ R
]+

Spur 0 Hyperebene

(6)

Wir betrachten die Abbildung

λ : O×K
j−→ S

l−→ H

und setzen
Γ = λ(O×K) ⊆ H .

Satz 10.2.
Die Sequenz

1→ µ(K)→ O×K
λ→ Γ→ 0

ist exakt, d.h. kerλ = µ(K).

Beweis.

• Sei ε ∈ O×K mit λ(ε) = 0. Dann ist |τε| = 1 für alle Einbettungen τ : K → C. Die
Punkte jε = (τε)τ liegen in einem beschränkten Bereich von KR und im Gitter j(OK).
Somit ist kerλ endliche Untergruppe von K× und besteht daher aus Einheitswurzeln:
kerλ ⊆ µ(K).

• Sei umgekehrt ζ ∈ µ(K) und τ : K ↪→ C eine Einbettung. Dann gilt:

log |τζ| = log 1 = 0 ,

also µ(K) ⊆ kerλ.

2

Lemma 10.3.
Bis auf Assoziierte gibt es nur endlich viele Elemente α ∈ OK mit gegebener Norm |NK/Q(α)| =
a.

Beweis.
Sei a ∈ Z. Wir zeigen, dass es in jeder Nebenklasse von OK/aOK bis auf Assoziierte höchstens
ein Element der Norm a gibt. Denn seien α, β solche Elemente,

β = α + aγ γ ∈ OK
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Dann ist
α

β
= 1± N(β)

β
· γ ,

wegen N(β)
β
∈ OK liegt auch α

β
∈ OK und ähnlich β

α
∈ OK . Also sind α und β assoziiert.

Daher gibt es höchstens [OK : aOK ] viele Elemente der Norm a. 2

Satz 10.4.
Die Gruppe Γ ist ein vollständiges Gitter im (r+ s− 1)–dimensionalen R–Vektorraum H, also
Γ ∼= Zr+s−1.

Beweis.

• Wir zeigen zunächst, dass Γ = λ(O∗K) ein Gitter in H, also eine diskrete Untergruppe von
H ist. Es ist λ : O×K −→ H die Einschränkung von

K× −→
j

∏
τ

C× l−→
∏
τ

R .

auf O×K . Also reicht es, zu zeigen, dass der beschränkte Bereich

Xc = {(xτ )τ ∈
∏

R| |xτ | ≤ c}

für jedes c > 0 nur endlich viele Elemente von Γ = lj(O×K) enthält. Betrachte dazu

Yc = l−1(Xc) =

{
(zτ ) ∈

∏
τ

C×| e−c ≤ |zτ | ≤ ec
}

Dieser Bereich ist beschränkt und enthält nur endlich viele Punkte von j(O×K), da dies
eine Untermenge des Gitters j(OK) ist. Also ist Γ ein Gitter in H, und offenbar

dimRH = dimR[
∏

R]+ − 1 = r + s− 1 .

• Die eigentliche Aussage ist: Γ ist ein vollständiges Gitter in H. Nach Lemma 7.4 müssen
wir zeigen: es gibt eine beschränkte Menge M ⊆ H mit

H =
⋃
γ∈Γ

(M + γ)

Dazu reicht es, zu zeigen: es gibt eine beschränkte Menge T ⊆ S mit

S =
⋃
ε∈O×K

T · jε

Denn
l(Tjε) = l(T ) + lj(ε) mit ljε ∈ Γ .

Setze dann
M = l(T ) ,

und es gilt

H =
⋃
γ∈Γ

M + γ ,
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wobei auch M beschränkt ist: sei x = (xτ ) ∈ T , also∏
xτ = 1

Somit gilt 0 < b ≤ |xτ | ≤ a für unabhängige Konstanten a, b, so dass l(T ) beschränkt ist.

• Seien cτ > 0 für τ ∈ HomQ(K,C) reelle Zahlen mit cτ = c̄τ und

c :=
∏
τ

cτ >

(
2

π

)s√
|dK | .

Sei
X :=

{
(zτ ) ∈ KR| |zτ | < cτ

}
Sei y = (yτ ) ∈ S beliebig, dann haben wir

Xy :=
{

(zτ ) ∈ KR| |zτ | ≤ c′τ

}
mit c′τ = cτ |yτ |. Es gilt weiterhin c′τ̄ = c′τ und∏

τ

c′τ =
∏
τ

cτ
∏
τ

|yτ | =
∏
t

cτ = C ,

da (yτ ) in der Norm-Eins-Hyperfläche liegt. Wegen Satz 8.9 gibt es a ∈ OK , a 6= 0, mit

(τa)τ ∈ Xy .

Lemma 10.3 erlaubt es uns, Elemente α1, . . . , αN ∈ OK αi 6= 0 zu finden, so dass jedes
a ∈ OK mit Norm kleiner gleich C zu einen der αi assoziiert ist.
Setze

T := S ∩
N⋃
i=1

Xj(αi)
−1

Mit X ist auch Xj(αi)
−1 beschränkt, also ist auch T beschränkt. Wir behaupten

S =
⋃
ε∈O×K

Tjε .

Denn sei y ∈ S. Nach Satz 8.9 gibt es a ∈ OK , a 6= 0 mit ja ∈ Xy−1, also ja = xy−1 mit
x ∈ X. Wegen ∣∣NK/Q(a)

∣∣ =
∣∣N(xy−1)

∣∣ =
∣∣N(x)

∣∣ ≤ C

ist a assoziiert zu einem der αi: αi = εa mit ε ∈ O×K . Daher

y = x(ja)−1 = xj(α−1
i ε) .

Nun ist y ∈ S, j(ε) ∈ S
xj(α−1

i ) ∈ S ∩Xj(αi)−1 ⊆ T

Also y ∈ Tj(ε), was zu zeigen war.

2
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Theorem 10.5 (Dirichletscher Einheitensatz). Die Einheitengruppe O×K von OK ist das di-
rekte Produkt der endlichen zyklischen Gruppe µ(K) und einer freien abelschen Gruppe von
Range r + s− 1:

O×K ∼= µ(K)⊕ Zr+s−1

Beweis.
In der exakten Sequenz

1→ µ(K)→ O×K
λ−→ Γ→ 0

ist nach Satz 10.4 Γ eine freie abelsche Gruppe von Rang r+s−1. Ist v1 . . . vr+s−1 eine Z–Basis
von Γ, so wähle Urbilder εi in O∗K . Sei A die von εi erzeugte Untergruppe: λ vermittelt eine
Isomorphie

A
∼−→
λ

Γ

Also gilt µ(K) ∩ A = {1} und somit O×K ∼= µ(K)× A. 2

Bemerkungen 10.6.

(i) Es gibt also r+ s− 1 Grundeinheiten ε1, . . . , ε, die aber nicht eindeutig bestimmt sind, so
dass jede Einheit ε ∈ O×K sich eindeutig schreiben lässt als

ε = ζεν11 . . . ε
νr+s−1

r+s−1

mit ζ ∈ µ(K) und νi ∈ Z. Der Dirichletsche Einheitensatz liefert eine vollständige Be-
schreibung der Einheitengruppe als abstrakte endlich-erzeugte abelsche Gruppe. Sie als
konkrete Untergruppe von K zu beschreiben, erfordert die Angabe von Grundeinheiten:
dies ist im allgemeinen ein sehr schwieriges Problem.

(ii) Die Einheitengruppe ist genau dann endlich, wenn r + s − 1 = 0 gilt. Ist r = 1, s = 0,
so folgt n = [K : Q] = 1, also K = Q. Andernfalls ist K ein imaginär-quadratischer
Zahlkörper: K = Q(

√
d) d < 0, quadratfrei. In diesem Fall ist O×K = {±1}, außer für

K = Q(i) O×K = {±1,±i} ∼= Z4

K = Q(
√
−3) O×K =

{(1 +
√
−3

2

)j
j = 0, . . . , 5

}
∼= Z6

(iii) Für einen reell-quadratischen Körper K = Q(
√
d) mit d ∈ N quadratfrei ist

O×K = {±1} × Z

Die Untergruppe der positiven Einheiten hat genau einen multiplikativen Erzeuger > 1,
die fundamentale Einheit. Denn mit x ∈ O×K sind auch −x, x−1 und −x−1 Einheiten und
nur die größte davon ist – für x 6= 1 – größer als Eins. Die Einheiten −x, x−1,−x,−x−1

sind von der Form
±a± b

√
d ,

diejenigen > 1 also als die größte mit a > 0 und b > 0.
Für eine Einheit gilt

N(x) = a2 − b2d = ±1 .

53



Im Fall d = 2, 3 mod 4 sind a, b ∈ Z. Man findet die fundamentale Einheit folgenderma-
ßen: in der Folge {b2d} nehme man die erste Zahl, die zu einer Quadratzahl benachbart
ist. Als Beispiel betrachten wir d = 7. Die Folge bd2 hat die Werte 7, 28, 63, und in der
Tat ist wegen 63 = 64 − 1 die Zahl 63 benachbart zu einer Quadratzahl. Wir finden also
b = 3, a = 8. Die fundamentale Einheit ist ε = 8 + 3

√
7 .

Betrachtung 10.7.
Durch die Identifizierung [

∏
τ R]+ ∼= Rr+s wird H Unterraum des euklidischen Vektorraums

Rr+s, also selbst euklidischer Raum. Wir wollen das Volumen der Grundmarsche von

Γ = λ(O×K) ⊆ H

berechnen. Sei ε1, . . . , εt mit t = r + s− 1 ein System von Grundeinheiten. Sei

λ0 =
1√
r + s

(1, . . . , 1) ∈ Rr+s

λ0 hat Länge 1 und steht senkrecht auf der Spur 0 Hyperebene:

< λ0, h >=
1√
r + s

∑
i

hi =
1√
r + s

trh = 0 .

Damit ist mit
λ(εi) = (λ1(εi) . . . λt+1(εi)) ∈ Rt+1

das Volumen

volRt
(
λ(O∗K)

)
= volRt+1

(
< λ0, λ(ε1) . . . λ(εt) >

)
= ± det

 λ01 λ1(ε1) . . . λ1(εt)
...

...
...

λ0t+1 λt+1(ε1) . . . λt+1(εt)

 (7)

Satz 10.8.
Es ist volRt

(
λ(O∗K)

)
=
√
r + sR, wobei R der Determinantenbetrag eines beliebigen Minors von

Rang t = r + s− 1 der Matrix  λ1(ε1) . . . λ1(εt)
...

...
λt+1(ε1) . . . λt+1(εt)


ist. Die Zahl R heißt Regulator des Körpers K.

Beweis.
Addiere in (7) alle Zeilen zu einer beliebigen, aber festen Zeile. Es ergeben sich in dieser Zeile
lauter Nullen, außer in der ersten Spalte, in der

√
r + s steht. 2

11 Erweiterungen von Dedekindringen

Wir wollen nun einen Überblick über die Primideale eines algebraischen Zahlkörpes bekommen.
Sei K ein Zahlkörper, OK der Ring der ganzen Zahlen und p 6= 0 ein Primideal.
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Dann haben wir gesehen, dass p∩Z = (p) gilt. Es folgt p ⊇ pOK , also p|pOK . Es ist daher zentral
zu verstehen, wie pOK in Primideale zerfällt. Wir untersuchen gleich die folgende allgemeinere
Situation:
Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A) und L eine endliche Körpererweiterung von K. O sei
der ganze Abschluss von A in L.

Satz 11.1.

(i) O ist ein Dedekindring.

(ii) Jedes Ideal von O, insbesondere O selbst, ist endlich erzeugter A–Modul.

Beweis.
Hier nur für den Fall charK = 0 oder |K| <∞.

• Als ganzer Abschluss ist O wegen 4.10(ii) ist ganzabgeschlossen.

• Sei {α1, . . . , αn} eine Basis von L/K mit d := d(α1, . . . , αn) 6= 0, vgl. Satz 5.7. Wir wählen
αi ∈ O und folgern aus Lemma 5.9

O ⊆ A
α1

d
+ . . .+ A

αn
d

=: M .

M ist endlich erzeugter A–Modul und daher nach Satz 3.11(ii) noethersch. Jedes Ideal
a von O ist in M enthalten und daher endlich erzeugter A–Modul, und damit erst recht
endlich erzeugter O–Modul: man nehme einfach das A-Erzeugendensystem, das natürlich
auch O-Erzeugendensystem ist. Also ist O noethersch.

• Sei P ein Primideal von O, P 6= 0. Setze p = A ∩ P. Da p maximal im Dedekindring
A ist, ist A/p ein Körper. Der Integritätsring O/P ist ein endlich–dimensionaler A/p–
Vektorraum und daher ein Körper: die Multiplikation mit jedem Element x̄ ∈ O/P, x̄ 6=
0, ist ein injektiver Endomorphismus, daher surjektiv, so dass Inverse existieren.

2

Bemerkungen 11.2.
Sei p ein Primideal von A, p 6= 0 und p 6= A. Dann gilt pO 6= O.

Beweis.
Da im Dedekindring A die Zerlegung in Primideale eindeutig ist, gibt es ein Element π ∈ p\p2.
Dann ist πA = pa mit p 6 | a, also p + a = A. Finde eine Zerlegung

1 = b+ s

mit b ∈ p, s ∈ a. Dann ist s 6∈ p, da sonst p = A. Also

sp ⊆ pa = πA .

Wäre pO = O, so würde folgen
sO = spO ⊆ πO .

Damit finden wir aber s = πx mit x ∈ O ∩ K = A, da A ganzabgeschlossen in K als
Dedekindring. Es folgt s ∈ (π) ⊆ p, also ein Widerspruch. 2
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Sei p 6= (0) ein Primideal von A; es zerfällt im Dedekindring O in eindeutiger Weise in ein
Produkt von Primidealen

pO = Pe1
1 . . .Per

r ,

wobei Pi paarweise verschiedene Primideale von O sind und ei ≥ 1 gilt. Die Primideale
P1 . . .Pr von O sind genau die Primideale von O, für die P ∩ A = p gilt:

• gilt P ∩ A = p, so ist pO = (P ∩ A)O ⊆ P, also P| pO.

• gilt P| pO, so folgt pO ⊆ P, uns damit p ⊆ P ∩ A. Da aber p maximal in A ist, folgt
sogar p = P ∩ A.

Wir führen auch noch die folgenden Schreibweisen ein: P| p, P liegt über p, P teilt p. P ist
Primteiler von p in O.

Definition 11.3
Mit obigen Bezeichnungen heißt

• e(Pi/p) = ei Verzweigungsindex von Pi über p.

• Der Körpergrad f(Pi/p) = fi = [O/Pi : A/p] heißt Restklassengrad oder Trägheitsgrad
von Pi über p.

Satz 11.4. (fundamentale Gleichung)
Sei char (K) = 0 oder |K| < ∞, n = [L/K] und p Primideal von A. Betrachte wie oben die
Zerlegung

pO = Pe1
1 . . .Per

r .

Dann gilt
r∑
i=1

eifi = n .

Je kleiner also die Trägheitsgrade fi sind, desto fleißiger zerfällt das Primideal p von A in
Primideale von O.

Beweis.

• Aus dem chinesischen Restsatz 2.13 folgt

O/pO ∼=
r⊕
i=1

O/Pei
i .

Alle Größen sind κ := A/p–Vektorräume. Wir behaupten

dimκO/pO = n dimκO/Pei
i = eifi ,

woraus die fundamentale Gleichung folgt. Nach 11.1(ii) ist O endlich erzeugter A–Modul,
also sind alle Dimensionen endlich.

56



• Sei ω̄1, . . . , ω̄m eine κ-Basis von O/pO und seien ωi Repräsentanten von ω̄i in O. Es reicht
aus zu zeigen, dass ω1, . . . , ωm eine Basis von L/K ist. Dann folgt m = n = [L : K].

Wir zeigen zunächst, dass die ω1, . . . , ωm linear unabhängig über K sind. Bestünde eine
lineare Abhängigkeitsbeziehung überK, so zeigt die Multiplikation mit dem Hauptnenner,
dass auch eine lineare Abhängigkeitsbeziehung über A bestünde:

a1ω1 + . . .+ amωm = 0 ,

mit ai ∈ A, nicht alle ai = 0. Sei a = (a1, . . . , am) das von den Koeffizienten erzeugte
Ideal in A. Wähle a ∈ a−1 mit a 6∈ a−1p. Das geht, denn wären alle a ∈ a−1 in a−1p, so
gälte a−1 ⊆ a−1p, also A ⊆ p.
Es liegen also alle Produkte aai ∈ A, aber nicht alle in p. Wegen

aa1ω1 + . . .+ aamωm = 0 mod p

haben wir einen Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der ω̄i über κ = A/p.

• Wir müssen zeigen, dass {ωi} den Körper L auch über K erzeugt. Sei

M = Aω1 + . . .+ Aωm ;

dies ist ein A–Modul in O. Setze N = O/M . Es war 〈ω̄1, . . . , ω̄m〉 = O/pO, daher gilt

O = M + pO .

Die Betrachtung dieser Gleichung modulo M zeigt

pN = N .

Nach Satz 11.1(ii) ist O endlich erzeugter A–Modul, also auch N . Sei {αi} ein Erzeugen-
densystem von N . Da αi ∈ N = pN , finde aij ∈ p, so dass gilt

αi =
s∑
j=1

aijαj .

Sei C := (aij)− Is×s und C ′ die zu C adjungierte Matrix. Wir haben

C(α1, . . . , αs)
t = 0 ,

und nach Satz 4.4 gilt CC ′ = dIs×s mit d := detC. Somit ist

0 = C ′C(α1, . . . , αt)
t = (dα1, . . . , dαs)

t .

Also dN = 0, d.h.
dO ⊆M = Aω1 + . . .+ Aωm .

Nun ist aij ∈ p, also

d = det
(
(aij)− I

)
= (−1)s mod p ,

also ist d 6= 0. Somit ist
L = dL ⊆ Kω1 + . . .+Kωm ,

also ist {ωi} auch ein Erzeugendensystem. Es folgt n = m.
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• Zur Berechnung von dimκO/Pei
i betrachte die folgende absteigende Kette von κ–

Vektorräumen:

O/Pei
i ⊇ Pi/P

ei
i ⊇ P2

i /P
ei
i ⊇ . . .Pei−1

i /Pei
i ⊇ (0) .

Wir behaupten, dass der Quotient Pν
i /P

ν+1
i als κ-Vektorraum isomorph zu O/Pi ist.

Wegen [O/Pi : κ] = fi erhalten wir dann sofort dimκ(O/Pei
i ) = eifi. Sei α ∈ Pν

i \Pν+1
i .

Betrachte den Homomorphismus

O −→ Pν
i /P

ν+1
i

a 7→ aα mod Pν+1
i .

Er hat Kern Pi und ist surjektiv: denn

Pν
i = ggT (Pν+1

i , (α))

impliziert nach Bézout
Pν
i = αO + Pν+1

i

2

Sei charK = 0 oder |K| < ∞. Nach 4.13(iii) existiert ein primitives Element θ ∈ L, wir
können also schreiben L = K(θ). Wegen Bemerkung 5.8(i) ist θ = θ′

a
mit θ′ ∈ O, a ∈ A ⊂ K.

Wir können also θ ∈ O annehmen.

Definition 11.5
Das Ideal F = {α ∈ O| αO ⊆ A[θ]} von O heißt Führer des Ringes A[θ]. Es ist das größte
Ideal von O in A[θ]. Der Führer ist nicht leer: wegen Lemma 5.9 gilt für die Diskriminante:

d(1, θ, . . . , θn−1)O ⊆ A[θ] ,

also d(1, θ, . . . , θn−1) ∈ F .

Satz 11.6.
Sei p ein Primideal von A, das prim zum Führer F von A[θ] ist. Sei p(X) ∈ A[X] das Mini-
malpolynom von θ über K. Sei

p̄(X) = p̄1(X)e1 . . . p̄r(X)er (8)

die Zerlegung von p̄(X) = p(X) mod p in paarweise verschiedene irreduzible Faktoren p̄i ∈
(A/p)[X] und pi ∈ A[X] eine beliebige Liftung von p̄i:

p̄i = pi mod p .

Wir dürfen p̄i und pi als normiert voraussetzen. Dann sind die Ideale

Pi = pO + pi(θ)O i = 1 . . . r

die Primideale über p mit ei wie in (8) und fi = grad p̄i. Also

pO =
r∏
i=1

Pei
i
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Beweis.
Wir setzen O′ = A[θ] und Ā = A/p.

• Wir behaupten

O/pO ∼= O′/pO′ (9)

Da pO und F teilerfremd sind, gilt pO+F = O. Da F ⊆ O′, gilt erst recht pO+O′ = O.
Also ist

O′ −→ O/pO
surjektiv mit Kern O′ ∩ pO. Es gilt O′ ∩ pO = pO′, pO′ ⊆ O′ ∩ pO ist klar. Andererseits

pO ∩O′ = (pO + F︸ ︷︷ ︸
O

)(pO ∩O′) ⊆ pO′ .

• Wir behaupten
O′/pO′ ∼= Ā[X]/(p̄(X)) ,

denn der Kern der Surjektion

A[X]� Ā[X]/(p̄(X))

wird erzeugt von p und
(
p(X)

)
. Also

A[X]/pA[X] + (p)
∼→ Ā[X]/(p̄(X)) .

Nun ist aber
O′ = A[θ] ∼= A[X]/p(X) ,

somit
(A[X]/(p))/(pA[X] + (p)/(p)) ∼= O′/pO′ .

• Den Ring R := Ā[X]
/

(p̄) untersuchen wir mit den chinesischen Restsatz:

Ā[X]
/

(p̄) ∼= ⊕ri=1Ā[X]
/

(p̄i(X))ei .

– Die Primideale von R sind die von p̄i mod p̄ erzeugten Hauptideale.

– [R
/

(p̄i) : Ā] = grad p̄i

– In R gilt

0 =
(
p̄(x)

)
=

r⋂
i=1

(
p̄i

)ei
• Wegen der Isomorphie

Ā[X]
/

(p̄)
∼−→ O

/
pO

f̄(X) mod p̄ 7→ f̄(θ) mod pO

haben wir in Ō = O/pO die gleichen Verhältnisse: Die Primidiale P̄i von Ō entsprechen
(p̄i) und sind die von pi(θ) mod pO erzeugten Hauptideale mit

[Ō
/
P̄i : A/p] = grad p̄i

(0) =
r⋂
i=1

P̄ei
i .
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Sei nun Pi = pO + pi(θ)O das Urbild von P̄i unter

O � O
/
pO .

Dann durchläuft Pi alle Primideale über p. Wegen O
/
Pi
∼= Ō

/
P̄i ist

fi = [O
/
Pi : A/p] = grad p̄i .

Pei
i ist das Urbild von P̄i

ei und

pO ⊇
r⋂
i=1

Pei
i ,

also

pO|
r∏
i=1

Pei
i

und damit

pO =
r∏
i=1

Pei
i

wegen der fundamentalen Gleichung n =
∑r

i=1 eifi.

2

Definition 11.7
Sei p ein Primideal von A und sei

pO = Pe1
1 . . .Per

r

die Zerlegung von p in L.

(i) p heißt vollzerlegt oder totalzerlegt, wenn

r = n = [L : K], also ei = fi = 1 für alle i .

(ii) p heißt unzerlegt, wenn r = 1.

(iii) Pi heißt unverzweigt über A (oder über K), wenn ei = 1 und die Restklassenerweiterung
O/pi über A/p separabel ist. (Im Zahlkörperfall ist A/p ein endlicher Körper und die
Erweiterung immer separabel.)
Anderenfalls heißt das Ideal Pi verzweigt. Gilt ei > 1, fi = 1, so heißt Pi reinverzweigt.

(iv) Das Primideal p heißt unverzweigt, wenn alle Pi über p unverzweigt sind; andernfalls
heißt es verzweigt. Insbesondere sind vollzerlegte Ideale unverzweigt.

(v) Die Erweiterung L/K heißt unverzweigt, wenn alle Primideale p von A in L unverzweigt
sind.

Es ist eher die Ausnahme, dass Primideale von K in L verzweigt sind.

Satz 11.8.
Ist charK = 0 oder |K| <∞, so gibt es nur endlich viele in L verzweigte Primideale von K.
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Beweis.
Sei θ ∈ O ein primitives Element von L, also L = K(θ).

p(X) = minK(θ) ∈ A[X]

sei das Minimalpolynom. Sei

d := d(1, θ, . . . , θn−1) =
∏
i<j

(θi − θj)2 6= 0

die Diskriminante. Dann ist jedes zu d und zum Führer F von A[θ] teilerfremde Primideal p
von K unverzweigt. Denn nach Satz 11.6 sind alle ei = 1, falls p̄ = p mod p keine mehrfachen
Nullstellen in einem Zerfällungskörper besitzt. Dies ist der Fall, wenn die Diskriminante
d̄ = d mod p von p̄ ungleich Null ist, was hier nach Voraussetzung zutrifft. Die Restklas-
senkörpererweiterungen O/Pi über A/p werden von θ mod Pi erzeugt, also sind sie einfache
Erweiterungen, also separabel. Daher ist p unverzweigt. 2

Definition 11.9
Die Diskriminante dO/A ist das von allen Diskriminanten d(ω1, . . . , ωn) erzeugte Ideal von A,
wobei alle Basen {ωi} von L/K mit ωi ∈ O durchlaufen werden.
Man kann zeigen p ist in L verzweigt ⇔ p teilt dO/A. (Für einen Beweis siehe etwa Samuel,
Abschnitt 5.3, Theorem 1.)

Beispiele 11.10.
Das Zerlegungsgesetz von Primzahlen im quadratischen Zahlkörper Q(

√
a) steht in Zusammen-

hang mit dem Gaußschen Reziprozitätsgesetz. Wir betrachten dazu die diophantische Gleichung

x2 + bx = a

für gegebene a, b ∈ Z. Ihre Lösbarkeit kann auf den Fall zurückgeführt werden, wenn b eine
ungerade Primzahl ist, b = p, und (a, p) = 1 gilt. (Der Beweis dieser Aussage kommt als
Übungsaufgabe.) Wir haben daher die Frage zu beantworten: ist die Gleichung

x2 = a mod p

lösbar? Das Legendresymbol ist folgendermaßen definiert:(
a

p

)
=

{
+1 x2 = a mod p lösbar

−1 unlösbar

Sei p eine ungerade Primzahl. Die Gruppe F×p ist zyklisch von der Ordnung p−1, die Gruppe F×2
p

der Quadrate hat Ordnung 2 und ist daher normal. Also ist das Legendresymbol multiplikativ,(
ab

p

)
=

(
a

p

)
·
(
b

p

)
und es folgt (

a

p

)
= a

p−1
2 mod p

Nun bedeutet
(
a
p

)
= 1, dass es α ∈ Z gibt mit α2 = a mod p. Wegen

X2 − a = (X − α)(X + α) mod p

zerlegt genau in diesem Fall das Minimalpolynom von α. Der Führer von Z[
√
a] in Q(

√
a) ist

ein Teiler von 2. Aus Satz 11.6 folgt daher: Für a quadratfrei und (p, 2a) = 1 gilt:
(
a
p

)
= 1

dann und nur dann, wenn p vollzerlegt in Q(
√
a) ist.
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12 Hilfsmittel aus der Algebra: Galoistheorie

Bemerkungen 12.1.

i) Sei L ein Körper und G eine Menge von Körperautomorphismen. Dann ist

LG = {x ∈ L| σx = x ∀σ ∈ G}

ein Unterkörper von L, der Fixkörper von G.

ii) Sei L/K eine Körpererweiterung. Dann ist die Menge der K–Automorphismen von L eine
Gruppe, G(L/K).

Theorem 12.2.
Sei L eine Erweiterung endlichen Grades eines Körpers K, mit char (K) = 0 oder |K| < ∞.
Dann ist äquivalent:

i) K ist der Fixkörper von G(L/K), K = LG(L/K).

ii) Für jedes α ∈ L liegen alle Nullstellen des Minimalpolynoms von α in L.

iii) L wird von den Nullstellen eines Polynoms in K[X] erzeugt.

Beweis.

• (i)⇒ (ii) Sei α ∈ L und G = G(L/K). Das Polynom

f =
∏
σ∈G

(X − σα)

ist unter G invariant. (Man beachte, dass G wegen 4.13(ii) endlich ist.) Aus der Annahme
(i) folgt f ∈ K[X]. Wegen f(α) = 0 wird das Polynom f von Minimalpolynom geteilt,
woraus (ii) folgt.

• (ii)⇒ (iii)
Nach 4.13(iii) existiert ein primitives Element θ ∈ L. Sein Minimalpolynom hat alle
Nullstellen in L, und diese erzeugen L, also folgt (iii)

• (iii)⇒ (i)
Wegen (iii) wird L von einer endlichen Menge {x(1), . . . , x(q)} aus Elementen von L und

ihren Konjugierten {x(i)
j , i = 1, . . . q, j = 1 . . . n} über K erzeugt.

Für jeden K–Isomorphismus σ von L in eine Erweiterung von L werden diese Erzeuger
permutiert. Also σ(L) ⊆ L. Da σ injektiv ist, gilt sogar σ(L) = L. Also gibt es nach
4.13(ii) genau n := [L : K] verschiedene Körperautomorphismen von L über K. Sei
α ∈ L invariant unter G = G(L/K). Dann ist jedes σ ∈ G ein K(α)–Automorphismus
von L. Davon gibt es genau [L : K(α)] viele mit Bild unter Erweiterung von L. Also

n = [L : K(α)] ,

und K(α) = K, also α ∈ K.
Man beachte, dass wir nebenbei gesehen haben, dass

|G| = n = [L : K]

gilt.
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2

Definition 12.3

i) Gelten die Bedingungen aus Theorem 12.2, so heißt die Körpererweiterung L/K galoisch.
G(L/K) heißt Galoisgruppe von L/K.

ii) Wenn G(L/K) abelsch bzw. zyklisch ist, so heißt L eine abelsche bzw. zyklische Erweite-
rung von K.

Man kann zeigen:

Theorem 12.4.

(i) Sei |K| < ∞ oder char (K) = 0, L/K eine endliche Erweiterung und H eine Automor-
phismengruppe von L mit LH = K. Dann ist L/K galoisch und H = G(L/K).

(ii) Sei char (K) = 0 oder |K| < ∞ und L/K eine galoische Erweiterung endlichen Grades
mit Galoisgruppe G.
Sei U(G) die Menge der Untergruppen von G, halbgeordnet durch Inklusion.
Sei Z(L/K) die Menge der Zwischenkörper der Körpererweiterung, ebenfalls halbgeordnet
durch Inklusion.
Dann sind die Abbildungen

k : U(G) −→ Z(L/K)

H 7→ LH

g : Z(L/K) −→ U(G)

K ′ 7→ G(L/K ′)

zueinander inverse monoton abnehmende Bijektionen; insbesondere ist für jeden Zwi-
schenkörper K ′ die Erweiterung L/K ′ galoisch.

(iii) Die Erweiterung K/K ′ ist genau dann galoisch, wenn g(K ′) = G(L/K ′) normale Unter-
gruppe von G ist. Dann ist die Faktorgruppe

G(K ′/K) = G(L/K) /G(L/K ′) .

die Galoisgruppe.

Zum Beweis siehe Samuel Kapitel 6.1 oder Kapitel 1.2 von Algebra 2.

Beispiele 12.5.

(i) Sei char (K) = 0 und L eine Erweiterung von Grad 2. Wie im Beispiel 4.14 sieht man,
dass L von der Form L = K(α) ist mit α Nullstelle von X2−d wobei d ∈ K kein Quadrat
ist. Die andere Nullstelle ist – α, also gibt es nur einen nicht–trivialen K–Automorphismus

σ(a+ bα) = a− bα mit a, b ∈ K .

Es gilt σ2 = id, L<σ> = K. Also ist L/K nach Theorem 12.4(i) galoisch mit Galoisgruppe

G(L/K) = {id, σ} ∼= Z2 .
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(ii) Sei char (K) = 0, ζ eine primitive n–te Einheitswurzel und L = K(ζ).
Das Minimalpolynom F (X) von ζ teilt Xn − 1, also sind alle seine Nullstellen n–te Ein-
heitswurzeln. Wegen Theorem 12.2 ist L/K galoisch. σ ∈ G(L/K) ist durch σ(ζ) be-
stimmt. Es ist

σ(ζ) = ζj(σ)

mit j(σ) ∈ Z×n . Aus
στ(ζ) = σ(ζj(τ)) = ζj(σ)j(τ)

für σ, τ ∈ G(L/K) folgt
j(στ) = j(σ)j(τ) .

Also existiert ein injektiver Gruppenhomomorphismus

G ↪→ Z×n .

Die Galoisgruppe ist also insbesondere abelsch. Für K = Q ist der Gruppenhomomor-
phismus sogar surjektiv (Satz von Gauß, Satz 1.3.13 von Algebra 2). Alle Untergruppen
einer abelschen Gruppe sind normal. Also ist für jeden Zwischenkörper K ′ von L/K die
Erweiterung K/K ′ galoisch mit abelscher Galoisgruppe.
Das Theorem von Kronecker und Weber besagt, dass in Falle K = Q die Umkehrung gilt:
ist G(K ′/Q) abelsch, so ist K ′ Unterkörper eines Kreisteilungskörpers.

(iii) Sei Fq ein endlicher Körper, |Fq| = q. Dann ist q = ps mit p prim. Jede endliche Körperer-
weiterung vom Grad n ist von der Form Fqn/Fq.

σ : Fqn −→ Fqn
x 7→ xq

ist ein Automorphismus von Fqn der Ordnung n. Tatsächlich ist Fqn/Fq galoisch mit Ga-
loisgruppe

G(Fqn/Fq) = 〈σ〉 ∼= Zn .

Der ausgezeichnete Erzeuger σ heißt Frobenius–Automorphismus. (Für Beweise siehe Ka-
pitel 1.3.1 von Algebra 2.)

13 Hilbertsche Verzweigungstheorie

Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A). Sei L/K endlich galoisch und G = G(L/K) die Galois-
gruppe. Wir interessieren uns für die Wirkung von G auf den Primidealen von L.

Bemerkungen 13.1.

(i) Der Ring O ist invariant unter der Wirkung von G, denn mit a ∈ O ist auch σa ∈ O für
alle σ ∈ G. Also operiert G auf O.

(ii) Sei P/p ein Primideal von O, so ist auch σP für jedes σ ∈ G ein Primideal von O mit
σP/p. Denn es ist

O/P ∼= O/σP

und es gilt
σP ∩ A = σ(P ∩ A) = σp = p .

Die Primideale σP mit σ ∈ G heißen die zu P konjugierten Primideale.
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Satz 13.2.
G operiert transitiv auf der Menge aller über p liegenden Primideale von O, alle Primideale
über p sind also konjugiert.

Beweis.
Seien P und P′ zwei Primideale über p. Angenommen, es gälte P′ 6= σP für alle σ ∈ G. Nach
dem chinesischen Restsatz gibt es dann ein x ∈ O mit

x = 0 mod P′

x = 1 mod σP für alle σ ∈ G .

Es ist dann wegen x ∈ P′

NL/K(x) =
∏
σ∈G

σ(x) ∈ P′ ∩ A = p .

Andererseits ist x 6∈ σP für alle σ ∈ G, also σ(x) 6∈ P für alle σ ∈ G. Somit∏
σ∈G

σ(x) 6∈ P ∩ A = p ,

Widerspruch. 2

Definition 13.3
Sei P ein Primideal von O. Dann heißt die Untergruppe

GP = {σ ∈ G| σP = P}

die Zerlegungsgruppe von P über K. Der zugehörige Fixkörper

ZP = {x ∈ L| σ(x) = x für alle x ∈ GP}

heißt Zerlegungskörper von P über K.

Bemerkungen 13.4.

(i) Sei p Primideal von A und P/p Primideal von O. Durchläuft σ ein Repräsentantsystem
von G/GP, so durchläuft σP die verschiedenen Primideale über p genau einmal. Ihre
Anzahl ist also

r = [G : GP] .

Insbesondere gilt

GP = 1⇔ ZP = L⇔ p ist vollzerlegt.

GP = G⇔ ZP = K ⇔ p ist unzerlegt.

(ii) Für die Zerlegungsgruppen gilt
σGPσ

−1 = GσP

für alle σ ∈ G, denn

τ ∈ GσP ⇔ τσP = σP ⇔σ−1τσP = P

⇔ σ−1τσ ∈ GP⇔ τ ∈ σGPσ
−1 .
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Satz 13.5.
Sei L/K galoisch vom Grad n, p ein Primideal von A und

pO = Pe1
1 . . .Per

r .

Dann gilt e1 = e2 = . . . = er = e und f1 = f2 = . . . = fr = f . Also gilt n = e · f · r und

pO =
∏

σ∈G/GP

(σP)e .

Beweis.
Setze P = P1, also Pi = σP für geeignetes σ ∈ G. Der Isomorphismus

σi : O −→ O

induziert einen Isomorphismus

O/P ∼→ O/σiP
a mod P 7→ σia mod σiP

Daher ist
fi = [O/σiP : A/p] = [O/P : A/p]

für i = 1 . . . r. Wegen σi(pO) = pO folgt ferner

Pν | pO ⇔ σi(P
ν)| σ(pO)⇔ (σiP)ν | pO ,

also e1 = e2 = . . . = er. 2

Satz 13.6.
Sei PZ := P ∩ ZP das unter P liegende Primideal von ZP. Also

L P

ef | |
ZP PZ

r | |
K p

Dann gilt

(i) PZ ist unzerlegt in L, d.h. P ist das einzige Primideal über PZ in L.

(ii) P hat über ZP den Verzweigungsindex e und den Trägheitsgrad f .

(iii) Der Verzweigungsindex und Trägheitsgrad von PZ über K sind jeweils 1.

Beweis.

(i) Wegen G(L/ZP) = GP sind die über PZ liegenden Primideale σP mit σ ∈ G(L/ZP) alle
gleich P.
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(ii),(iii) Wegen |G| = n = ref und r = [G : GP] ist

|GP| = ef = [L : ZP] .

Setze

e′ = e(P/PZ) e′′ = e(PZ/p)

f ′ = f(P/PZ) f ′′ = f(PZ/p)

Es gilt
e = e′e′′ f = f ′f ′′ .

Die fundamentale Gleichung 11.4 für die galoische Erweiterung L/ZP besagt

ef = [L : ZP] = r′e′f ′ = e′f ′ .

Also
ef = e′e′′f ′f ′′ = e′f ′ ,

somit muss e′′ = f ′′ = 1 gelten, und es folgt e = e′ und f = f ′.

2

Sei σ ∈ GP; dann induziert σ wegen σO = O und σP = P einen Automorphismus

σ̄ : O/P ∼→ O/P
a mod P 7→ σa mod P .

der Restklassenkörper. Setze

κ(P) = O/P κ(p) = A/p .

Satz 13.7.
Die Erweiterung κ(P)/κ(p) ist normal, d.h. es gelten die Bedingungen aus Theorem 12.2, und
man hat einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

GP � G(κ(P)/κ(p))

σ 7→ σ̄ .

Beweis.

• Der Trägheitsgrad von PZ über K ist (siehe Satz 13.6)

f ′′ = f(PZ/p) = 1 ,

also hat ZP den gleichen Restklassenkörper wie K. Wir können daher

ZP = K G = GP

annehmen.

• Sei θ ∈ O ein Repräsentant eines Elementes θ̄ ∈ κ(P). Sei

f(X) = minκ(θ) ∈ A[X] , da O ganz

ḡ(X) = minκ(p)(θ̄) ∈ κ(p)[X] .

Da θ̄ = θ mod P Nullstelle von f̄ = f mod p ist, gilt ḡ|f̄ . Da L/K normal ist, zerfällt f
überO in Linearfaktoren. Daher zerfallen f̄ über κ(P) und somit auch ḡ in Linearfaktoren.
Also ist auch die Körpererweiterung κ(P)/κ(p) normal.
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• Sei nun κ(p) endlich oder von Charakteristik Null und θ̄ ein primitives Element von κ(P)
über κ(p). (Andernfalls betrachte man ein primitives Element für den größten separablen
Zwischenkörper.) Sei

σ̄ ∈ G(κ(P)/κ(p)) = G(κ(p)(θ)/κ(p)) .

Dann ist σ̄θ̄ Nullstelle von ḡ, also auch von f̄ . Also gibt es eine Nullstelle θ′ von f(X) mit

θ′ = σ̄(θ̄) mod P .

Da θ′ zu θ konjugiert ist, gibt es σ ∈ G mit

σθ = θ′ .

Also
σθ = σ̄(θ̄) mod P .

Also wird σ durch GP → G(κ(P)/κ(p)) auf σ̄ abgebildet, da Übereinstimmung auf dem
primitiven Element θ̄ vorliegt. Also ist die Abbildung surjektiv.

2

Definition 13.8

Der Kern IP , GP der Surjektion

GP � G(κ(P)/κ(p))

heißt Trägheitsgruppe von P über p. Der Fixkörper

TP = {x ∈ L| σx = x für alle σ ∈ IP}

heißt Trägheitskörper von P über K. Es gilt also

K ⊆ ZP ⊆ TP ⊆ L ,

die letzten beiden Erweiterungen sind galoisch und wir haben die exakte Sequenz von Gruppen

1→ IP → GP → G(κ(P)/κ(p))→ 1 .

Satz 13.9.
Die Erweiterung TP/ZP ist normal und es gilt

G(TP/ZP)
∼→ G(κ(P)/κ(p)) ,

G(L/TP) = IP

Ist die Restklassenkörpererweiterung κ(P)/κ(p) separabel, so ist

|IP| = [L : TP] = e

[GP : IP] = [TP : ZP] = f .

In diesem Fall gilt für das unter P in TP liegende Ideal PT = P ∩ OTP:

(i) e(P/PT ) = e f(P/PT ) = 1

(ii) e(PT/PZ)= 1 f(PT/PZ) = f
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Wir fassen die Situation zusammen:

Körper Ideale Grade(e, f)

L P

| | (e, 1)

TP PT

| | (1, f)

ZP PZ

| | (1, 1)

K p

und es gilt PT = PZOTP sowie PTOL = Pe. Insbesondere gilt

IP = 1⇔ L = TP ⇔ p unverzweigt in L .

Beweis.

• Die ersten Gleichungen sind Standard–Galoistheorie. Ist die Erweiterung κ(P)/κ(p) se-
parabel, so ist

f = [κ(P) : κ(p)] = |G(κ(P)/κ(p))|
= |G(TP/ZP)| = [TP : ZP] = [GP : IP] .

Aus |GP| = ef folgt die andere Gleichheit:

|IP| =
|GP|

[G : IP]
=
ef

f
= e .

• Es bleiben (i) und (ii) zu zeigen. Diese folgen aus

κ(PT ) = κ(P) .

Denn mit 13.6(iii) folgt dann

f = [κ(P) : κ(p)] = [κ(PT ) : κ(PZ)] = f(PT/PZ) .

Die fundamentale Gleichung zeigt e(PT : PZ) = 1, die Transitivität des Verzweigungsin-
dex liefert

e(P/PT ) = e ,

und die fundamentale Gleichung zeigt f(P/PT ) = f .

• Um κ(PT ) = κ(P) zu zeigen, bemerken wir, dass die Trägheitsgruppe von P über K die
Automorphismen σ von L sind, die P festlassen und

erstens auf K die Identität sind

zweitens auf O/P die Identität induzieren.

Diese lassen aber nach Definition von TP auch TP fest, sind also auch in der Trägheits-
gruppe von P über PT . Diese ist also eine Untergruppe von IP. Satz 13.7, angewandt auf
die Körpererweitung L/TP zeigt

G(κ(P)/κ(PT )) ⊆ IP/IP,

ist also trivial. Also gilt κ(P) = κ(PT ).

2
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14 Kreisteilungskörper

Wir wollen das Zerlegungsverhalten von Primzahlen in Kreisteilungskörpern studieren.

Satz 14.1.
Sei l eine Primzahl, ν ∈ N und ζ eine primitive lν–te Einheitswurzel. Sei O der Ring der ganzen
Zahlen von Q(ζ) und λ = 1− ζ.
Dann ist das Hauptideal (λ) ein O Primideal vom Trägheitsgrad f = 1. Es gilt

lO = (λ)d

mit d = ϕ(lν) := (l − 1)lν−1 = [Q(ζ) : Q]. Ferner hat die Basis 1, ζ, . . . , ζd−1 von Q(ζ)/Q die
Diskriminante

d(1, ζ, . . . , ζd−1) = ±ls

mit s = lν−1(νl − ν − 1).

Beweis.

• Das Minimalpolynom von ζ ist das sogenannte lν–te Kreisteilungspolynom (Satz 1.3.13
aus Algebra 2):

Φlν (X) =
X lν − 1

X lν−1 − 1
= X lν−1(l−1) + . . .+X lν−1

+ 1

Setzen wir X = 1, so erhalten wir ∏
g∈(Zlν )×

(1− ζg) = l (10)

Nun ist
1− ζg = εg(1− ζ)

mit

εg =
1− ζg

1− ζ
= 1 + ζ + . . .+ ζg−1 ∈ O ,

also ist εg ganz. Sei g′ ∈ Z mit gg′ = 1 mod lν , so ist

1− ζ
1− ζg

=
1− ζgg′

1− ζg
= 1 + ζg + . . .+ ζg(g

′−1) ∈ O .

Also ist εg Einheit. Die Gleichung (10) liefert

l = ε(1− ζ)ϕ(lν)

mit der Einheit ε :=
∏

g εg. Es folgt lO = (λ)ϕ(lν). Wegen ϕ(lν) = [Q(ζ) : Q] und

e((λ)/l) = ϕ(lν)

folgt mit der fundamentalen Gleichung, dass ϕ(lν) = efr, r = 1 und f((λ)/l) = 1 gilt.
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• Seien ζ = ζ1, ζ2, . . . , ζd die Konjugierten von ζ. Das Minimalpolynom ist

Φlν (X) =
d∏
i=1

(X − ζi) ,

seine Ableitung

Φ′lν (X) =
d∑
i=1

d∏
j=1

j 6=i

(X − ζj) ,

also

Φ′lν (ζi) =
d∏
j=1

j 6=i

(ζi − ζj) .

Es folgt für die Diskriminante

±d(1, ζ, . . . , ζd−1) =
∏
i 6=j

(ζi − ζj) = NQ(ζ)/Q(Φ′lν (ζ))

• Aus
(X lν−1 − 1)Φlν (X) = X lν − 1

folgt durch Differenzieren nach X

lν−1X lν−1−1Φlν (X) + (X lν−1 − 1)Φ′lν (X) = lνX lν−1

Einsetzen von ζ liefert mit ζ l
ν

= 1

(ζ l
ν−1 − 1)Φ′lν (ζ) = lνζ−1 .

Hierbei ist ξ := ζ l
ν−1 eine primitive l–te Einheitswurzel. Es gilt wegen (10) mit ν = 1

NQ(ξ)/Q(1− ξ) = ±l .

Die Schachtelungsformel 5.4 für die Norm zeigt

NQ(ζ)/Q(1− ξ) = NQ(ξ)/Q ◦NQ(ζ)/Q(ξ)(1− ξ) = NQ(ξ)/Q(1− ξ)lν−1

= ll
ν−1

.

Ferner ist NQ(ζ)/Q(ζ−1) = ±1, da ζ Einheit ist. Insgesamt folgt

d(1, ζ, . . . , ζd−1) = NQ(ζ)/Q(Φ′lν (ζ))

=
NQ(ζ)/Q(lν)NQ(ζ)/Q(ζ−1)

NQ(ζ)/Q(ξ − 1)

= ±lνϕ(lν)l−l
ν−1

= ±lν(l−1)lν−1−lν−1

= ±llν−1(νl−ν−1) = ±ls

2
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Satz 14.2.
Sei n ∈ N, ζ eine primitive n–te Einheitswurzel und O der Ring der ganzen Zahlen von Q(ζ).
Dann ist 1, ζ, . . . , ζd−1 mit d = ϕ(n) eine Ganzheitsbasis, also

O = Z + Zζ + . . .+ Zζd−1 = Z[ζ] .

Beweis.
Wir zeigen den Satz nur für den Fall, dass n = lν eine Primzahlpotenz ist. Der Fall allgemeiner
n folgt mit Hilfe von Satz 5.13. Wegen

d(1, ζ, . . . , ζd−1) = ±ls

und Lemma 5.9 ist
lsO ⊆ Z[ζ] ⊆ O . (11)

Sei wieder λ = 1− ζ. Aus Satz 14.1, genauer aus f(λO/l) = 1, folgt

O/λO ∼= Z/l

also O = Z + λO und erst recht
O = λO + Z[ζ] .

Multiplikation mit λ liefert
λO = λ2O + λZ[ζ]

also O = λ2O + Z[ζ], da λ = 1− ζ ∈ Z[ζ]. Es folgt induktiv

O = λtO + Z[ζ] .

für alle natürlichen t. Setze t := sϕ(lν). Wegen

lO = λϕ(lν)O

nach Satz 14.1 folgt

O = λtO + Z[ζ] = λϕ(lν)sO + Z[ζ]

= lsO + Z[ζ] = Z[ζ] .

2

Wir wollen jetzt das Zerlegungsgesetz von Primzahlen in Q(ζ) angeben:

Satz 14.3.
Sei n =

∏
p p

νp die Primzerlegung von n und sei fp die kleinste natürliche Zahl, so dass

pfp = 1 mod
n

pνp
.

Ein solches fp existiert, da m := n
pνp

und p teilerfremd sind, also p̄ ∈ (Z/m)×. Sei ζ primitive

n–te Einheitswurzel. Dann besitzt p in Q(ζ) die Zerlegung

pO = (p1 . . . pr)
ϕ(pνp ) ,

wobei p1, . . . , pr paarweise verschiedene Primideale vom gleichen Trägheitsgrad fp sind. Insbe-
sondere folgt:
Gilt (p, n) = 1, so ist νp = 0, ϕ(pνp) = ϕ(1) = 1, also ist p unverzweigt.
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Beweis.

• Wegen O = Z[ζ] ist der Führer von Z[ζ] gleich 1, also ganz O. Wir können also Satz 11.6
auf jede Primzahl anwenden. Es ist also zu zeigen

Φn(X) = (p1(X) . . . pr(X))ϕ(pνp ) mod p ,

wobei die pi ∈ Fp[X] verschiedene irreduzible Polynome von Grad fp sind.

• Sei nun n = pνpm mit (m, p) = 1.
Durchlaufen ζi die primitiven m–ten und ηj die primitiven pνp–ten Einheitswurzeln, so
durchlaufen ζiηj die primitiven n–ten Einheitswurzeln.
Also

Φn(X) =
∏
i,j

(X − ζiηj)

Wegen Xpνp − 1 = (X − 1)p
νp

mod p ist für jedes p|p erfüllt ηj = 1 mod p. Also sehen
wir modulo p

Φn(X) =
∏
i

(X − ζi)ϕ(pν
p

) = Φm(X)ϕ(pνp ) mod p .

Da die Polynome in Z[X] liegen, folgt

Φn(X) = Φm(X)ϕ(pνp ) mod p .

Es bleibt zu zeigen, dass Φm(X) mod p ein Produkt irreduzibler Polynome in Fp[X] von
Grad fp mit pfp = 1 mod m ist.

• Wir haben die Aussage also auf den Fall reduziert, wenn p kein Teiler von n ist, also
ϕ(pνp) = ϕ(1) = 1 gilt. Da char (O/p) = p für p Teiler von p nicht n teilt, haben Xn − 1
und nXn−1 keine gemeinsamen Nullstelle in O/p, also hat Xn−1 mod p keine mehrfache
Nullstelle. Die Abbildung

O � O/p

bildet also die Gruppe µn = 〈ζ〉 der n–ten Einheitswurzeln bijektiv auf die n–ten Ein-
heitswurzeln von O/p ab, ζ bleibt somit primitive n–te Einheitswurzel.

Der kleinste Erweiterungskörper von Fp, der ζ enthält, ist grade Fpfp , denn die Gruppe

F×
pfp

ist zyklisch von der Ordnung pfp − 1. Also ist Fpfp Zerfällungskörper von

Φn(X) := Φn(X) mod p .

Als Teiler von Xn − 1 mod p hat Φn(X) keine mehrfachen Nullstellen. Ist

Φn = p1(X) . . . pr(X)

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in Fp[X], so ist jedes p̄i Minimalpolynom einer
primitiven n–ten Einheitswurzel ζ̄ ∈ F×

pfp
, hat also Grad fp.

2

Korollar 14.4.
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(i) Eine Primzahl p ist in Q(ζ) genau dann verzweigt, wenn

n =

{
0 mod p für p 6= 2

0 mod 4 für p = 2 .

(ii) Eine Primzahl p 6= 2 ist in Q(ζ) voll zerlegt genau dann, wenn p = 1 mod n ist.

Beweis.

(i) p verzweigt ⇔ ϕ(pνp) 6= 1⇔ (p− 1)pνp−1 6= 1.
Also für p 6= 2 : p verzweigt ⇔ νp ≥ 1, d.h. p|n;

für p = 2 : p verzweigt ⇔ νp ≥ 2, d.h. 4|n .

(ii) p ist vollzerlegt ⇔ ϕ(pνp) = 1 und fp = 1 für den Trägheitsgrad, also p = 1 mod n
pν

. Da
p 6= 2 vorausgesetzt wurde, folgt νp = 0 und p = 1 mod n.

2

Bemerkungen 14.5.
Ganzheitsbasis und Zerlegungsgesetz von Q(ζ) sind also gut bekant. Nicht so Fundamentalein-
heiten von Z[ζ]× und die Klassengruppe ClQ(ζ).

Lemma 14.6.
Sei ζ eine primitive p–te Einheitswurzel, wobei p eine ungerade Primzahl ist. Für die Gaußsche
Summe

τ =
∑
a∈Z×p

(a
p

)
ζa

gilt

τ 2 =
(−1

p

)
p .

Beweis.

τ 2 =
∑
a,b

(a
p

)( b
p

)
ζa+b =

∑
a,b

(ab
p

)
ζa+b

Ersetze nun b durch ab:

τ 2 =
∑
a,b

(ba2

p

)
ζa+ab =

∑
a,b

( b
p

)
ζa(b+1)

Wir spalten die Summe auf, um die Identität

1 + ζ + . . .+ ζp−1 = 0

benutzen zu können:

τ 2 =
∑
a

(−1

p

)
ζ0 +

∑
b 6=−1

( b
p

)
ζa(b+1)

=
(−1

p

)
(p− 1) +

∑
b 6=−1

( b
p

)
(−1)

=
(−1

p

)
p−

∑
b

( b
p

)
=
(−1

p

)
p ,
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da das Legendre–Symbol gleich oft die Werte +1 und −1 annimmt. 2

Satz 14.7.
Seien l und p ungerade Primzahlen und ζ eine primitive l–te Einheitswurzel. Setze l∗ :=

(
−1
l

)
l.

Dann gilt: p ist in Q(
√
l∗) genau dann voll zerlegt, wenn p in Q(ζ) in eine gerade Zahl von

Primidealen zerfällt.

Beweis.

”⇒ ” Sei p vollzerlegt in Q(
√
l∗), d.h. pO = p1p2. Aus Lemma 14.6 folgt Q ⊆ Q(

√
l∗) ⊆ Q(ζ).

Es existiert σ ∈ G(Q(ζ))/Q mit σp1 = p2. Dieses σ liefert eine Bijektion der disjunkten
Mengen: Mi := {P ⊆ Z[ζ] Primideal mit P ∩ Q(

√
l∗) = pi} mit i = 1, 2. Die Menge

aller Primideale über p hat als disjunkte Vereinigung dieser gleichmächtigen Mengen eine
gerade Zahl von Elementen.

”⇐ ” Dann ist für jedes P über p der Index der Zerlegungsgruppe GP in G = G(Q(ζ)/Q)
gerade. Also ist

[G : GP] = [ZP : Q] gerade .

Da G zyklisch ist, folgt für den Zerlegungskörper

Q(
√
l∗) ⊆ ZP .

Der Trägheitsgrad von P ∩ ZP über (p) ist nach Satz 13.6(iii) gleich 1. Da(
O ∩Q(

√
l∗)
)
/
(
p ∩Q(

√
l∗)
)

ein Zwischenkörper zwischen Z/(p) und (O∩ZP)/(P∩ZP) ist, ist auch der Trägheitsgrad

f(P ∩Q(
√
l∗)/(p)) = 1 .

Ebenso folgt e(P ∩Q(
√
l∗)/(p)) = 1, so dass p in Q(

√
l∗) voll zerlegt ist.

2

Theorem 14.8 (Gaußsches Reziprozitätsgesetz). Für zwei ungerade Primzahlen l und p gilt:( l
p

)(p
l

)
= (−1)

l−1
2

p−1
2 .

Wir bemerken zwei “Ergänzungssätze”:(−1

p

)
= (−1)

p−1
2

(2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Beweis.

• Der erste Ergänzungssatz folgt sofort aus der Tatsache, dass F×p = (Zp)× zyklisch von der
Ordnung p− 1 ist.
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• Seinetwegen reicht es aus, zu zeigen, dass( l∗
p

)
=
(p
l

)
gilt. Denn wir rechnen mit l∗ = (−1)

l−1
2 l(p

l

)
=
( l∗
p

)
=
(−1

p

) l−1
2
( l
p

)
= (−1)

p−1
2

l−1
2

( l
p

)
.

• In Beispiel 11.10 sahen wir:(a
p

)
= 1⇔ p vollzerlegt in Q(

√
a) .

Mit Satz 14.7 folgt:
(
l∗

p

)
= 1 genau dann, wenn p in Q(ζl) eine gerade Zahl r von

Primidealen zerfällt. Hier ist e = 1, also r = l−1
f

nach Satz 14.3, mit f ∈ N minimal mit

pf = 1 mod l.
r ist also genau dann gerade, wenn f ein Teiler von l−1

2
ist. Das ist aber äquivalent zu

p
l−1
2 = 1 mod 1 .

Dann liegt aber p mod l in der Untergruppe F×2
l der Quadrate in der zyklischen Gruppe

F×l , da [F×l : F×2
l ] = 2. Also gilt genau dann

(
p
l

)
= 1.

2

15 Lokalisierung

Wir erinnern an Kapitel 4: sei A kommutativer Ring mit Eins und S ⊆ A eine multiplikative
Teilmenge. Der Ring

S−1A =
{a
s

∣∣∣a ∈ A, s ∈ S}
heißt Lokalisierung von A bei S. Wichtiges Beispiel ist das Komplement Sp = A \ p eines
Primideales. Der Ring Ap = S−1

p A heißt Lokalisierung von A bei p. In diesem Kapitel sei A
immer integer und 0 6∈ S.

Satz 15.1.
Die Zuordnungen q 7→ S−1q und Q 7→ Q ∩ A sind zu einander inverse Bijektionen zwischen
Primidealen q ⊆ A \ S von A und den Primidealen Q von S−1A.

Beweis.

• Ist q ⊆ A \ S ein Primideal von A, so ist

Q := S−1q =
{a
s

∣∣∣q ∈ q, s ∈ S
}

ein Primideal von S−1A. Es ist offensichtlich ein Ideal. Es ist auch ein Primideal: aus
a
s
· a′
s′
∈ Q, also aa′

ss′
= q

s′′
(mit evidenten Wertebereich für die Buchstaben) folgt

s′′aa′ = qss′ ∈ q .
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Da s′′ 6∈ q, folgt aa′ ∈ q, also a ∈ q oder a′ ∈ q, somit a
s
∈ Q oder a′

s′
∈ Q. Ferner gilt

q = Q ∩ A ,

denn aus q
s

= a ∈ Q ∩ A folgt q = as, also a ∈ q, da s 6∈ q.

• Sei umgekehrt Q ein beliebiges Primideal von S−1A. Dann ist q := Q ∩ A offensichtlich
ein Primideal von A. Es gilt q ⊆ A \ S, denn mit s ∈ q ∩ S wäre auch 1 = s1

s
∈ Q, da

1
s
∈ S−1A, also Q = S−1A. Ferner ist

Q = S−1q ,

denn mit a
s
∈ Q ist a = a

s
· s ∈ Q ∩ A = q, also

a

s
= a

1

s
∈ S−1q .

2

Beispiele 15.2.
Sei X eine Menge von Primidealen von A,

S = A \ ∪p∈Xp

ist multiplikativ.

AX = S−1A =
{f
g
| f, g ∈ A, g 6= 0 mod p für alle p ∈ X

}
Insbesondere liefert X = {p} den Ring Ap.

Korollar 15.3.
Sei p Primideal in A, so ist Ap ein lokaler Ring, d.h. Ap besitzt genau ein maximales Ideal,
mp = pAp. Man hat eine kanonische Einbettung

A/p ↪→ Ap/mp ,

durch die Ap/mp zum Quotientenkörper des integren Rings A/p wird. Ist insbesondere p sogar
ein maximales Ideal von A, so gilt

A/pn
∼→ A/mn

p

für alle natürlichen n.

Beweis.

• Nach Satz 15.1 mit S = A \ p entsprechen die in p enthaltenen Primideale von A bijektiv
den Primidealen von Ap. Also ist mp = S−1p = pAp das einzige maximale Ideal von Ap.

• Wegen p ⊆ mp ∩ A ist der Homomorphismus

f : A/pn → Ap/m
n
p

a mod p 7→ a mod mn
p

wohldefiniert.
Für n = 1 ist ker f = (mp ∩A) mod p = p mod p = 0, also ist f injektiv. Man sieht, dass
Ap/mp sogar der Quotientenkörper von A/p ist.
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• Wir schieben eine Hilfsüberlegung ein für den Fall, dass p maximal ist. Für jedes s ∈ A\p
gilt

pn + sA = A ,

was aber heißt, dass s̄ := s mod pn eine Einheit in A/pn ist.
Für n = 1 folgt dies aus der Maximalität von p. Für beliebiges n wenden wir vollständige
Induktion an:

p = pA = p(pn−1 + sA) ⊆ pn + sA ⊆ A .

Die erste Inklusion ist echt, da s 6∈ p. Da p maximal ist, folgt pn + sA = A.

• Injektivität von f : Sei a ∈ A mit a ∈ mn
p , also a = b

s
mit b ∈ pn und s ∈ S, s 6∈ p. Dann

folgt as = b ∈ pn, also ās̄ = 0 mod pn. Aus der Hilfsüberlegung folgt s̄ ∈ (A/pn)×, also
ā = 0 mod pn.

• Surjektivität von f : Sei a
s
∈ Ap mit a ∈ A und s 6∈ p. Wegen der Hilfsüberlegung gibt es

a′ ∈ A mit
a = a′s mod pn .

Also
a

s
= a′ mod pnAp .

Also liegt a
s

mod mn
p in Bild von f .

2

Wir erinnern daran, dass lokaler Ring A ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal m hat. Ein
Ring A ist tatsächlich genau dann lokal, wenn es ein Ideal m gibt, so dass A× = A \m gilt.

Nach den Körpern sind die folgenden Ringe die einfachsten lokalen Ringe.

Definition 15.4
Ein diskreter Bewertungsring ist ein Hauptidealring O mit einem einzigen maximalen Ideal
p 6= 0.

Betrachtung 15.5.
Das maximale Ideal p eines diskreten Bewertungsrings O ist von der Form p = (π) = πO mit
einen Primelement π ∈ O. Da jedes a ∈ O \ p Einheit in O ist, liegt jedes andere Primelement
von O auch in p. Also π′ = λπ. Hauptidealringe sind faktoriell, also ist λ Einheit. Also ist π
bis auf Assoziierte das einzige Primelement von O. Jedes a ∈ O\{0} lässt sich daher eindeutig
in der Form

a = επn ε ∈ O× n ≥ 0

schreiben. Sei 0 6= a ∈ K = Quot(O), so hat a die eindeutige Darstellung

a = επn

mit ε ∈ O× und n ∈ Z. Somit gibt es eine Abbildung

ν : K → Z ∪ {∞}

a 7→ ν(a) =

{
∞ für a = 0

n für a = επn.

ν heißt Bewertung von K. Offensichtlich gilt

ν(ab) = ν(a) + ν(b)

ν(a+ b) ≥ min{ν(a), ν(b)} a, b ∈ K
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Die diskreten Bewertungsmenge treten als Lokalisierung von Dedekindring auf.

Satz 15.6.
Sei O ein Dedekindring und S ⊆ O\{0} eine multiplikative Teilmenge. Denn ist es auch S−1O
ein Dedekindring.

Beweis.

• S−1O ist integer. Aus Satz 15.1 folgt, dass jedes Primideal von S−1O auch maximal ist,
da dies in O gilt.

• Sei A ein Ideal von S−1O und a := O ∩ A. Dann ist A = S−1a. Denn sei a
s
∈ A, a ∈ O

und s ∈ S, dann ist

a = s
a

s
∈ A ∩ O = a

Also
a

s
= a

1

s
∈ S−1a .

Die Inklusion S−1a ⊆ A ist klar. Mit a ist auch A endlich erzeugt und S−1O somit
noethersch.

• Es bleibt zu zeigen, dass S−1O ganzabgeschlossen ist. Sei x ∈ K = Quot(O) =
Quot(S−1O) mit

xn +
a1

s1

xn−1 + . . .+
an
sn

= 0

mit ai
si
∈ S−1O. Multipliziere mit

(s1 . . . sn)n =: sn ,

also ist sx ganz über O. Da O ganz abgeschlossen ist, folgt sx ∈ O, also x ∈ S−1O.

2

Satz 15.7.
Sei O ein integrer noetherscher Ring. Der Ring O ist genau dann ein Dedekindring, wenn für
alle Primideale p 6= 0 von O die Lokalisierung Op ein diskreter Bewertungsring ist.

Beweis.

”⇒ ” Sei O Dedekindring. Dann ist nach Satz 15.6 auch Op ein Dedekindring. Jedes Primideal
vonOp ist maximal und nach Satz 15.1 von der Form qS−1 mit q ⊆ p, also gleich mp = pOp.
Es gibt also nur ein Primideal in Op.
Sei π ∈ mp \ m2

p. Da Op Dedekindring ist und mp einziges Primideal ist, folgt (π) = mr
p,

also r = 1, da π 6∈ m2
p. Induktiv sieht man

(πn) = mn
p .

Da Op ein Dedekindring ist, gilt für jedes Ideal a von Op

a = mn
p = (πn) für ein n .

Also ist a Hauptideal und Op prinzipal. Lokal ist Op als Lokalisierung an p sowieso.
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”⇐ ” Wir zeigen zunächst: ist O integer und noethersch, so gilt

O = ∩pOp ,

wobei p alle von Null verschiedene Primideale von O durchläuft und der Durchschnitt in
K = Quot(O) gebildet wird. Da O integer ist, gilt O ⊆ Op , also O ⊆ ∩pOp. Sei a

b
∈ ∩pOp

mit a, b ∈ O. Dann ist
a := {x ∈ O| xa ∈ bO}

ein Ideal von O. Es ist in keinem Primideal von O enthalten. Denn sei p Primideal, dann
gilt a

b
∈ Op; also kann man schrieben a

b
= c

s
mit c ∈ O und s 6∈ p. Hieraus folgt

as = cb ,

daher s ∈ a \ p. Also liegt a in keinem maximalen Ideal von O. Wegen 2.16(iii) folgt
a = O. Also 1 ∈ a, also a ∈ bO, also a

b
∈ O.

Sind alle Op diskrete Bewertungsringe, so sind sie als Hauptidealringe faktoriell und nach
4.10(i) ganz abgeschlossen. Also ist auch O als ihr Durchschnitt ganz abgeschlossen.
Jedes Primideal p von O ist maximal, da aus p ⊆ m folgt pOm ⊆ mOm. Also ist O
Dedekindring.

2

Betrachtung 15.8.
Sei O ein Dedekindring, p 6= 0 ein Primideal. Dann ist Op ein diskreter Bewertungsring mit
zugehöriger Bewertung

vp : Quot(O) =: K −→ Z ∪ {∞} .

Ist x ∈ K× und
xO = (x) =

∏
p

pνp

die Primzerlegung des gebrochenen Hauptideals, dann ist

νp = vp(x) .

Denn für jedes feste Primideal q 6= (0) von O mit q 6= p gilt

pOq = Oq ,

da Elemente von p Einheiten in Oq ergeben, also

xOq =
(∏

pνp
)
Oq = qνqOq = mνq

q ,

also nach Definition von vq gilt vq(x) = νq. vp heißt Exponential–Bewertung von K bezüglich p.

Beispiele 15.9.
Sei O = Z, also K = Q und p = (p) = pZ für p prim. Dann ist die Lokalisierung nach p der
Ring

Z(p) = {a
b
| a, b ∈ Z, p - b} .

Sein einziges maximales Ideal ist

pZ(p) =
{a
b
| a, b ∈ Z, p - b, aber p|a

}
,
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seine Einheiten sind
Z×(p) =

{a
b
| a, b ∈ Z, p - b und p - a

}
.

Die zu Z(p) gehörige Bewertung

vp : Q→ Z ∪ {∞}

a

b
7→ vp

(a
b

)
=


0 für a

b
= 0

n−m für a = pnu

b = pmv

mit (u, p) = (v, p) = 1

heißt p–adische Bewertung von Q. vp(x − y) liefert eine Metrik auf Q. Die Vervollständigung
von Q bezüglich dieser Metrik heißt p–adische Zahlen.

Sei X eine Menge von Primidealen ungleich Null eines Dedekindrings O und

OX =
{f
g
| f, g ∈ O, g 6= 0 mod g für alle p ∈ X

}
Nach Satz 15.6 ist dies ein Dedekindring, den wir beschreiben wollen. Nach Satz 15.1 sind seine
Primideale pX := pOX mit p ∈ X. Für die Lokalisierung gilt

Op = (OX)pX .

Denn

Op =
{a
b
| a ∈ O, b 6∈ pX

}
=
{a

1
/
b

1
,
a

1
∈ OX , b 6∈ pX

}
⊆ (OX)pX

und

(OX)pX =
{a · d
b · c
| a ∈ O, b 6∈ X, c 6∈ p

}
⊆ Op .

Seien Cl(O) und Cl(OX) die Idealklassengruppen O bzw. von OX .

Satz 15.10.
Wir haben eine kanonische exakte Sequenz

1 ↪→ O× −→
ϕ1

O×X −→ϕ2

⊕
p6∈X

K×/O×p −→
ϕ3

Cl(O) −→
ϕ4

Cl(OX)→ 1 ,

und es ist K×/O×p ∼= Z. Insbesondere ist Cl(OX) als Quotient der endlichen Gruppe Cl(O)
endlich.

Beweis.

• ϕ1 ist die Inklusion und daher injektiv. ϕ2 wird iduziert durch

O×X ↪→
Inklusion

K× � K×/O×p

Sei a ∈ O×X im Kern von ϕ2. Dann ist a ∈ O×p für alle p 6∈ X. Aber für p ∈ X gilt
Op = (O×)pX , also ganz sicher auch a ∈ O×p . Also

a ∈ ∩pO×p = O×

nach dem Beweis von Satz 15.7. Also kerϕ2 ⊆ imϕ1. Die andere Inklusion ist klar.
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• ϕ3 wird induziert durch

ϕ3 :
⊕
p6∈X

K×/O×p → {a ∈ JK | a prim zu allen p ∈ X}

(αp mod O×p )p 7→
∏
p6∈X

pvp(αp) ,

wobei vp : K× → Z die zu Op gehörige Exponentialbewertung von K× ist. Sei (αp mod
O×p )p ein Element im Kern von ϕ3, also∏

p6∈X

pvp(αp) = (α) =
∏
p

pvp(α) ,

wobei wir das gebrochene Hauptideal (α) mit α ∈ K× in Primideale zerlegt haben. Wegen
der eindeutigen Primzerlegung folgt

vp(α) = 0 für alle p ∈ X
vp(α) = vp(αp) ∀p 6∈ X .

Damit ist
α ∈ ∩p∈XO×p = O×X ,

da
O×X = ∩pX (OX)×pX = ∩p∈XO×p ,

sowie
α = αp mod O×p .

Daher ist
ϕ2(α) = (α mod O×p )p6∈X = (αp mod O×p )p6∈X .

Also kerϕ3 ⊆ imϕ2.
Für die umgekehrte Inklusion zeigen wir: sei α ∈ O×X ,

ϕ3ϕ2(α) = ϕ3(α mod O×p ) = [
∏
p6∈X

pvp(α)]

= [
∏
p

pvp(α)] da α ∈ O×X

= [(α)] = 0 .

• Schließlich ist

ϕ4 : Cl(O)→ Cl(O×)

[a] 7→ [aOX ] .

Insbesondere für p ∈ X gilt
[p] 7→ [pOX ] ,

wobei pOX Primideal in OX ist. Da Cl(OX) durch die Klassen der Primideale erzeugt
wird und alle Primideale von OX von der Form pOX mit p ∈ X sind nach Satz 15.1, ist
ϕ4 surjektiv. Wegen pOX = OX für alle p 6∈ X gilt

kerϕ4 =
{

[
∏
p6∈X

pνp ]
}

= imϕ3 .
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• Schließlich gilt:

1→ O×p → K× →
vp

Z→ 1

a 7→ vp(a)

ist exakt, also
K×/O×p ∼= Z

2

Sei OK der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkörpers K, S eine endliche Menge von Prim-
idealen in OK .

Definition 15.11
Setze OSK := OK(S). KS := (OSK)× heißt S–Einheitengruppe von K, ClSK := Cl(OSK) heißt
S–Idealklassengruppe von K.

Korollar 15.12.

(i) ClSK ist als Quotient von Cl(OK) modulo aller Klassen von Primidealen p ∈ S endlich.

(ii) KS ∼= µ(K)× Z|S|+r+s−1

Beweis.

(ii) Für die Torsionsuntergruppe gilt

Tor (KS) = µ(K) = Tor (O×K) .

Ferner haben wir die exakte Sequenz abelscher Gruppen

1→ O×K ∼= µ(K)× Zr+s−1 → K →
⊕
p∈S

K×/O×p → ClK → ClSK → 0

Der Rang der letzten beiden Gruppen ist wegen (i) Null. Also

rank KS = rank O×K + rank
⊕
p∈S

K×/O×K = r + s− 1 + |S|.

2

16 Eindimensionale Schemata

Betrachtung 16.1.
Zur Motivation der kommenden Begriffbildungen dient die folgende Betrachtung. Sei f(x) ∈
C[X]. Man kann f als Funktion auf der komplexen Zahlenebene C sehen. Wir wollen die kom-
plexe Zahlenebene algebraisch aus dem Ring C[X] gewinnen. Für a ∈ C ist{

g(X) ∈ C[X]| g(a) = 0
}
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ein maximales Ideal pa = (x− a) in C[X]. Denn pa ist Kern des Einsetzungshomomorphismus

C[X] → C
X 7→ a

und daher ist C[X]/pa ∼= C ein Körper. Mittels a 7→ pa = (x − a) identifizieren wir C mit
der Menge Max (C[X]) der maximalen Ideale von C[X]. Wir sehen f ∈ C[X] als Funktion auf
diesem Raum:

f(p) := f(X) mod p ∈ κ(p) := C[X]/p .

f nimmt seinen Wert ein Punkt p also im Restklassenkörper κ(p) an.
Die übliche Topologie von C lässt sich algebraisch allerdings nicht beschreiben, sondern nur

durch Gleichungen f(X) definierte Punktmengen; also hier nur die endlichen Mengen und der
ganze Raum. Wir erklären als abgeschlossen für jedes gegebene f ∈ C[X]

V (f) =
{
p ∈ Max C[X]| f(p) = 0

}
=
{
p ∈ Max C[X]| p ⊇ (f)

}
⊆ Max C[X] .

Allgemeiner betrachten wir:

Definition 16.2
Sei O ein beliebiger (kommutativer) Ring (mit Eins). Die Menge

X := Spec (O) =
{
p ⊆ O, p Primideal

}
heißt Spektrum von O. X wird mit der Zariski–Topologie versehen: für jedes Ideal a ⊆ O setzen
wir

V (a) :=
{
p ∈ SpecO| p ⊇ a

}
.

Diese Mengen sind per definitionem abgeschlossen. Wegen des folgenden Lemmas bilden sie
eine Topologie.

Lemma 16.3.
Es gilt

(i) V (O) = ∅ V (0) = X

(ii) V (a) ∪ V (b) = V (ab) für Ideale a, b in O.

(iii) ∩iV (ai) = V (
∑

i ai) für jede Familie von Idealen in O.

Beweis.

(i) und (ii) sind klar.

(iii) Aus p ⊇ a oder p ⊇ b folgt p ⊇ ab, also

V (a) ∪ V (b) ⊆ V (ab) .

Gilt p ⊇ ab und p 6⊇ b, gibt es b ∈ b \ p. Für alle a ∈ a liegt ab ∈ p. Da p ein Primideal
ist, folgt a ∈ p für alle a ∈ a, somit a ⊆ p, also p ∈ V (a).
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(iv)
∑

ai ⊆ p⇔ ai ⊆ p für alle i, da
∑

ai das kleinste Ideal ist, das alle ai umfasst.

2

Bemerkungen 16.4.

(i) X mit der Zariski–Topologie ist im allgemeinen nicht hausdorffsch.

(ii) Die abgeschlossenen Punkte von X entsprechen genau den maximalen Idealen von O.
Denn ist p maximal, so ist V (p) = {p}, also p abgeschlossen. Ist umgekehrt p ∈ X
abgeschlossen, so gilt {p} = V (a) für ein Ideal a, also p ⊇ a und q ⊇ a, q prim impliziert
q = p. Also ist p sogar ein maximales Ideal.

(iii) Die Elemente f ∈ O spielen die Rolle von Funktionen auf dem topologischen Raum X.
Der ”Wert”von f im Punkt p wird durch

f(p) = f mod p

definiert und ist ein Element von

O/p ⊆ Quot(O/p) =: κ(p)

Diese Werte liegen im allgemeinen in verschiedenen Körpern.

(iv) Die Zulassung nicht–maximaler Ideale als nicht–abgeschlossene Punkte ist sehr wichtig.
Als Beispiel betrachten wir den Polynomring C[X]. Das Primideal p = (0) ∈ Spec C[X] ist
nicht abgeschlossen. Sein Restklassenkörper κ(p) = C(X) = QuotC[X] ist der rationale
Funktionenkörper. Der Wert von f ∈ C[X] in p ist f(X) selbst, aufgefasst als Element
das rationalen Funktionenkörpers C(X), d.h. an der Unbestimmten X. Es gilt

{(0)} =
⋂

V (a)⊇V (0)

V (a) =
⋂

a⊆(0)

V (a) = V ((0)) = Spec C[X] .

Daher heißt p = (0) auch generischer Punkt von Spec C[X]. Er liegt überall und nirgends.

Beispiele 16.5.
X = Spec Z: Man hat für jede Primzahl einen abgeschlossenen Punkt und den generischen
Punkt (0) mit Abschluss X. Die nicht–leeren offenen Mengen sind X \ {p1, . . . , pn} mit endlich
vielen Primzahlen. Die ganzen Zahlen a ∈ Z werden als Funktion auf X aufgefasst:

a(p) = a mod p ∈ Z/pZ .

Die Wertekörper sind also Z2,Z3, . . . , an den Primzahlen und Q am generischen Punkt; jeder
Primkörper tritt genau einmal auf.

Betrachtung 16.6.
Zur geometrischen Interpretation der Ringelemente von O als Funktionen auf X = SpecO
reicht die topologische Struktur von X nicht aus. Wir brauchen die Strukturgarbe auf X.
Sei O ein Dedekindring, U ⊆ X := SpecO nicht–leer und offen. Dann ist der Ring der regulären
Funktionen auf U gegeben durch

O(U) =
{f
g

∣∣∣ f, g ∈ O, g(p) = g mod p 6= 0 für alle p ∈ U
}

= S−1O

mit
S = O \

⋃
p∈U

p .
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Definition 16.7
Sei O ein Ring, X = SpecO, U ⊆ X offen und nicht leer.

(i) Wir sagen, eine Abbildung

s : U −→
∏
p∈U

Op

mit s(p) ∈ Op für alle p ∈ U sei lokal Quotient zweier Funktionen aus O, wenn es für
jedes p ∈ U eine Umgebung V ⊆ U mit p ∈ V gibt, und Elemente f, g ∈ O, so dass für
alle q ∈ V gilt

g(q) 6= 0 und s(q) =
f

g
∈ Oq .

(ii) Wir betrachten in der Folge die Zuordnung U 7→ O(U), wobeiO(U) die lokalen Quotienten
auf U sind. Ist O ein Dedekindring – allgemeiner ein integrer Ring, in dem jedes Primideal
ungleich (0) maximal ist–so stimmt dies mit der Definition in Betrachtung 16.6 überein.

(iii) Für V ⊆ U offen in X und nicht leer induziert die kanonische Abbildung∏
p∈U

Op −→
∏
p∈V

Op

einen Homomorphismus von Ringen

ρUV : O(U) −→ O(V ) ,

die Restriktion von U nach V . Das System {O(U), ρUV } ist eine Garbe auf X, die
Strukturgarbe OX .

Definition 16.8

(i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse Obj(C) von Objekten von C und einer Menge
Mor(A,B) von Morphismen zwischen Objekten A,B der Kategorie. Zu A,B,C ∈ Obj(C)
gibt es eine Komposition

Mor(B,C)×Mor(A,B)→Mor(A,C)

(g, f) 7→ g ◦ f

Es gilt

1) Mor(A,B) ∩Mor(A′, B′) = ∅ außer wenn A = A′ und B = B′ gilt.

2) Für alle Objekte A ∈ Obj(C) gibt es idA ∈Mor(A,A) mit

idB ◦ f = f = f ◦ idA füe alle f ∈Mor(A,B)

3) Die Komposition ist assoziativ.

(ii) Seien C und C ′ Kategorien. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F : C → C ′
ordnet jedem Objekt A ∈ Obj(C) ein Objekt F (A) ∈ Obj(C ′) zu und jedem Mor-
phismus f ∈ Mor(A,B) einen Morphismus F (f) ∈ Mor(F (A), F (B)) (bzw. F (f) ∈
Mor(F (B), F (A)), so dass gilt

1) F (idA) = idF (A) für alle A ∈ Obj(C)
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2) F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) (bzw. F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)).

Definition 16.9

(i) Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X eine Kategorie zugeordnet, die wir ebenfalls
mit X bezeichnen:

Obj(X) = {U ⊆ X,U offen}

Mor(U, V ) =

{
Inklusion, falls U ⊆ V

∅ sonst.

(ii) Eine Prägarbe auf X von (abelschen) Gruppen, Ringen . . . ist ein kontravarianter Funktor
F der Kategorie X in die Kategorie Ab der abelschen Gruppen, G der Gruppen, R der
Ringe . . .

F : X −→ Ab

U 7→ F (U)

Sei U ⊆ V offen in X, so setzen wir

F (Inklusion U → V ) =: ρUV : F (V ) −→ F (U) .

Aus den Axiomen 16 (ii) für einen Funktor folgt sofort:

ρUU = idF (U) ρUW = ρVW ◦ ρUV für W ⊆ V ⊆ U offen in X .

(iii) Die Elemente s ∈ F (U) heißen Schnitte von F über U . Ist V ⊆ U , so schreibt man
ρUV (s) = s|V .

(iv) Eine Prägarbe F auf dem topologischen Raum X heißt Garbe, wenn für jede offene Über-
deckung {Ui}i∈I einer offenen Menge U gilt

0→ F (U)→
∏
i∈I

F (Ui)⇒
∏
i,j

F (Ui ∩ Uj)

ist exakt. Das heißt:

(a) Sind s, s′ ∈ F (U) zwei Schnitte mit s|Ui = s′|Ui für alle i ∈ I, so ist s = s′.

(b) Sei si ∈ F (Ui) eine Familie von Schnitten mit

si|Ui∩Uj = sj|Ui∩Uj

für alle i, j ∈ I, so existiert ein s ∈ F (U) mit si|Ui = si.

(v) Sei {Mi}i∈I eine Familie von abelschen Gruppen, wobei I eine filtrierende Indexmenge ist,
was heißt, dass I halbgeordnet ist durch i ⊆ j und es zu i, j ∈ I gibt ein k ∈ I gibt mit
i ≤ k und j ≤ k. Ferner seien für i ≤ j Homomorphismen

ϕij : Mi →Mj

gegeben mit
ϕik = ϕjk ◦ ϕij
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für alle i ≤ j ≤ k.

Dann heißt

lim
−→

Mi =
⋃̇
i∈I

Mi/ ∼ ,

mit x ∈Mi und y ∈Mj äquivalent, falls es k ≥ i, j und und xk ∈Mk gibt mit ϕik(Xk) =
Xi, ϕjk(Xk) = Xj, direkter Limes des direkten Systems {Mj, ϕij}.

(vi) Der Halm einer Garbe F in x ∈ X ist der direkter Limes

Fx = lim
−→

x∈U⊆X offen

ρUV

F (U) .

Ein Element aus Fx heißt Keim von F in x. Es wird präsentiert durch sU ∈ F (U) mit
Identifikationen: sU ∈ F (U) ∼ sV ∈ F (V ), wenn es W ⊆ U ∩ V gibt mit

(sU)|W = (sV )|W .

Satz 16.10.
Sei O ein Ring und X = SpecO versehen mit der Zariski-Topologie. Der Funktor

U 7→ O(U)

ist eine Ringgarbe auf X und wird mit OX bezeichnet. Sie heißt Strukturgarbe von X. Der Halm
von OX im Punkt p ∈ X ist

OX,p = Op .

Beweis.
Folgt unmittelbar aus den Definitionen. 2

Definition 16.11
Das Paar (Ox, X) heißt affines Schema. Sei

ϕ : O → O′

ein Ringhomomorphismus und X = SpecO, X ′ = SpecO′. Dann induziert ϕ eine stetige
Abbildung

f : X ′ −→ X

p′ 7→ f(p′) := ϕ−1(p′)

und für jede offene Teilmenge U von X einen Ringhomomorphismus

f ∗U : OX(U) −→ OX′(f−1(U))

s 7→ s ◦ f |f−1(U)

Es gilt für V ⊆ U offen in X und U ′ := f−1(U)

OX(U)
f∗U−−−→ OX′(U ′)yρ◦V yρU′,V

OX(V )
f∗V−−−→ OX′(V ′)
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Somit induziert ϕ einen Garbenmorphismus

f ∗ : OX −→ f∗OX′

(f, f ∗) heißt Morphismus des affinen Schemas X ′ nach X. Sie entsprechen Morphismen der zu
Grunde liegenden Ringe.

Beispiele 16.12.
Sei O ein noetherscher integrer Ring, in dem jedes Primideal ungleich (0) maximal ist.

(a) Körper.
Ist K ein Körper, so besteht SpecK aus einem einzigen Punkt (0), auf dem der Körper
als Strukturgarbe sitzt. Ist K̄ der algebraische Abschluss, dann induziert K ↪→ K̄ einen
Schemamorphismus

Spec (K̄)→ Spec (K) .

Jedem Schema kann man eine Fundamentalgruppe zuordnen. Hier zeigt sich π1(Spec K̄) =
1 und π1(SpecK) = Gal(K̄/K).

(b) Bewertungsringe
Sei O ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p. X = SpecO besteht aus zwei
Punkten:

• dem abgeschlossenen Punkt x = p mit Restklassenkörper κ(p) = O/p
• dem generischen Punkt η = (0) mit Restklassenkörper

κ(η) = K = Quot(O)

Geometrische Vorstellung: X ist ein Punkt mit infinitesimaler Umgebung, die von gene-
rischen Punkt durchlaufen wird. Dazu die folgende Überlegung: Sei O ein Dedekindring

und Op =
{
f
g
|f, g ∈ O, g(p) 6= 0

}
die Lokalisierung in p. Es gibt keine Umgebung von p

in SpecO, auf der alle Funktionen f
g
∈ Op definiert sind. Denn zu jedem Punkt q 6= p,

q 6= (0) gibt es nach dem chinesischen Restsatz ein g ∈ O mit

g = 0 mod q und g = 1 mod p ,

so dass 1
g
∈ Op als Funktion nicht in q definiert ist. Jedes Element ist aber in einer hinrei-

chend kleinen Umgebung definiert, so dass alle f
g
∈ Op auf einen “Umgebungskeim” von p

als Funktion leben. SpecOp darf man sich als solchen Umgebungskeim vorstellen.

(c) Dedekindringe.
Sei X = SpecO mit O einem Dedekindring. Man stellt sich X als glatte Kurve vor. Die
Inklusion O ↪→ Op in eine Lokalisierung induziert für jeden Punkt p ∈ X einen Morphismus

ϕp : Xp = SpecOp −→ X

Xp ist infinitesimale Umgebung von p in X.

generischer Punkt

X = SpecO
p

ϕp
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(d) Singularitäten.
Sei O noethersch, jedes von (0) verschiedene Primideal maximal, aber O nicht unbedingt
ganz abgeschlossen. Beispiel:

• O = Z[
√
d] mit d = 1 mod 4

• O = C[X, Y ]/(Y 2 −X3)

X = SpecO ist eine Kurve, die in denjenigen Punkten Singularitäten besitzt, für die Op

kein diskreter Bewertungsring ist: das maximale Ideal pOp wird nämlich nicht mehr durch
ein einziges Element erzeugt wird.

generischer Punkt

X = SpecO

Beispiel: O = C[X, Y ]/(Y 2 −X3). Wegen der kanonischen Surjektion

C[X, Y ]� O

sind die Primideale von O in Bijektion zu den Primidealen von C[X, Y ], die (Y 2 − X3)
enthalten. Für abgeschlossene Punkte gilt also

(X − a, Y − b) ⊇ (Y 2 −X3) ,

es muss also f, g ∈ C[X, Y ] geben mit

Y 2 −X3 = f(X − a) + g(Y − b) .

Setze Y = b und X = a. Die abgeschlossene Punkte von SpecO sind durch die Primideale

p = (X − a, Y − b) mod (Y 2 −X3)

mit (a, b) ∈ C2, b2 − a3 = 0 gegeben. Der einzige singuläre Punkt ist der Nullpunkt, der
dem maximalen Ideal p0 = (X̄, Ȳ ) mit X̄ = X mod (Y 2 −X3) und Ȳ = Y mod (Y 2 −X3)
entspricht. p0Op0 wird von X̄ und Ȳ erzeugt, kann aber nicht durch ein einziges Element
erzeugt werden.
Der Übergang zum ganzen Abschluss Õ von O führt nach dem Satz von Krull–Akizuki zu
einem Dedekindring Õ. Die Inklusion O ↪→ Õ induziert einen Morphismus

Spec Õ → SpecO ,

der geometrisch die Singularität auflöst.

(e) Erweiterungen.
Sei OK ein Dedekindring, K = Quot(OK), L/K eine endliche separable Erweiterung und
OL der ganze Abschluss von OK in L. Sei XK = SpecOK und XL = SpecOL, und sei der
Schemahomomorphismus

f : XL → XK

90



induziert durch die Inklusion OK ↪→ OL. Sei p ein maximales Ideal in OK und

pOL = Pe1
1 . . .Per

r .

Dann sind P1 . . .Pr die Punkte von XL, die unter f auf p abgebildet werden:

XL

XK

Verzweigungspunkte.

Dieses Bild ist nur korrekt, wenn die Restklassenkörper von OK algebraisch abgeschlossen
sind, z.B. für OK = C[X]. Dann liegen wegen

∑
eifi = n = [L : K] über jedem nicht

verzweigten Punkt von XK genau n Punkte von XL. Ist L/K galoisch mit Galoisgruppe
G, so induziert jedes σ ∈ G durch σ : OL → OL einen Automorphismus des Schemas
σ : XL → XL. Da OK punktweise fest bleibt, ist das Diagramm

XLXL

σ

f f

XK

kommutativ. Alle σ ∈ G sind also Decktransformationen der Überlagerung XL/XK. Für
die Gruppe AutXK (XL) der Decktransformationen gilt

G(L/K) ∼= AutXK (XL) .

Dies ist der Anfang einer tiefen Beziehung zwischen Galoisgruppen und Fundamentalgrup-
pen.
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