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1 Einleitung
Es gilt
2=1+1 5=144 13=4+4+9 17=1+16
29=4+25 37=1+36
Dies sind die ersten Primzahlen, die Summe zweier Quadrate sind. Fiir 3,7, 11 gilt das nicht.

Lemma 1.1.
Fine Quadratzahl lisst modulo 4 den Rest eins oder null.

Beweis.
n ist entweder gerade oder ungerade. Gilt n = 2n’, soist n? = 4(n/)? = 0 mod 4 gilt n = 2n’+1,
so gilt n? =4(n/)> +4n’+1 =1 mod 4. 0

Unter den ungeraden Primzahlen p lassen sich also bestenfalls diejenigen als Summe von Qua-
draten schreiben, fiir die
p=1 mod4

gilt. Wir wollen folgenden Satz verstehen:

Satz 1.2.
Fiir Primzahlen p # 2 gilt:

p=a’+b mita,beZ<p=1 mod 4.
Wir formulieren das Problem um, indem wir den Ring Z der ganzen Zahlen verlassen.

Definition 1.3

i) FEin Ring ist eine Menge mit zwei assoziativen Verkniipfungen (R, +,-) derart, dass

e (R,+) ist abelsche Gruppe, (R, -) ist eine assoziative Verkniipfung.

e Fs gelten zwei Distributivgesetze

a(b+c) =ab+ ac
(a+b)c = ac+ bc

Man beachte, dass wir nicht gefordert haben, dass die Multiplikation kommutativ ist. Ist
dies der Fall, so heifit der Ring kommutativ. Wir werden nur mit kommutativen Ringen
zu tun haben.

ii) Ein Ring mit Fins oder unitaler Ring ist ein Ring mit einem Element 1 € R, so dass
l-a=a-1=a fiir alle a € R.
FEin wichtiges Beispiel fiir einen unitalen Ring ist der Ring der Polynome K|X| mit Koef-
fizienten in einem Koérper K. Tatsédchlich kénnen wir auch den Ring R[X]| der Polynome
mit Koeffizienten in einem Ring R betrachten. Auch die ganzen Zahlen bilden einen Ring.

iii) Fin Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist eine Abbildung, fiir die gilt

p(a+0b) = p(a) + ¢(b)
p(ab) = p(a)p(b).

Ftiir einen unitalen Ringhomomorphismus fordert man zusétzlich
p(1) = 1.
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iv) Ein kommutativer Ring R heifit nullteilerfrei oder integer, wenn fiir alle a,b € R aus ab =0
folgt, dass a = 0 oder b = 0.

Beispiele 1.4.
i) Die ganzen Zahlen und die Polynomringe R[X] und C[X] sind integre Ringe.

it) Der Ring Z¢ = Z/6Z ist nicht integer, da

iii) Der Ring der Gaufschen Zahlen

Z[i] = {a + bila, b € Z}
i=+—1 st integer.

Im Ring der Gauflschen Zahlen 1488t sich die Gleichung
p=a’+y

als Produktzerlegung
p=(z+iy)(z - iy)
umschreiben.
Die Frage ist also, ob man die Primzahl p in grofleren Ring Z[i] zerlegen kann. Dafiir brauchen
wir das Analogon von Primzahlen in integren Ringen. Schon in Z ist ein Primzahlzerlegung

eigentlich nicht eindeutig:
15=3-5=(=3)(-5).

Definition 1.5

FEine Einheit in einem Ring R ist ein Element a € R, das ein multiplikatives Inverses besitzt: es
gibt einb € R, so dass ab =1 € R gilt. Die Menge R* aller Einheiten bildet eine multiplikative
Gruppe, die Einheitengruppe.

Beispiele 1.6.

i) Fir R=17 ist R* = {£1}

i) Fir R=Q ist R* = Q\ {0}. Analoges gilt fir alle Korper.
iii) Fir R[X] mit R integer gilt R X]|* = R*

i) Fiir Z[i] sind die Elemente {+1, +i} Einheiten.

Definition 1.7

i) Ein Element eines Rings R heifit irreduzibel oder unzerlegbar, wenn m ¢ R* und aus m = ab
folgt, dass a € R* oder b € R*.

ii) Ein Element m € R heifit Primelement, falls 7 # 0 und aus 7 teilt ab (d.h. 3¢ € R und
e = ab) folgt, dass 7|a oder I1|b fiir alle a,b € R.
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Lemma 1.8.
Sei R integer. Dann ist jedes Primelement von R auch irreduzibel. Beweis kommt als Ubung.

Definition 1.9
i) Ein Element a € R besitzt eine Zerlegung in irreduzible Elemente, wenn a eine Darstellung
aQ = EMTy...Ty

mit ¢ € R* und m; € R irreduzibel hat. r = 0 ist dabei zugelassen.

ii) Ein integer Ring heifit faktoriell oder ZPE Ring, falls jedes Element a € R, a # 0 eine
eindeutige Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Ausfiihrlicher heifit dies: gilt

!/

!__1
Q=€ ... M =EM ...T,,

so folgt r = r' und nach Umnummerierung
/
T, = &,

mit g € R*.

Satz 1.10.
Sei R ein integrer Ring. R ist genau dann faktoriell, wenn jedes a € R\ {0} eine Zerlegung in
wrreduzible Faktoren besitzt und jedes itrreduzible Element Primelement ist.

Beweis.
Siehe Satz 3.2.7 von Algebra 1. O
Im Beweis, dass der Ring Z[i] der GauBschen Zahlen faktoriell ist, verwenden wir:

Definition 1.11
Ein Integritédtsring heifit euklidischer Ring, wenn es eine “Division mit Rest” gibt. Das heifit,
dass es eine euklidische Normfunktion

N:R—Ny=Nu{0}

gibt, mit N(0) = 0, und zu je zwei Elementen a,b € R mit a # 0 gibt es Elemente q,r € R, so
dass

b=qa+r
mit N(r) < N(a). Man kann zeigen:
Satz 1.12.
Fuklidische Ringe sind faktoriell.
Bemerkungen 1.13.
i) Z ist euklidisch mit Normfunktion
N(a) = [a|

it) Der Polynomring K[X] tber einem Kérper K ist euklidisch. Der Wert der Normfunktion
eines Polynoms ist sein Grad plus Eins.



Satz 1.14.
Der Ring Zli] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell.

Bewelis.
Als Normfunktion verwenden wir

NiZ—)NQ

a s |af?
Fiir o, 5 € Z[i] mit § # 0 suchen wir Gaufische Zahlen ~, g mit
a=v8+p mit |p* <[5

Dazu reicht es aus, ein v € Z[i] zu finden mit
o
— =<1 ,
E.

denn setze £ = § — . Aber Z[i] bildet ein Gitter in der komplexen Zahlenebene.

B
Die Zahl £ liegt von néchsten Gitterpunkt v nicht weiter weg als ‘/75 < 1. O

Fiir den Beweis von Satz 1.2 brauchen wir noch

Lemma 1.15. Satz von Wilson
Sei p prim. Dann gilt

—1=(p—1) modp

Beweis.

kommt als Ubung. O
Beweis.

von Satz 1.2. Sei p prim und von der Form p = 1 + 4n.

e Setze z = 2n! und finde mit Lemma 1.15

= (-l =[1-2... 2~ )p—2)...(p— 20)]
[(2n)][(-=1)**(2n)!] = 2> mod p

Also teilt p die Zahl 22 + 1 = (z +i)(z — i). Aber p teilt weder x + i noch z — i, da

Ty laan
p P

Also ist p nicht prim. Da der Ring Z[i] faktoriell ist, ist p auch nicht irreduzibel.

e Im faktoriellen Ring Z[i] hat aber p eine Zerlegung in irreduzible Elemente. Daher gibt es
a, f € Z[i] mit p = af, wobei weder a noch  Einheiten sind.

e In einer Ubung werden Sie zeigen, dass fiir o € Z[i] gilt: die Norm ist genau dann Eins,
N(a) =1, wenn « Einheit ist (siche auch Bemerkung 5.8 (iv) unten). Wegen

p* = N(p) = N(a)N(B)

heifit dies, dass
N(a) =p

gelten muss. Schreibt man a = a + ib mit a, b € Z folgt
a® + b* = p,

also die gewiinschte Zerlegerung.



|
Wir sehen, dass zahlentheoretische Fragen auf Ringe wie Z[i] fithren. Zentrale Fragen fiir solche
Ringe sind die nach der Einheitengruppe und den Primelementen (bis auf Assoziierte, das heift,
dass Primelemente, die sich um eine Einheit unterscheiden, identifiziert werden.) Fiir unseren
Fall ist die Einheitengruppe Z[i]* = {£1, £i} = Z,.

Definition 1.16
Zwei Elemente a, b eines Ring R heifien assoziiert, wenn sie sich um ein Element der Einheiten-
gruppe unterscheiden,

a =¢eb mite € R*.

Dies ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Lemma 1.17.
i) Mit einem Element a € R sind auch alle seine assoziierten Elemente irreduzibel.
ii) Mit einem Element a € R sind auch alle seine assoziierten Elemente prim.

Beweis.

i) Sei a irreduzibel und b assoziiert zu a,
b=-ca mit € € R*

Sei b = zy mit r,y € R. Dann gilt a = (¢)"'ay. Da a irreduzibel, folgt y € R* oder
1z € R*. R* ist eine Gruppe, also gilt dann auch z € R*.

ii) Wir iiberlegen uns zunéichst, dass mit mit a auch jedes zu a assoziierte Element ein gege-
benes Ringelement teilt. Denn sei b assoziiert zu a, also b = ca. Gelte alc, also ¢ = ad mit
d € R, so folgt ¢ = (ea)(e7'd), also blc.

Sei @ nun prim und b assoziiert zu a. Aus b|zy folgt, dass auch a das Produkt zy teilt. Da
a prim sein soll, teilt a entweder x oder y, das gleiche gilt fiir b.

Satz 1.18.

Die Primelemente m von Z[i] sind bis auf Assoziierte wie folgt gegeben: m = 1+1, 71 = a + bi
mit a®> + b* = p, wobei p = 1 mod 4 eine Primzahl ist und a > |b| > 0 gelten soll, sowie T = p
mit p =3 mod 4 prim.

Bewelis.

e Die Elemente 1+ i und m = a + bi wie oben sind prim, weil aus einer Zerlegung
T =af in Z[i]

die Gleichung

p = N(m) = N(a)N(B)
mit einer Primzahl p folgt, also N(«) = 1 oder N(/3)) = 1. Dann ist aber entweder o oder
3 eine Einheit. 7 ist also irreduzibel und im faktoriellen Ring Z[i] daher prim.
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e Die Zahlen m = p, p = 3 mod 4 sind prim in Z[i]. Denn aus einer Zerlegung p = «of in
Nichteinheiten «, § wiirde folgen

p=N(a)=a*+1?
in Widerspruch zu Satz 1.2.

e Wir miissen noch zeigen, dass wir alle Primzahlen von Z[i] erhalten haben.
Sei m = a + ib prim. Dann kann man in Z zerlegen

N(m)=nT=p1...Dr
Da 7 in Z[i] prim ist, teilt 7 eine Primzahl p. Deshalb teilt
N(m)|N(p) = p*.

Also gilt N(m) = p oder N () = p?. Aus N () = p folgt p = a®>+?. Fiir p # 2 folgt p =1
mod 4. Fiir p = 2 ist 7 assoziiert zu 1 +i. Gilt N(7) = p?, so ist 7 in Z[i] assoziiert zu p.
Es muss p =3 mod 4 gelten, da andernfalls 7 zerlegbar wire.

(]
Damit ist auch die Frage gelost, wie sich Primelemente von Z beim Ubergang zu Z[i] verhalten:

o p=2ist wegen 2 = (1+1)(1 —1i) = (—i)(1 + i)? assoziiert zu dem Quadrat des Primele-
mentes (1 +1).

e Primzahlen p =3 mod 4 bleiben prim.

e Primzahlen p =1 mod 4 zerfallen in zwei konjugierte Faktoren
p = (a+ bi)(a — bi).
Die Gauflschen Zahlen spielen im Korper

Q@) = {a + bi|a,b € Q}

die gleiche Rolle wie Z in Q. Wir haben aber Ganzheit unbefriedigend definiert, némlich durch
Bezug auf die Koordinaten eines Elementes von Q(i) in der Q—Basis {1, 1}. Besser ist die folgende
Charakterisierung

Satz 1.19.
Z[i] besteht genau aus denjenigen Elementen von Q(i), die einer normierten Gleichung

X*+aX+b=0
mit Koeffizienten a,b € Z geniigen.

Beweis.
Das Element a = ¢ +id € Q(i) ist Nullstelle des Polynoms X? + aX + b € Q[X] mit

a=—2c
b=c*+d°

Sind ¢ und d ganz, so auch @ und b. Also sind die Elemente von Z[i] Nullstellen ganzer normierter
Gleichungen.



Sind umgekehrt a und b ganz, so ist 2c¢ ganz und fiir die rationale Zahl

d= P mit p,q teilerfremd
q

gilt
2
ab = (20)> + (L)%,
q
Also ist
4p?
?

ganz. Somit muss ¢?|4 gelten, auch 2d ist ganz. Die Gleichung
4b = (2¢)* + (2d)> =0 mod 4

kann aber nur fiir ¢, d eine ganze Losung haben, wegen Lemma 1.1. O
Damit sind die groflen Fragen elementarer algebraischer Zahlentheorie angerissen: wir werden
Ringe ganzer Elemente betrachten. Darin werden wir die Einheitengruppe und die Primelemente
beschreiben wollen. Dies wird uns auf zwei zentrale Fragen fithren: die nach der Eindeutigkeit
von Primzerlegungen und das Verhalten von Primelementen unter Ringerwieterungen.

2 Hilfsmittel aus der Algebra: Ringe und Ideale

Ganz so einfach wie bei den Gaufischen Zahlen kénnen Losungen auf solche Fragen im allge-
meinen nicht sein.

Beispiele 2.1.
Man kann zeigen, dass im Ring Z[/—5] gilt

21 =3-7=(142V=5)(1 —2V/=5)

mat wrreduziblen Faktoren. Um die Irreduzibilitit der Faktoren einzusehen, betrachtet man die
Normfunktion

N(a+ bv/=5) = a* + 5b%,
merkt (vgl. 5.8 (iv) fiir die allgemeine Formulierung dieses Sachverhalts)

a € ZV=5" < N(a) =1

und rechnet etwa: aus

3=ap
mit Nicht-Einheiten folgt N(«) = 3, aber
3 =a’+ 50
hat keine ganzen Lésungen. Da

1£2y/-5 1£2y/-5
3 7

nicht in Z[/—5] liegen, sind die Elemente nicht assoziiert. Also hat 21 zwei verschiedene Zerle-
gungen in irreduzibel Element! Kummer postulierte daher die Existenz “idealer Zahlen” py, pa, P3
und py, mit der Figenschaft, dass

3 = p1p2 7= P3Py 14+2vV=5=p1ps 1—2V—-5=pops.
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Damit lost sich die mehrdeutige Zerlegung von 21 wunderbar auf:

21 = (p1p2)(psps) = (P1h3) (P2pa).

Dedekinds Idee war dann die folgende: was auch immer “ideale Zahlen” seien mdgen, man soll
durch sie teilen konnen mit den folgenden Regeln:
Wenn p die Zahlen a und b teilt, so soll p auch Summe und Differenz a £ b teilen.
Wenn p die Zahlen a teilt, so soll p auch jedes Vielfache Aa von a teilen.

Die Idee ist nun, eine ideale Zahl einfach durch die Menge all der Zahlen zu ersetzen,
die durch sie teilbar sein sollen. Dies motiviert, die folgenden Untermengen eines Rings zu
betrachten:

Definition 2.2
Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins. Eine nicht—leere Teilmenge I von R heifit
Ideal von R, wenn

(i) a,bel =a+bel
(i) a€lundr e R =axel

Ideale sind also insbesondere Unterringe und additive Untergruppen. R und (0) sind Ideale, die
trivialen Ideale.

Bemerkungen 2.3.
i) Ist ¢ : R — R' ein Ringhomomorphismus, so ist
Ker ¢ = {z € R|¢(z) =0}
ein Ideal.
ii) Sei R ein Ring mit Eins und I ein Ideal von R. Betrachte die Aquivalenzrelation
a~b & a—-bel.
Wir schreiben a = b mod I fiir a ~b. Die Menge der Aquivalenzklassen
R/I ={a={a € Rla~a}}

1st ein Ring durch

+0b

= ab

a+

a

S o
S

R := R/I heifit der Restklassenring modulo dem Ideal I. Die Abbildung

can : R— R/I
ar—a

heifst Restklassenabbildung oder kanonische Abbildung von R auf R/I. Es ist Ker can = I.
Es tritt also jedes Ideal als Kern eines Ringhomomorphismus auf.




ii1) Es gibt einen Isomorphiesatz fiir Ringe: ein Ringhomorphismus
¢:R— R
induziert einen Isomorphismus von Ringen
@: R/ Ker o = Imep.

Das heifit insbesondere: jeder Ringhomomorphismus ist als Komposition einer Surjektion
mit einer Injektion darstellbar.

R % R/ Ker o -5 R

i) Sei R kommutativer Ring mit Eins. Setze fiir jedes a € R
(a) = Ra = {ca| c € R}.
Dies ist ein Ideal, das von a erzeugte Hauptideal. Wir schreiben auch vereinfachend r =

ymod a fir =y mod (a) und R/a an Stelle von R/(a).

Definition 2.4
Ein integrer Ring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heilt Hauptidealring oder
prinzipaler Ring

Bemerkungen 2.5.
Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis.
Sei a C R ein nicht-triviales Ideal. Sei a € a ein Element mit minimalem nicht-verschwindenden
Wert der Normfunktion N. Die Inklusion (a) C a ist klar. Sei b € a beliebig; schreibe im
euklidischer Ring R

b=gqa+r mit N(r) < N(a).

Da aber N(a) minimal ist, muss N(r) = 0 gelten, also r = 0. O

Es gibt aber Hauptidealringe, die nicht nicht euklidisch sind. In den Ubungen werden wir
dazu ein Beispiel kennen lernen. Wir formulieren als néichstes Teilbarkeit idealtheoretisch.

Lemma 2.6.
Sei R ein kommutativer Ring mit Fins.

i) alb < (b) C (a) fir a,b € R. Insbesondere (a) = (b) genau, wenn a und b assoziiert sind.
i1) Mit a; und as sind auch a; N ay und
a; + ay = {a1 + azfa; € a;}
Ideale von R.
iii) v € R st Vielfaches von a und b, wobei a,b € R < (v) C (a) N (b)

w) d € R ist Teiler von a und b, wobei a,b € R < (a) + (b) C (d)



Bewelis.

i) ab<b=xamit r € R< b€ (a) < (b) C (a)

11

Ubung

iii) Die Aussage folgt aus (i).

1v

)
)
)
)

Ubung.

Definition 2.7
Sei R ein kommutativer Ring, ay,...,a, € R. Wir definieren kgV und ggT' durch die folgenden
zweil Figenschaften:

i) ggT (a1, ..., an)|a; bzw. a;|lkgV (aq,. .., ay) firallei =1...n.
ii) Aus t|a; bzw. a;|t fiir alle i folgt t|ggT (aq, ..., a,) bzw. kgV (aq, ..., a,)|t.

Wenn ggT bzw. kgV existieren, so sind sie offenbar eindeutig bis auf Assoziiertheit.

Satz 2.8.

i) In Hauptidealringen existieren ggT und kgV . Wir haben

(kgV(a,b)) = (a) N (b)
(99T (a;b)) = (a) + (b)

i1) Insbesondere existiert in Hauptidealringen zu beliebig vorgegebenen ay,...,a, € R ein
grofiter gemeinsamer Teiler d mit Darstellung

d = x101 + 209 + ...+ THa,, Mmilt x; € R.

Beweis.

e Das Ideal (a) N (b) ist im Hauptidealring R von der Form

(v) = (a) N ().

Wegen Lemma 2.6 (i) ist v dann Vielfaches von (a) und (b). Ist v’ ein weiteres Vielfaches
von (a) und (b), so folgt aus 2.6 (iii), dass

(v') € (a)N(b) = (v)
Also gilt v|v’. Damit ist v ein kgV und das kgV" existiert.
e Finde im Hauptidealring R ein Element d, so dass
(a1) + ...+ (a,) = (d).

Damit ist (a;) C (d), also teilt d|a;. Sei d’ ein weiterer Teiler aller a; . Dann gilt (a;) C (d'),
also

(d) = (a1) + ...+ (an) S ()
Also teilt d" auch d. d ist ein ggT'. Die Darstellung von d folgt unmittelbar.
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Satz 2.9.
Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis.
Man kann zeigen (Satz 3.2.9 von Algebra 1): Ein Ring R ist genau dann faktoriell, wenn

1. jede Kette (a;) C (az) C ... von Hauptidealen stationir wird, also wenn es ein n gibt, so
dass
(am) = (ay) fiir alle m > n.

und
2. Jedes irreduzible Element prim ist.

Damit schlielen wir:
Sei (a1) C ... eine Kette von Hauptidealen in einem Hauptidealring. Die Vereinigung

I:= LiJ(aZ-)

ist ein Ideal und daher Hauptideal, I = (a). Aus a € [ folgt a € (a,) fiir n grof§ genug. Somit
gilt fiir alle m > n
(am) €T =(a) C (an) C (am)
Somit (a,,) = (a,) fir alle m > n, jede Kette von Hauptidealen wird also stationér.
Sei 7 irreduzibel. Um zu zeigen, dass 7 auch prim ist, betrachte man a, b € R mit der Eigenschaft

7|ab. Wir nehmen an, 7 teile nicht a. Da 7 irreduzibel ist, ist gg7'(7,a) = 1. (Der ggT existiert
nach Satz 2.8.) Aus Satz 2.8(ii) folgt die Darstellung

1l =21+ ya mit z,y € R.

Also b = bxm + yab. Da 7 ja ab teilt, teilt m das Element b. Also ist 7 prim. O

Bemerkungen 2.10.
(i) Wir haben also die folgenden Inklusionen fiir Ringe

euklidisch = prinzipal = faktoriell

(i) Aus der Findeutigkeit der Primzahlzerlegung in faktoriellen Ringen kann man, wie in Z,
die Fxistenz von kgV und ggT folgen.

Wir wollen nun auch die Teilerfremdheit von Idealen einfiithren:

Definition 2.11
Seien a,b Ideale in einem Ring R mit Fins.

i) a und b heiBen teilerfremd, falls a +b = R ist.
ii) Die Menge
ab :{ Z a;bila; € a und b; € b}

endlich
heiBt Produkt der Ideale a und b. Sie ist ein Ideal von R mit

ab Canb.
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Lemma 2.12.

i) Seien a und b teilerfremde Ideale. Dann ist

ab=anb.

i) Ist b teilerfremd zu a;, 1 = 1...n, so ist b auch teilerfremd zum Produkt

ay...0a,.

Beweis.

i) Da die Ideale a und b teilerfremd sind, gibt es @ € a und b € b mit a + b = 1. Daher gilt
firceanb
c=ac+cbh € ab

ii) Finde Darstellungen
l=a;+b mita, €a;,und b; € b

Die Multiplikation dieser Identitéiten liefert
1:H(b,—|—az):b1bn—l—+a1an
eb+aiay...a,,

woraus aber R = b+ a; ...aqa, folgt.

Satz 2.13. (Chinesischer Restsatz)
Seien ay, ..., a, paarweise teilerfremde Ideale von R. Dann ist der natiirliche Homomorphismus

R/ay...a, — R/a; x ... x R/a,
x moday...a,— (r moday,...,xr moda,)
ein Isomorphismus von Ringen.

Das heifst insbesondere: gegeben 1, ...,x, € R, so gibt es ein x € R mit x = x; mod a;. = ist
modulo dem Ideal ay ...a, eindeutig bestimmd.

Beweis.
Wegen Lemma 2.12 reicht es, den Fall n = 2 zu betrachten. Wir zeigen, dass der Ringhomo-
morphismus

¢:R— R/a; x R/ay

x +— (z mod a3,z mod ay)

surjektiv ist. Da a; und as teilerfremd, finde a; € a; mit 1 = a; +ao. Fiir vorgegebene x1, 15 € R
betrachte
T = ToG + T1G9

Es gilt

r=2x9a1 +x1(1 —ay) =21 mod a;

r=x9(1 — ag) + x1a9 = X9 mod da,.
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Also ist ¢ surjektiv. Der Kern ist
Ker Y=o MNas = ajay

wegen Lemma 2.12(3). O

Korollar 2.14.
Fiir teilerfremde natiirliche Zahlen m,n gilt:

Ly, = Loy X L.

Beweis.
Setze R =7, a; = (m) und a; = (n). O
Wir wollen abschlieSend noch zwei besondere Typen von Idealen definieren.

Definition 2.15
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

i) Ein Ideal p € R heifit Primideal, falls p # R und R/p Integritétsring ist.

ii) Ein Ideal m € R heilt maximales Ideal, wenn m # R ist und R/m ein Kérper ist.

Bemerkungen 2.16.

i) Jedes mazximale Ideal ist Primideal, denn Kérper sind nullteilerfrei. Die Umkehrung gilt
nicht: ist R integer, aber kein Korper, so ist (0) ein Primideal, aber kein maximales Ideal.

ii) Wir stellen auch noch dquivalente Charakterisierungen vor:

o [in Ideal p ist genau dann ein Primideal, wenn gilt
Ty EP=x P odery € p.

o Fin Ideal m ist genau dann ein mazimales Ideal, wenn fiir jedes Ideal a mitm C a C R
gilt:
m=a oder a = R.

Der Beweis dieser Aussagen kommt als Ubung.

iii) Jedes von R verschiedene Ideal eines Rings ist in einem mazimalen Ideal enthalten. (Ohne
Beweis, der das Zornsche Lemma benutzt.)

i) Ein Element 7 eines Rings ist genau dann prim, wenn das zugehdrige Hauptideal Primideal
15t.

Denn nach (ii) gilt: (7) ist genau dann prim, wenn aus vy € (m) folgt x € (m) odery € (7).
Dies ist aber genau dann der Fall, wenn aus 7|xy folgt 7|z oder 7|y.
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3 Hilfsmittel aus der Algebra: Moduln

Korper sind spezielle Ringe. Wir miissen nun noch den Begriff des Vektorraums iiber einem
Korper verallgemeinern.

Definition 3.1
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Eine abelsche Gruppe — die wir in der Folge additiv
schreiben — heifit R—Modul, falls es eine Skalarmultiplikation

RxM—M

(o, x) — ax
gibt mit den folgenden FEigenschaften fiir alle x,y € M und «, € R:
i) Assoziativitéit (af)x = a(px)

ii) Distributivitit (« + f)x = ax + fx
alz+y) =ar+ay

iii) Unitalitét l-z==x

Bemerkungen 3.2.
i) Ist R ein Korper, so ist jeder R—Modul ein R-Vektorraum
ii) Wir vereinbaren die Regel “Punkt vor Strich”.
ii1) Wie bei Vektorriumen zeigt man
Orm = Oy fiir alle m € M
und schliefst ~ —m = (—1)m.
i) Jeder Ring ist Modul iiber sich selbst mit Skalarmultiplikation
RxR—R
(o, f) = - f§

v) Die Gauflschen Zahlen sind ein Z—Modul.

Definition 3.3

i) Eine Abbildung f : M — N von einem R—Modul M in einen R—Modul N heifit R-linear
oder R—Modulmorphismus, wenn gilt

Fm 4 ml) = f(m) + f(m)
frm)=rf(m) firm,m' € M undr € R

Hompg(M, N) bezeichne die Menge der R—Modulmorphismen.

ii) Ein bijektiver Homomorphismus von Moduln heifit Isomorphismus.
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iii) Sei M ein R—Modul. Eine Untergruppe U C M heifit Untermodul, falls rm € U gilt fiir
aller €¢ Rund m € U.

Bemerkungen 3.4.

i) Die Untermoduln des Ringes R, aufgefasst als Modul iiber sich selbst, sind gerade die Ideale
von R.

ii) Bild und Kern eines Modulhomomorphismus sind Untermoduln.

iir) Ist U ein Untermodul von M, so wird die Faktorgruppe M /U zu einem R—-Modul, dem
Faktormodul oder Quotientenmodul von M nach U durch die folgende Skalarmultiplikation

Rx M/U — M/U 0
(z+U) — ax+U

Es gelten Homomorphiesdtze, etwa:

o fiir einen Modulhomomorphismus f : M — N gibt es einen kanonischen Isomorphis-

mus )
M/ Ker f = f(M) @)
x4+ Ker f —  f(x)
o Fiir Untermoduln U,V eines R-Moduls M gilt
U+V))v=Uu/(UnV).

Zum Beweis betrachte man die Abbildung u + v — u.
o Fiir Untermoduln U,V eines Moduls M mit U CV C M gilt

(MJU) [ (V/U) = M/V.

Zum Beweis betrachte man die Abbildung m +U — m + V.

Definition 3.5
i) A C M Teilmenge eines R—Moduls M. Dann bezeichnet

(A) :{ Z rimi|r; € R und m; € A}

endl.

den von A erzeugten Untermodul von M. Dies ist der kleinste Untermodul von M, der die
Menge A enthélt.

ii) Gilt (A) = M, so heifit die Menge A Erzeugendensystem von M. M heift endlich erzeugt,
falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

iii) Eine Familie (my)xea von Elementen eines Moduls heifit linear unabhéngig oder frei, wenn

aus
E IBNIN =0

AEA
mit ry € R, nur endlich viele ry von Null verschieden, folgt ry = 0 fiir alle A € A.
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iv) Eine Untermenge S C M heifit Basis des Moduls M, falls S linear unabhéngig ist und S
ein Erzeugendensystem von M ist, (S) = M.

v) Ein Modul heiBt frei, wenn er eine Basis besitzt.

Bemerkungen 3.6.
(i) Ist R Kérper und damit ein Modul M ein Vektorraum, so ist M freier Modul.

(i1) Beispiel eines Moduls, der nicht frei ist: R = Z und M = Zy mit Skalarmultiplikation

%A1

r

V2

Wegen n0 = 0 erzeugt {0} nicht, wegen 2 -1 =0 ist {1} nicht linear unabhingig.

(#i) Ein R—Modul M ist genau dann frei, wenn
M= PR,
ses

Die direkte Summe von Moduln ist wie bei Vektorrdumen definiert. Man kann zeigen: Je
zwei Basen eines freien R—Moduls haben gleiche Michtigkeit; diese heifit Rang von M. Es
gilt rangg M = n dann und nur dann, wenn M = R" ist.

Wir brauchen eine spezielle Klasse von Moduln.

Satz 3.7.
Sei R kommutativer Ring mit Eins. Fir einen R—Modul M sind die folgenden Bedingungen

dquivalent:

i) Jede aufsteigende Kette Ny C Ny C ... von Untermoduln wird stationdr, d.h. es gibt einen
Index k, so dass N; = Ny, fiir alle 1 > k.

i) Jede nicht-leere Menge von Untermoduln von M besitzt beziiglich Inklusion ein mazimales

FElement.

ii1) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Definition 3.8

(i) Ein R—Modul, der eine der Bedingungen aus Satz 3.7 erfiillt, heifit noetherscher Modul

(ii) Ein Ring heiBit noethersch, wenn er als Modul tiber sich selbst noethersch ist.

Beweis.
[(von Satz 3.7)]
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(1) = (i) Jede nicht-leere beziiglich Inklusion total geordnete Menge
von Untermoduln von M besitzt eine obere Schranke: ist Ny C
... © N C...eine Kette, so ist

UM:M

nach (i) eine obere Schranke. Nach dem Zornschen Lemma
existiert ein maximales Element.
(73) = (idi) Sei N C M Untermodul. Betrachte die Menge

X = {N'|N' C N mit N’ endlich erzeugender Untermodul }

X enthélt den Nullmodul, ist also nicht leer. Sei Ny ein maxi- 0
males Element. Gébe es x € N '\ Ny, so wiire Ng & (No, z) €
X, im Widerspruch zur Maximalitdt von Ng.

(131) = (i) Sei Ny C N, C ... eine Kette von Untermoduln. Die Vereini-

gung
N' =[N
ist Untermodul und nach (7i7) endlich erzeugt:
N =<uz,...,2, >

Daher gibt es k € N, so dass x; € Nj, fiir allet=1,...,r. Es
folgt N’ C Ny, die Kette wird daher stationér.

Bemerkungen 3.9.
i) Der folgende Ring ist nicht noethersch:
R = {f(z) € QIX]|f(0) € Z}
={f=m+ Xg mitme€Z,ge Q[X]}

FEiner Untergruppe G von (Q,+) ordnen wir das Ideal

Ag = GX + X*Q[X]
von R zu. Insbesondere bekommen wir fir die Untergruppen

Gi:{%meZ} i €N,

eine unendliche aufsteigende Kette von Idealen

Ag, CAg, C...CAg, C ...

ii) Man kann zeigen:
Untermoduln und epimorphe Bilder noetherscher Moduln sind noethersch.
Sind ein Untermodul U eines Moduls M und der zugehirige Faktormodul M /U noethersch,
so ist auch M noethersch. Direkte Summen noetherscher Moduln sind noethersch.

Satz 3.10.
Sei R ein kommutativer noetherscher Ring und M ein R—Modul. M ist genau dann noethersch,
wenn M endlich erzeugt ist.
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Beweis.
Jeder noetherscher Modul ist als Untermodul seiner selbst endlich erzeugt. Sei umgekehrt M =
(ay,...,a,). Wegen der Surjektion

R" — M
n

(ala s 7&71) = Zaiai
i=1

ist M epimorphes Bild des freien Moduls R™ und als solches nach Bemerkung 3.9(ii) noethersch.
O

Korollar 3.11.

i) Hauptidealringe sind noethersch. (Insbesondere ist der Ring der Gaufschen Zahlen
noethersch.)

i1) Endlich erzeugte Moduln tiber Hauptidealringen sind noethersch.

Beweis.

i) Die Untermoduln sind gerade die Ideale, die in einem Hauptidealring sogar von nur einem
Element erzeugt werden. Wegen Satz 3.7(iii) sind Hauptideale noethersch.

ii) folgt aus Satz 3.10.

4 Ganzheit

Definition 4.1

i) Ein algebraischer Zahlkorper ist eine endliche Korperweiterung K von Q, d.h. K 2 Q und
dimg K < oo. Die Elemente von K heilen algebraische Zahlen.

ii) Eine algebraische Zahl heifit ganz, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f € Z[X]|
ist.

Generalvereinbarung fiir den Rest der Vorlesung;:
Im Folgenden seien alle Ringe kommutativ mit Eins.
Wir wollen Ganzheit allgemeiner fassen.

Definition 4.2
Sei A C B eine Ringerweiterung. Ein Element b € B heifit ganz tiber A, wenn es einer normier-
ten Gleichung -
"+ oz . 4a, =0, n>1
mit Koeffizienten a; € A geniigt.
Der Ring B heifit ganz iiber A, wenn alle Elemente b € B ganz iiber A sind.

Mit dieser Definition von Ganzheit ist nicht klar, ob Summen und Produkte ganzer Zahlen
wieder ganz sind. Dafiir brauchen wir die folgende Umformulierung:
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Satz 4.3.
Endlich viele Elemente by,...,b, € B sind genau dann simtlich ganz iiber A, wenn der Ring

Alby, ...

,by], aufgefasst als A-Modul, endlich erzeugt ist.

Zum Beweis brauchen wir aus der linearen Algebra

Satz 4.4. (Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A = (ai;) eine v x r Matriz iber einem beliebigen Ring und A* = (aj;) die adjungierte
Matriz, d.h.

a;. = (—1)i+j det(AU) s

ij

wobei die Matriz A;; aus A durch Streichen der i—ten Spalte und j—Zeile entstellt. Dann gilt

Y

AA* = A*A = det(A)E

wobei E die Einheitsmatriz ist. Fir einen Vektor x = (x4, ..., x,) folgt die Implikation

Ar =0 = (detA)z=0

Beweis.
[(von 4.3)]

Sei b ganz tiber A und f(X) € A[X] normiert von Grad n > 1 mit f(b) = 0. Da f
normiert sein soll, kénnen wir ein beliebiges Polynom g € A[X] in der Form

9(X) = q(X) f(X) + r(X)
schreiben, mit ¢(X), r(X) € A[X] und grad r(x) < n. Es gilt also
g(b)=r) =ao+arb+...+a,1b"""

mit a; € A. Daher wird A[b] als A-Modul durch 1,b,...,b" ! erzeugt.

Sind {by,...,b,} ganz iiber A, wende vollstindige Induktion nach n an: b, ist ganz iiber
R := Alby,...,b,_1], also ist R[b,]| endlich erzeugt iiber R, also iiber A, da nach Indukti-
onsannahme R iiber A endlich erzeugt ist.

Sei umgekehrt der A-Modul Afby,...,b,] endlich erzeugt und wy,...,w, ein Erzeugen-
densystem. Fiir jedes b € Alby,...,b,] gilt dann

r
bwi = E QW5 mit Qg5 € A .
j=1

Es folgt mit Satz 4.4
det(bE — (aiy))w; = 0 (3)

fiir alle 2 = 1...r. Ferner finden wir eine Darstellung der Eins
1=cuw +...+cw, mit ¢; € A,
erhalten also durch entsprechendes Aufsummieren der Gleichungen (3)
det(bE — (a;5)) =0,
also eine nominierte Gleichung fiir b mit Koeffizienten in A. Also ist b ganz iiber A.
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Korollar 4.5.
Sind by und by ganz iiber A, so sind auch by + by und biby ganz iiber A. Die ganzen Elemente
bilden also einen Ring. Gegeben eine Ringerweiterung A C B, so heifit der Unterring von B

A = {be B|b ganz iiber A}

der ganze Abschluss von A in B. A heifit ganz abgeschlossen in B, wenn A = A gibt.

Beweis.
Nach Satz 4.3 ist jedes Element von A[by, bs] ganz, insbesondere also by + by und by bs. O

Satz 4.6.
Seien A C B C C Ringerweiterungen. Ist C' ganz tiber B und B ganz tber A, so ist C' ganz
tiber A.

Beweis.
Sei ¢ € (', dann gibt es b; € B, so dass

A F by by =0

Da by,...b, ganz iiber A sind, ist R := Alby,...,b,| endlich erzeugter A-Modul, R[] ist
endlich erzeugter R—Modul, also auch endlich erzeugter A-Modul. O

Korper sind ein wichtiges Hilfsmittel beim Studium von Ringen. Wir miissen also genug
Inverse einfithren konnen. Die folgende Konstruktion verallgemeinert die Konstruktion des
Korpers der rationalen Zahlen Q aus dem Ring Z der ganzen Zahlen.

Definition 4.7
i) Eine Teilmenge S eines kommutativen Rings R mit Eins heifit multiplikativ, falls gilt

1eS und z,ye S=zyes

ii) Betrachte auf der Menge R x S die Aquivalenzrelation
(rys) ~(r',s') & 3s1 €S, sodass si(rs'—r's)=0

Wir definieren die Lokalisierung von R nach S als die Menge der Aquivalenzklassen und
schreiben

S'R=(RxS)/ ~

Die Elemente von S™' R schreiben wir als Bruch, d.h. “mitr € Rund s € S fiir die Klasse
von (r, s). Die iiblichen Regeln der Bruchrechnung definieren eine Ringstruktur auf S™'R:

r ' rs+r's

s ss’
rr’ oy
ss ss’

mit():%undlz

==
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SR heifit daher auch Quotientenring von R beziiglich S. (Die Terminologie ist etwas ungliick-
lich, da man so auch an den Quotienten nach einem Ideal von R denken kénnte.)

Bemerkungen 4.8.

i)

iii)

Die kanonische Abbildung 0s: R— SR

T
T -

ist ein nicht-notwendigerweise injektiver Ringhomomorphismus. Die Elemente aus @g(S)
sind in SR invertierbar:

(5)71:1 fiirse S .

Sei R integer und S = R\ {0}. Dann ist S multiplikativ und S™'R ein Kérper, der
Quotientenkirper Quot(R) von R. Die kanonische Abbildung

¢vs: R— ST'R = Quot(R)

ist dann sogar injektiv, so dass wir R als Unterring von Quot(R) auffassen diirfen.

Bezispiel.
e Quot(Z) =Q
e Sei K ein Korper und K[X]| = R der Polynomring tiber K.

K(X) = Quot (K[X]) = {g—lf,gé K[X],g # 0}

heifit rationaler Funktionenkorper diiber K in einer Variablen.

Set p C R ein Primideal. Die Teilmenge
Sp:=R\p
ist multiplikativ: 1 € p, also 1 € S,. Die Negation von
TYEP=>cTE€P oder yep

98t
rgp und ygp=>rygp

daher ist S, multiplikativ.
Die Lokalisierung R, = Sp_lR ist ein sogenannter lokaler Ring, das heifit, dieser Ring hat
genau ein maximales Ideal:

mz{glsefp,rep} -

Dies folgt mit Hilfe einer Aufgabe von Blatt 2, da genau die Elemente des Komplements
r
R\m={_|sdprdp}

invertiert werden konnen.

21



iv) Wir wollen noch eine Erklirung des Namens lokal geben. Sei X C R"™ offen, x € X ein
Punkt und O der Ring von Keimen differenzierbarer Funktionen. Dieser Ring ist lokal:
einziges maximales Ideal ist m,, das Ideal der Funktionen, die in x verschwinden. Lokal
— d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung von x — kann man jede Funktion f mit
f(x) # 0 invertieren, d.h. f~(y) existiert.

Definition 4.9

i) Ist A integer und B = Quot(A), so heifit der ganze Abschluf A von A in B die

Normalisierung von A.

ii) A heiit ganz abgeschlossen schlechthin, falls A = A.

Bemerkungen 4.10.

i) Jeder faktorielle Ring A ist ganz abgeschlossen. Sei K = Quot(A), ¢ € K sei ganz iiber A:

(%)u@n_l(%)"ﬁ +ag=0

fiir gewisse a; € A. Daher
a"+ ap_1a" b+ .. Fagh" =0.

Sei m € A prim und gelte @ | b, so folgt 7 | a. Ist § gekiirzt geschrieben, so folgt b € A*,
also § € A.

ii) Sei A C B Ringerweiterung, A der ganze Abschluss von A in B. Dann ist A ganz abge-
schlossen in B: sei A der ganze Abschluss von A, so ist

ACACACB
Da AJA und AJA ganz, ist nach Satz 4.6 auch AJA ganz, also A C A.

Wir miissen uns etwas mehr mit Kérpern beschéftigen.
Bemerkungen 4.11.

i) Sei R ein Ring, K ein Unterkorper von R. Ein Element x € R heifit algebraisch iiber
K, wenn es Nullstelle eines Polynoms in K[X]| ist. Andernfalls heifft es transzendent.
Offensichtlich fallen tber einem Korper K die Begriffe “algebraisch” und “ganz” zusam-
men. Insbesondere folgt aus [K(x) : K] endlich, dass x algebraisch ist. Die algebraischen
Elemente von R bilden einen Unterring.

it) Der Ring R heif$t algebraisch, wenn alle Elemente algebraisch iiber K sind.

iii) Sei L O K eine Korpererweiterung. Wir nennen dimg L =: [L : K| den Korpergrad von
L iiber K. Aus [L : K] < oo folgt wieder, dass L/ K algebraisch ist. In einem Kdrperturm
K C K' C K" gilt die Gradformel:
[K": K|=[K":K']-[K': K].
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iv) Sei wieder R ein Ring und K C R ein Korper. Fir jedes o € R gibt es einen eindeutigen
Ringhomomorphismus
vo: K[X]—R

mit p(a) = a fira € K und po(X) = «a, den Einsetzungshomomorphismus. Das Element
a st genau dann algebraisch iber K, wenn der Kern des Finsetzungshomomorphismus
nicht trivial ist, Ker (¢,) # (0). Da der Polynomring K[X| ein Hauptidealring ist, wird
der Kern von einem Element erzeugt,

Ker ¢, =(ming(a)) ,

mit einem Polynom ming(«), das wir als mnormiert voraussetzen dirfen: das
Minimalpolynom von « iber K. Offenbar gilt: Sei g € K[X]. Dann folgt aus g(a)) = 0,
dass das Minimalplynom ming («) das Polynom g teilt. Es ist

K[X]/(ming(a))= K(a).
Dies ist ein Korper, wenn ming («) prim ist.

v) Sei K ein Kdorper und f € K[X]| nicht konstant. Dann gibt es eine Korpererweiterung
K'/K endlichen Grades, so dass f in K'[X] in Linearfaktoren zerfillt.

Bewezs.
Durch Induktion nach Grad f. Klar fir gradf = 1. Sei p ein Primteiler von f. Setze

K" = K[X]/(p)
In K" hat p eine Nullstelle y, also auch f. Setze
f= (X —yp(X) inK"[X] und

wende die Induktionsannahme an. O

vi) Allgemeiner sagt man, ein Kiorper K sei algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht kon-
stante Polynom in K[X] in Linearfaktoren zerfillt.
Zum Beispiel ist der Korper der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen. Mit transfi-
niten Methoden zeigt man, dass jeder Korper K Unterkdrper eines algebraisch abgeschlos-
senen Korper C' ist.
Fordert man zusdtzlich, dass C/K algebraisch ist, so ist C' eindeutig bis auf Isomorphie
und heif$t algebraischer Abschluss.

Definition 4.12

i) Seien zwei Korper L und L' gegeben, die einen gemeinsamen Unterkérper K enthalten
mdogen. Dann heifit einen Ringhomomorphismus von L nach L'

p:L—L

der K elementweise festlisst, p(a) = a fiir alle a € K, ein K—Homomorphismus. Ein
solcher K-Homomorphismus ¢ ist notwendigerweise injektiv. Ist ¢ iiberdies surjektiv, so
heiBen die beiden Kérper L und L' konjugiert iiber K.
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ii) Zwei Elemente o € L und o € L heiBen konjugiert, wenn es einen K—Isomorphismus
v: K(a) = K(d)
gibt mit () = o/. Dieser ist eindeutig. Insbesondere sind o und o' entweder beide alge-
braisch oder beide transzendent. Im ersten Fall haben sie das gleiche Minimalpolynom.
Wir geben noch einige Resultate ohne Beweis an:

Resultate 4.13.
i) Sei char (K) =0 oder K endlich, f € K[X] irreduzibel und

n

FX) =[x — )

=1

seine Zerlequng in Linearfaktoren in einer Kérpererweiterung K' von K. Dann sind die
Nullstellen o; paarweise verschieden.

ii) Sei char (K) =0 oder |K| < oo, K’ eine endliche Kirpererweiterung von K :
[K':K]=n

Dann gibt es genau n verschiedene K —-Morphismen von K' in den algebraischen Abschluss
C von K'.

iii) In der gleichen Situation existiert ein Element o € K', so dass K(«) = K'. Das Element
a heifst primitives Element.

Es ist Zeit fiir ein ausfiihrliches
Beispiel 4.14.

e Fin quadratischer Kirper ist eine Erweiterung von Q von Grad 2. Jedes v € K \ Q st
primitiv, da Q(z) # Q; sein Minimalpolynom ist von der Form

2 4+br+c mit bceQ
mit Nullstellen 20 = —b 4+ /b2 — 4c. Daher
Q(x) = Q(VH? — 4c)

Mit b* — 4c = 2, wobei u,v € Z als teilerfremd vorausgesetzt werden kénnen, folgt

o) = (/%)= e/ )= o).

Also lisst sich jeder quadratischer Korper K als Q(\/E) mit d € Z quadratfrei schreiben.
Vd ist Nullstelle von X% — d, daher in K konjugiert zu —/d. Ein Q-Automorphismus
von K ist:

o(a+bVd) =a—bVd
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o Wir wollen den Ring A der Elemente von K bestimmen, die ganz tiber Z sind: sei x =
a+ b/d ganz. Mit z ist auch o(z) ganz, also sind auch

r+o(r)=2a€Q
vo(z) = a® —db* € Q

Aber 7 ist faktoriell, also nach Bemerkung 4.10(i) ganz abgeschlossen. Daher gilt
20€7 a*—dv¥ €7 . (4)

Umgekehrt folgt aus (4) auch, dass x = a+ bWd ganz iiber Z ist, denn x ist Nullstelle des
normierten Polynoms

X% —2aX +a® —dv? € Z[X].
Aus (4) folgt (2a)* — d(20)* € Z, also d(2b)* € Z. Da d quadratfrei ist, folgt 2b € Z.

Schreibe also a = 5 und b = 5 mit u,v € Z. Es folgt

u? — dv? € 47

Ist u gerade, so auch v. Ist v ungerade, so v’ = 1 mod 4. Aber u> = 0 oder 1 mod 4. d ist
quadratfrei, also d # 0 mod 4. Es folgt u> =1 mod 4 und d =1 mod 4. Daher gilt:
Sei K = Q(\/c_i) mit d quadratfrei quadratischer Kdorper. Der Ring der ganzen Zahlen ist
(a) fird=2,3 mod 4 A={a+bV/d, mita,beZ}
(b) fird=1 mod4 A= {}(a+bVd), mita,beZ, a="b mod 2}

Z—Basen von A sind zum Beispiel

(a) {1,Vd}
(b) {1, 3(1+Vd)}
In der Tat gilt: . .
5ut vVd) = (g — g)l +og(1+ V)

Wir fiihren noch ein wenig Terminologie ein: fir d > 0 heifst der Korper Q(\/E)
reell-quadratischer Korper, fir d < 0 imagindr-quadratischer Korper.

5 Spur, Norm, Diskriminante

Betrachtung 5.1.
Sei A ein Ring, E ein freier A-Modul von endlichem Rang n und

vw: FEF—F

ein Endomorphismus. Sei {e;}1<i<n eine Basis von E, und (a;;) die Matriz von u in dieser
Bastis, so heifit

n
tru = Z Qi Spur
i=1
detu = det(a;;) Determinante

fu(X) =det(X1g — u) charakteristisches Polynom
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von u. Alle Groflen sind von der Wahl der Basis unabhingig. Es gilt
tr(u + ) = tr(u) + tr(v) tr(Au) = Aru

det(uu’) = det(u) det(u) det(Au) = A" det(u)
det(X1p —u) = X" —tr(u) X"+ ...+ (=1)"det(u) .

Definition 5.2
Sei A C B eine Ringerweiterung, so dass B ein freier A-Modul von endlichem Rang n ist. Fiir
jedes x € B ist

m,: B—>B
y—=xy

ein Endomorphismus des A—Moduls B. Spur und Norm eines Elements eines Elements v € B
sind definiert als Spur und Determinante von m,,:

trp/a(z) := tr(m,) Np/a(z) = det(m,)

Es folgt sofort, dass Gruppenhomomorphismen vorliegen: im Falle der Spur fiir die additiven
Gruppen, im Falle der Norm fiir die multiplikativen Gruppen.

trp/a : B— A
Npya : B — A*

Satz 5.3.
Sei L/K eine endliche Kiorpererweiterung, char (K) = 0 oder |K| < oo. Durchliuft

c: LK

die K ~Homomorphismen von L in den algebraischen Abschluss K von K, so gilt

trp k(u) = Zau
Npjk(u) = Hau

Bewelis.

e Sei ming (u) das Minimalpolynom von u, das vom Grade m sei. Dann ist {1,u,...,u™ '}
eine K—Basis von K (u), also

m = [K(u) : K]
Sei d := [L : K(u)] und {a;}i=1. 4 eine K(u)-Basis von L. Dann ist {aiuj}/_jzl__d eine

""" 0,...,m—1
K—Basis von L.
In dieser Basis ist der Multiplikationsoperator m,, offenbar blockdiagonal mit identischen
Blocks. Es folgt

Fu(X) = (ming (u))"
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e Die Menge Homy (L, K) versehen wir mit der Aquivalenzrelation
O~NT & oUu=TU

Es gibt wegen 4.13 genau m Klassen, die den Nullstellen von ming(u) entsprechen. Sie
haben alle die gleiche Michtigkeit, ndmlich d. Sei {0;} ein Reprisentantensystem, dann

ist
m

ming () = H(X — o)
Daher :
FulX) = (ming () = [J(X — ou)

[

Die anderen Behauptungen folgen sofort aus dieser Formel.

O
Korollar 5.4. Schachtelungsformeln
Fiir einen Korperturm K C L C M endlicher Erweiterungen gilt
tl"L/K e} tI‘M/L = tI‘M/K
NL/K o NM/L = NM/K )
wenn char K = 0 oder |K| < oc.
Beweis.
Homy (M, K) zerfillt unter der Aquivalenzrelation
O~T<0L=TL
in m := [L/K] Aquivalenzklassen. Sei {;} ein Repriisentantensystem fiir diese Aquivalenzklas-
sen, so ist B
Homy (L, K) = {(03);.}
Es folgt fiir x € M:
tra () = Z Z or = ZtroiM/giL(Jix)
i=1 o~o; i=1
= ZO’itI'M/L(LC) = tI‘L/K(tI'M/L<SL'))
i=1
Der Beweis fiir die Norm verlduft analog. O

Wir kommen jetzt zu einem ganz zentralen Begriff der Vorlesung, dessen Bedeutung sich
allerdings erst im Laufe der Zeit erhellen wird.

Definition 5.5
Sei char K = 0 oder |K| < oo. Die Diskriminante einer Basis {a,...,a,} einer endlichen
Korpererweiterung L/ K ist definiert als:

d(aq,...,an) = det ((aiaj)>2 ,

wobei 0;, i = 1...n die verschiedenen K -Einbettungen L — K durchliuft.
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Bemerkungen 5.6.

i) Wegen
i (o) = (onon)(ory)

K
ist die Matriz (tr,/x(cua;)) das Produkt der Matrizen (oga;)t und (okoy). Daher gilt

d(ag,...,ap) = det (trL/K(aiozj)>

ii) Sei O primitives Element der Korpererweiterung L/K. Dann ist {1,0,6% ... 0" '} eine
Basis von L/ K. Wir setzen 6; = 0,0 und erhalten die Matriz:

16 02 ... ot
(0:6) = 1 Oy 63 ... 9;"_1
i 0, 6% ... 9;"_1
Nach Vandermonde gilt det(o;a;) = [1;;(0; — 6:), also

d(1,0,....0"") = T](6; - 6:)

i<j

Satz 5.7.

Ist char K = 0 oder |K| < oo und {a;}1<i<n eine Basis von L/K, so ist die Diskriminante
ungleich Null,

d(ag, ..., o) #0

und es ist (x,y) = trp/k(zy) eine nicht ausgeartete Bilinearform auf dem K-Vektorraum L.

Beweis.
Sei 6 ein primitives Element, {1,6,...,6""'} ist dann eine Basis von L/K. In dieser Basis ist
d(1,6,...) =[]0 —6;)> #0
i<j

Die Bilinearform ist in dieser Basis durch die Matrix M = try x(6""'07") gegeben, deren
Determinante gerade d # 0 ist. Somit ist die Bilinearform nicht ausgeartet. Beziiglich jeder
anderen Basis {aq, ..., a,} ist sie dann durch die Matrix

M = (trL/K(&iaj)>
gegeben, deren Determinante ebenfalls nicht verschwinden kann:
d(ay, ... o) =det(M) #0
O

Die im ersten Kapitel durchgefiithrten Betrachtungen fiir die Gaufschen Zahlen fithren uns
dazu, die folgende Situation zu betrachten:
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e Gegeben sei ein ganzabgeschlossener Integritéitsring A. Mit ihm kommt sein Quotien-

tenkorper K = Quot(A). Wir werden immer annehmen, dass char K = 0 oder |K| < oo
gilt.

e Dann betrachten wir zusétzlich eine endliche Korpererweiterung L von K. Dies liefert uns

einen weiteren Ring B, ndmlich den ganzen Abschluss von A in L.

Bemerkungen 5.8.

i)

iii)

Jedes Element 3 € L hat die Gestalt

b
B=—-mitbe Bunda € A

a

Denn da L/K endlich ist, ist B algebraisch iber K : es gibt also a; € K, so dass

gilt. Wir multiplizieren diese Gleichung mit dem Hauptnenner der Koeffizienten und er-
halten eine Gleichung:

a, "+ ... +af+apg=0 mita; € Aunda, #0
Diese Gleichung wiederum multiplizieren wir mit (a,)" ' und erhalten
(@) + ...+ aj(anf) +ay =0 mita;, € A

Also ist a,8 ganz diber A. Da aber B als ganzer Abschluss ganz abgeschlossen ist, folgt
b=a,B € B. Insbesondere sehen wir, dass L der Quotientenkdrper von B ist.

Sei € L. Dann ist B genau dann ganz iber A wenn das Minimalpolynom in A[X] liegt,
ming (5) € A[X].

"< “ st klar.

"= Sei 5 Nullstelle eines normierten Polynoms g € A[X]. Dann teilt ming(5) das Poly-
nom g in K[X|. Die Nullstellen von ming () sind also auch Nullstellen von g und daher
ganz. Damit sind aber auch die Koeffizienten von ming(8) ganz. Da A ganzabgeschlossen
ist, liegen sie in A.

Mit B € B sind auch alle Konjugierten von B ganz, denn sie haben das gleiche Minimal-
polynom, das nach (i1) in A[X] liegt. Daher sind tr k(5) und Np/k(B) ganz und in K,
da A ganzabgeschlossen ist, also sogar in A.

Es gilt fir x € B: x € B* & Np/k(z) € A~
"=7 wy =1 impliziert Ny (x) N x(y) = 1. Daraus folgt Nk (x) € A*.

"<=“ Es gilt mit a € A
1= aHax = (a H aa:)x
o o#id
Yy

Das so definierte y liegt in L und ist ganz tiber A, also folgt y € B. Somit hat x ein Inverses
i B, x € B*.

Lemma 5.9.
Sei ay,...,«a, eine in B gelegene Basis von L/K mit Diskriminante d = d(aq, ..., ay). Dann

qilt

dB C Aoy + ...+ Aoy,
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Beweis.
Sei o € B; schreibe
oa=aqa;+...+ta,o, mita; € K.
Es gilt
tr k(o) = ZaitrL/K(aiaj) ,

die a; sind also Losungen eines linearen Gleichungssystems mit Koeffizienten in A. Thr Nenner
ist durch

d = det <trL/K(aiO‘j>>

gegeben, also
da € Aoy + ... + Aay,

Definition 5.10
Fine Ganzheitsbasis von B iiber A (auch A-Basis von B genannt) ist ein System
{witiz1.n  w;i € B, so dass sich jedes b € B eindeutig als Linearkombination

b= Zaiwi

mit a; € A schreiben lésst. Falls eine Ganzheitsbasis existiert, ist sie auch K—Basis von L
(beachte 5.8(7)), also ist n = [L : K]. B besitzt genau dann eine Ganzheitsbasis, wenn B freier
A-Modul von Rang [L : K] ist. Man sagt dann auch, L/K besitze eine Ganzheitsbasis.

Im allgemeinen gibt es keine Ganzheitsbasis; ist jedoch A ein Hauptidealring, so kann man
die Existenz einer Ganzheitsbasis beweisen. Dafiir zitieren wir:

Satz 5.11 (Hauptsatz iiber Moduln iiber Hauptidealringe).
Sei R ein Hauptidealring und M ein freier A—Modul von endlichem Rang n. Sei M’ ein Unter-
modul von M.

i) Dann ist M' ein freier Modul von einem Rang kleiner gleich n.

ii) Es gibt eine Basis {by,...,b,} von M, eine ganze Zahl ¢ < n und nicht—verschwindende
Elemente a; € R, so dass

- {a;b;} miti=1,... q eine Basis von M’ ist
- a; teilt a;q fiirl <iv<q—1.

Beweis.
P. Samuel, Kapitel 1.5 O

Satz 5.12.

Sei A ein Hauptidealring, K = Quot(A), L eine endliche Kdrpererweiterung und B der ganze
Abschluss von A in L. Dann ist jeder endlich erzeugte B—Untermodul M # 0 von L ein freier
A-Modul von Rang [L : K|. Insbesondere gilt dies fiir B selbst, das somit eine Ganzheitsbasis
besitzt.

Beweis.
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e Sei {a;}iz1, ., mit n = [L : K] eine Basis von L/K. Wegen Bemerkung 5.8(7) kénnen wir
nach Multiplikation mit dem Hauptnenner annehmen, dass «; € B. Wegen Lemma 5.9
ist

dB C Aoy + ...+ Aay,

e Sei i, ..., 1, ein B-Erzeugendensystem von M. Es gibt wegen 5.8(i) ein a € A, so dass
ap; € B fiir alle p;. Also gilt
aM C B

somit
ad M CdB C Aoy + ...+ Ao, = M,

adM ist Untermodul des freien A-Moduls M. Aus dem Hauptsatz iiber Moduln iiber
Hauptidealringen folgt, dass adM frei ist, somit auch M = ad M. Aus ad M C My C M
folgt

rank M = rank (adM) < rank My < rank M

In allgemeineren Situationen hilft manchmal der folgende

Satz 5.13.
Seien L/K und L'/K galoisch von Grad n bzw. n' und sei LN L' = K. Seien {w;}i—1.n bzw.
{wi}iz1. . Ganzheitsbasen mit Diskriminanten d und d' in A. Sind diese teilerfremd, so gibt es
x,x’ € A mit

l=ad+2'd |

So ist {wiw}} Ganzheitsbasis von LL'/K mit Diskriminante dr (d').

Beweis.
ausgelassen. (Neukirch, §2). O

Anwendung 5.14

Sei Ok der ganze Abschluss von Z € Q in einem algebraischen Zahlenkorper K.

K DO Og

| |
Q 2 Z

Nach Satz 5.12 besitzt jeder endlich erzeugte Ox—Modul a in K eine Z-Basis aq, ..., a, mit

n=[K:Q
a=%2Zo;+ ...+ Zay,

Die Diskriminante d(az, ..., a,) = det(o;a;)* hingt nicht von der Wahl der Basis ab: sei {a/}
eine andere Basis

;=Y Tjay
mit det 7" € Z* = {£1}, daher

d(a,...,al) = (det(T))*d(ay, ..., o)
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Definition 5.15
d(a) =d(ay, ..., q,) heiBt Diskriminante des Ox—Moduls a. Insbesondere heifit

dic = d(Ox) = d(wr, ... wn)

mit {w;} Ganzheitsbasis von Ok Diskriminante des Zahlkorpers K.

Satz 5.16.
Sind a C a' zwei von Null verschieden endlich erzeugte Oy —Untermodul von K, so ist der Index
[a’ : a] endlich und es gilt
d(a) = [a' : a]?d(d)
Beweis.

Nach Satz 5.11 gibt es eine Z-Basis {a;} von o’ und ¢; € Z, so dass {t;a;} eine Z-Basis von a
ist. Fiir die Diskriminante folgt

Aber

6 Dedekind—Ringe

Betrachtung 6.1.
Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers. In O ist jede Nicht—
Finheit Produkt irreduzibler Elemente. Denn ist v nicht irreduzibel, so gibt es 5,y € Og mit

a=p-v. Es folgt
Nijol@) = Ni/o(B)Njo(y) -
Wegen Bemerkung 5.8 (iv) ist Nk g(f) # £1 und Ngjo(y) # £1, also sind die Normen von

B, sind echt kleiner als die von o. Man fihrt dann rekursiv fort. Im allgemeinen ist aber diese
Zerlegung in irreduzible Elemente nicht eindeutig.

Definition 6.2
FEin noetherscher, ganzabgeschlossener integrer Ring, in dem jedes von Null verschiedene Prim-
ideal ein maximales Ideal ist, heiflt Dedekindring.

Satz 6.3.
Sei K ein algebraischer Zahlkérper. Dann ist Ok ein Dedekindring.

Beweis.

e Der Ring Ok ist noethersch, denn er ist nach Satz 5.12 ein endlich erzeugter freier Z—
Modul, und als endlich erzeugter Modul {iber dem noetherschen Ring Z selbst noethersch.

32



e Als ganzer Abschluss von Z in K ist Ok nach 4.10(ii) ganz abgeschlossen.

e Sei p # (0) ein Primideal von Ok. Dann ist p N Z ein Ideal von Z und wegen
(p+Z)/p=Z/pNZ

auch prim, d.h. p NZ = (p) fiir eine geeignete Primzahl p. Wir behaupten némlich, dass
pNZ # (0) gilt. Dazu wihlen wir ein nichtverschwindendes y € p und betrachten eine
eine Gleichung

yn +...4+ay= 0

minimalen Grads fiir y mit a; € Z. Dann muss ay # 0 gelten, denn sonst kénnte man
y ausklammern, und die Gleichung wére nicht mehr minimalen Grades. Es folgt, dass
0#agepnNZ.

e Es bleibt zu zeigen, dass O := Ok /p ein Korper ist. Es ist ein Ring, der als Unterring
den Korper k := Z/pZ enthilt. Alle Elemente 2 von O sind algebraisch iiber &; sei die
Gleichung

minimal mit 3; € &, wobei aus dem gleichen Grund wie oben Sy # 0 gilt. Daraus folgt
aber

(=)@ 4+ )| =1

also hat jedes z ein Inverses in O.

In Dedekindringen gilt:

Theorem 6.4.
Sei O ein Dedekindring. Dann besitzt jedes von (0) und (1) = R wverschiedene Ideal a von O
eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlequng

a=9yppa...p,
in Primideale von Q.
Zum Beweis benétigen wir zwei Lemmata.

Lemma 6.5.
Sei O ein Dedekindring, a # (0) ein Ideal. Dann gibt es von 0 verschiedene Primideale p1, . . ., P,
mat

pl---prga

Beweis.

Sei M die Menge der Ideale a von O, a # (0), fiir die es keine Primideale py, ..., p, gibt mit
p1...9- € a. Da O noethersch ist, wird jede aufsteigende Idealkette aus 91 stationér, d.h. I
ist beziiglich Inklusion induktiv geordnet. Wire 9 # (), so giibe es nach dem Zornschen Lemma
ein maximales Element a € 9. Da dies kein Primideal sein kann — ein Primideal liegt nicht in
M —, gibt es Elemente by, by € O mit by, by & a, aber b1by € a. Setze

a12(61)+ﬂ Cl2:(b2)+a

Dann gilt

aS aSa aia, Ca.
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Wegen der Maximalitidt von a ist a; € 9, ay & 9. Das heifit, es gibt Primideale

Pr1---Pin &
Po1...Pam € ay

Also
Pi1-- PraP2i..-Pom S aax Ca

im Widerspruch zu a € 9.

Lemma 6.6.

Sei p ein Primideal des Dedekindrings O, K = Quot(Q) und
pt={reKlp O}

(insbesondere gilt O C p~'). Dann ist fiir jedes Ideal a # (0) von O das Ideal

ap~ = { Z azila; €a, z;€p} £a

i endl.

Beweis.

e Ist p = (0), so ist p~! = K. Dann ist aber aK = K # a.
e Sei also p # (0). Wihle a € p, a # 0. Finde mit Lemma 6.5 Primideale

pr...p, C(a)Cyp

mit » minimal.

Dann gibt es ein ¢ € {1,...,r}, so dass p; C p gibt. Denn sonst finde fiir jedes i ein
a; € p; \ p; fiir diese gilt immer noch

ai...ar €p

was fiir das Primideal p nicht sein kann. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei p; C p.
Im Dedekindring ist aber p; auch maximal, also p = p;. » war minimal, also gilt nicht
pa...pr C (a). Finde b € py...p, \ (a). Daher gilt a™'b &€ O. Andererseits ist bp C (a),
also a~tbp C O. Somit gilt a='b € p~L. Damit ist p~! # O.

Sei nun a ein Ideal in O. Da O noethersch ist, ist a endlich erzeugt; {ai,...,a,} sei
ein Erzeugendensystem. Angenommen, es gilte ap~' = a. Wir schlieen daraus fiir jedes
repl:
TOy = Za,-jozj mit a;; € O
J
Sei
A = (20i; — aij)

dann gilt A(ay,...,a,)" =0, also mit Satz 4.4 day = day = ... = da, = 0 fiir d = det A.
Also d = 0, x ist Nullstelle eines normierten Polynoms in O[X], also ganz iiber O. O ist
als Dedekindring ganz abgeschlossen, also x € O. Es folgt p~* = O. Dies wurde oben
aber schon ausgeschlossen, also ist ap™! = a zum Widerspruch gefiihrt.
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Beweis.
[von Satz 6.4]

e Existenz einer Zerlegung in Primideale. Sei
M ={a C O Ideale, a # (0), (1)|a besitzt keine Zerlegung in Primideale}

Wire M # (), schlielen wir wie im Beweis von Lemma 6.5 aus O noethersch auf die
Existenz eines maximalen Elements a € M. a kann kein Primideal sein. Daher gibt es ein
maximales Ideal p von O mit a C p, a # p. Aus Lemma 6.6 folgt

aCaplundp Spp ' CO

Da das Primideal p im Dedekindring maximal ist, folgt pp~! = O. Aus O C p~! schlieBen
wir
aCap ' Cpp ' =0

Ferner ist ap™' # O, sonst hitte man a = ap~'p = p. Da a maximal in M, folgt,
dass ap~! eine Zerlegung ap™' = p;...p, besitzt, aus der die Existenz der Zerlegung
a=app !l =p;...pp von a folgt.

e Eindeutigkeit der Zerlegung. Seien
a=pr---Pr=0q1...Gs (5)
zwei Zerlegungen in Primideale. Nun gilt fiir ein Primideal p und zwei Ideale a, b:
abCp=aCpoderbCp
was wir auch umschreiben
plab = pla oder p|b

Dies sieht man so ein: sonst giibe es a € a\ p und ein b € b\ p; da p ein Primideal ist,
folgt daraus ab & p. Andererseits ist aber ab € ab C p, Widerspruch.

Wir kénnen hier ohne Einschréinkung annehmen, dass p1|qi, also q; C py. Also p; = q1, da
q; als Primideal im Dedekindring maximal ist. Wir multiplizieren dann (5) p; ', beachten
p1p;" = O = und erhalten

Pa...pr=40q2...0s
Induktiv fortfahrend erhilt man die Eindeutigkeit der Zerlegung.

O

Somit hat man fiir jedes Ideal a # (0) in einen Dedekindring O eine eindeutige Darstellung
a=p...pr v, €N

wobei p; paarweise verschiedene Primideale sind und v; € N gilt.
Wir fithren auch noch ein paar vereinfachende Schreibweisen ein, die den Ubergang von
Zahlen zu Idealen vereinfachen: wir schreiben ala fiir a|(a) und (a,b) =1 fira+b=0O

Definition 6.7
Sei K der Quotientenkorper eines Dedekindrings O. Ein gebrochenes Ideal von K ist ein endlich
erzeugter O—Untermodul a # (0) von K.
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Bemerkungen 6.8.

(i) Ist a € K*, so ist (a) := aQ ein gebrochenes Ideal. Es heifit gebrochenes Hauptideal.

(i) Ein O-Untermodul a # (0) von K ist genau dann ein gebrochenes Ideal, wenn es ein
c€ O gibt, c # 0, mit ca C O. Beweis:
Sei a endlich erzeugt, {a,...,a.} ein Erzeugenssystem von Elementen in K. Sei c € O
der Hauptnenner nach 5.8(i). Dann gilt coi; € O, also ca C O.
Seic#0, c€ O mitca C O. Dann ist a Untermodul des zu O isomorphen Moduls ¢ 1O.
Da O noethersch ist, ist a als Untermodul endlich erzeugt.

(iii) Fir gebrochene Ideale definieren wir Schnitt, Summe und Produkt wie fiir Ideale.

(iv) Gebrochene Ideale a mit a C O sind genau die gewohnlichen Ideale von O. Wir nennen
sie auch die ganzen Ideale von K.

Satz 6.9.
Die gebrochenen Ideale des Quotientenkorpers eines Dedekindrings O bilden eine abelsche Grup-
pe, die Idealgruppe Jx von K. Das Finselement ist (1) = O und das Inverse zu a ist

al={zecK: zaCO0O}

Beweis.

e Assoziativitdt, Kommutativitéit und a(1) = aO = a ist klar.

e Sei p ein Primideal. Nach Lemma 6.6 ist p & pp~', also pp~! = O, da p im Dedekindring
maximal ist. Ist @ = p; ... p, ein ganzes Ideal, soist b = p;*...p; ! das Inverse zu a. Denn
wegen ab = O ist nach Definition von a~! sicher b C a~!. Ist umgekehrt € a™!, so gilt

xaCO |
damit zab C b. Wegen ab = O also x € b. Somit gilt b = a1,

e Ist a ein gebrochenes Ideal, so gibt es ¢ € O,c # 0, so dass ca C O gilt. Also ist ca ein
ganzes Ideal. Somit ist (ca)™ = ¢ 'a™! das Inverse zu ca. Auch fiir gebrochene Ideale ist
aa~! = 0.

O

Korollar 6.10.
Jedes gebrochene Ideal a eines Dedekindrings besitzt eine eindeutige Produktdarstellung

a= H pVP(a)
p

mit v, € Z und v, = 0 fiir fast alle p. Mit anderen Worten: die Gruppe J ist die freie abelsche
Gruppe iiber der Menge aller Primideale.

Beweis.

Nach Bemerkung 6.8(i7) ist fiir ein gebrochenes Ideal a und geeignetes ¢ das Ideal ca ein ganzes
Ideal. Also a = (ca)(c)™'. Jedes gebrochene Ideal ist also Quotient ganzer Ideale, die nach
Theorem 6.4 eine eindeutige Zerlegung in Primideale besitzen. O
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Bemerkungen 6.11.
Wir halten Eigenschaften der Exponenten v, fest:

(i) vp(ab) = vy(a) + v,(b)
(i) b C O < u,y(b) >0

iii) a C b < vy(a) > v,(b) Denn in der Tat ist a C b dquivalent zu ab™! C O. Wende dann
b b
(1) und (i1) an.

(iv) v(a+b) = min(yp(a), Vp(b)> Denn a C a+b, nach (iii) folgt vy(a) > vy(a+b) und analog
fiir b. a4 b ist dann das kleinste Ideal, das a und b enthdlt.

(v) rp(a16) = sup(14(a), 1(6) ) -
Definition 6.12

(i) Mit Py werde die Untergruppe von Jy bezeichnet, die aus den gebrochenen Hauptidealen
besteht, (a) = aO mit a € K*.

(ii) Die Faktorgruppe
Clg = Jk/ Pk

heifit Idealklassengruppe, kurz Klassengruppe des Korpers K.

Bemerkungen 6.13.

(i) FEin Dedekindring ist genau dann prinzipal, wenn seine Idealklassengruppe trivial ist.
(i1) Man hat die exakte Sequenz
00— 0" — K — Jx —Clx —0
a— (a)

das heifst, dass die Einheitengruppe O* den Verlust, die Klassengruppe Cly die Ausdeh-
nung beim Ubergang von Zahlen auf Ideale beschreibt.

Unser néchstes Ziel ist die Untersuchung der Objekte O* und Clx. Wir werden zeigen, dass
fiir Zahlkorper die Klassengruppe Clg endlich ist.

7 Gitter

Wir haben Z[i] als Menge von Gitterpunkten in der komplexen Zahlenebene betrachtet. Dies
wurde von Minkowski (1864-1909) auf alle Zahlkorper verallgemeinert. In der &lteren Literatur
wird dies manchmal als “Geometrie der Zahlen” bezeichnet. Heute hat man allerdings andere
geometrische Vorstellungen von einem Zahlkorper. Diese werden in Ansédtzen im letzten Kapitel
dieser Vorlesung skizziert.

Definition 7.1
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(i) Sei V' ein n—dimensionaler reelle Vektorraum. Ein Gitter in V' ist eine Untergruppe der
Form
I'=Zvi+...4+ Zv,

mit linear unabhéingigen Vektoren vy, ... vy, von V. Das m—Tupel (v, ..., v,,) heifit eine
Basis und die Menge

(I):{£1U1+...+xmvm|xi eER 0<z < 1}
eine Grundmasche des Gitters.

(ii) Das Gitter heifit vollstéindig oder eine Z-Struktur von V', wenn m = n gilt.

Wir bemerken, dass ein Gitter I" genau dann vollsténdig ist, wenn (J (¢ +v) =V gilt.
yel’
Definition 7.2
Sei G C V eine Untergruppe des n-dimensionalen R—Vektorraums V. Dann heiit G
diskrete Untergruppe, wenn alle v € G isolierte Punkte von V sind. Das heiBt: fiir jedes v € G
gibt es in der R-Topologie von V' eine Umgebung U, C V' mit

GNU, = {7}

Dies fiihrt auf die folgende basisabhingige Charakterisierung von Gittern:

Satz 7.3.
FEine Untergruppe I' TV, V 2 R" ist ein Gitter genau dann, wenn I diskret ist.
Beweis.
e Sei I' = Zvy + ... + Zv,, ein Gitter von V und {vy,...,Um, Ums1,-..,0,} eine Basis von
V. Fir
7:Zaivi el aqcZ
i=1
ist

UVZ{Z.TZ’UZH(ZZ—.CEJ<1 Z:L,m}
=1

eine solche Umgebung.

e Umgekehrt sei I' eine diskrete Untergruppe von V und V; der von I' in V' aufgespannte
Vektorraum. Setze
m:=dim Vo <n

Sei {uy,...,u, € T} eine Basis von V. Dann ist
Fg::Zul—i—...—i—Zum QF

ein vollstéandiges Gitter in Vj.
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e Wir behaupten, dass der Index [I" : I'g] endlich ist. Denn sei {v;} ein Reprisentantensy-
stem von I'/Ty. Da 'y im V; vollstéindig ist, kénnen wir schreiben

Yi = Wi + Yoi

mit p; € ¢ in der Grundmasche von I'y und ~y; € I'g. Da die p; diskret in der beschrénk-
ten Masche @ liegen, muss ihre Anzahl endlich sein.

e Sei nun g := [[': ['y], dann ist ¢I" C T'y. Daher
1 1 1
PC-ToCZ(zu)+.. +Z(=um)
q q q

Nach dem Hauptsatz 5.12 iiber endlich erzeugte Z-Moduln besitzt I' eine Z-Basis
{v1...v.}, in der Tat r = m wegen I'y C T'. Also I" = Zvy + ... + Zv,. Die {v;} sind
iiber R linear unabhéngig, da sie Vj aufspannen. Also ist ' ein Gitter.

Lemma 7.4.
FEin Gitter I' in V' ist genau dann vollstindig, wenn es eine beschrinkte Teilmenge M C V' gibt,
deren Verschiebungen V iiberdecken,

V=W +79)

yel

Beweis.

e Ist I' vollstdndig, so wihle fiir M die Grundmasche.

e Fiir die Umkehrung sei V[ der von I' aufgespannte Unterraum von V. Sei v € V. Da die
Verschiebungen V' iiberdecken, finde fiir jedes n € Z

nv = Ap + VYn

mit a,, € M und v, € I'. Da M beschrénkt ist, ist %an Nullfolge. Somit gilt

1 1
v= lim —a, + lim —y, = lim —y, € V{ ,
n—oo N n—oo N, n—oo N

da Vj abgeschlossen ist.

Definition 7.5

(i) Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber R mit sym-
metrischer, positiv definiter Bilinearform <,>:V x V — R.
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(ii) Wir haben auf V' einen Volumensbegriff — genauer ein Haarsches MaB. Sei {ei, ..., e,}
eine Orthonormalbasis. Fiir n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v,

v; = Z a;je;
hat dann das Parallelepiped
D(vy,...,0n) ={x1v1+ ...+ z0] x; ERO < x; < 1}
per definitionem das Volumen
vol(P) = | det(ay;)|
Um einen basisunabhéngigen Ausdruck fiir das Volumen zu bekommen, betrachten wir
(v 05) = Y agazler, er) = (AAT);
mit A = (a;;), woraus folgt
vol(®) = | det(vy, v;)|"/?

(iii) SeiI' ein vollstandiges Gitter in V mit Grundmasche ®. Dann setzen wir vol(I") = vol(®).

Dies ist unabhéngig von der Wahl der Gitterbasis: eine Ubergangsmatrix und ihr Inverses

haben ganzzahlige Koeffizienten, also Determinante +£1. Das Volumen der Grundmaschen
ist daher gleich.

Definition 7.6
Eine Teilmenge X von V = R" heifit zentralsymmetrisch, falls mit x € X auch —x € X gilt;
sie heifit konvex, falls mit x,y € X auch

{ty+(1—tz, 0<t<1}C X
gilt.
Satz 7.7 (Minkowskischer Gitterpunktsatz).

Sei I" vollstindiges Gitter in einem endlichen Vektorraum V, dimV = n. Sei X eine zentral-
symmetrische, konvexe Teilmenge von V. Ist dann

vol(X) > 2"vol(T")
so enthdlt X mindestens einen von Null verschiedenen Gitterpunkt.

Bewelis.

e Es geniigt zu zeigen: es gibt zwei verschiedene Punkte 71,7, € I' und

1 1
(X +n)N(Gx+) #0
Denn fiir einen Punkt in Durchschnitt gilt
1 1

STt =Tty Ty, € X

Daher ist der Punkt v = v — 5 = %(ZEQ — x1) der Mittelpunkt der Strecke von z,
nach —z; und, weil X zentralsymmetrisch und konvex ist, in X. Andererseits ist wegen
Y1 # V2,7 € I' der Punkt ~ ein von Null verschiedener Gitterpunkt.
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e Wiren die Mengen %X -+ paarweise disjunkt, so auch ihre Schnitte mit der Grundmasche.

Daher

vol(®) > " wol <<I> N (%X + 7))

vel

= Zvol<(<1> — )N %X)

r .
Ve Translation um —vy

Nun iiberdecken die Verschiebungen ® — ~ mit v € I" ganz V| also folgt
1
vol(P) > vol(EX) = 2""vol(X),

in Widerspruch zur Annahme an vol(X).

8 Minkowski—Theorie

Betrachtung 8.1.
Sei K ein algebraischer Zahlkérper, n = [K : Q] und

7. K—=C i1=1.n

die n verschiedenen komplexen Finbettlungen.
Betrachte alle Einbettungen gleichzeitig:

j: K — K¢ := H(C
ar jla) = (ta), = (a);
Wir versehen den C—Vektorraum K¢ mit einer hermetischen Metrik

<I7 y> = Z TrYr

Es gilt (-,y) ist linear, (x,y) = (y,x) und (z,z) > 0 fir x # 0.

Betrachtung 8.2.
Die Galoisgruppe G(C/R) wird erzeugt durch komplexe Konjugation

F:z—2z

G(C/R) operiert auch auf den Faktoren C von K¢, aber auch auf Homg(K,C) = {m,...

(1: K—=C)w (7: K — C mit 7(z) = 7(2)) .
Also liefert F' eine Involution (F z); = Z-. Fir das hermitescheProdukt gilt

(Fz, Fy) = F(x,y)
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Betrachtung 8.3.
Wir betrachten auf K¢ die Linearform

tr: K@—>(C

(2r)r > >y

Sie ist invariant unter F': tro F' = F o tr und

KﬁchC
7 r

ist die tibliche Spur von K/Q, trig(a) = tr(j a) fir alle a € K.

Betrachtung 8.4.
Sei Kp = K& = [[]

T(C]Jr der unter F' invariante Teilraum von K¢, d.h.

KRZ{ZEKc|Z7——:§T}
Fiir ein a € K gilt
a: =7(a) =7(a) =a; ,
also F(ja) = ja. Also liegt das Bild von K im Unterraum Kg:
j K — KR

Sei (-,-) = (-, )r : Kgr x Kg — R die Einschrinkung des hermiteschen Produkts auf den
R-Vektorraum Kg. Es nimmt seine Werte in R an, denn x,y € Kg tmpliziert (x,y) € R, da
F(z,y) = (Fz, Fy) = (x,y) gilt. Ferner gilt fir z,y € Kg

() = (y,2) = (y,2) ,

so dass Ky ein euklidischer Vektorraum ist. Er heifit Minkowski—Raum. Das Skalarprodukt heifst
kanonische Metrik, das zugehdrige Volumen das kanonische Mafs. Wegen tro F' = F o tr haben
wir eine R—Linearform

tr: K]R — R
Fir alle a € K gilt try)g(a) = trj(a).

Definition 8.5
Sei Homg(K,C) = {m,...,7,}. Die Einbettungen p, ..., p, aus Homg(K,C) mit Bild in R,

pi: K —R
heiflen reell, die nicht reellen heifien komplex. Die letzteren gruppieren sich in Paaren
01,01,...,05,05: K —C
Offenbar ist n = r + 2s. Es ist

K = {(27) € Kclz, €R, 25 = Z}
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Satz 8.6.
Es gibt einen Isomorphismus von reellen Vektorrdiumen

fiEKp — [[R2R

(zr) = (z7)

mit v, = 2, T, = Rez, x; = Imz,, wobei o nur iiber Reprisentanten von Paaren konju-
gierter Einbettungen lduft. Die kanonische Metrik ergibt das Skalarprodukt

(2,9) = Y arz.y

mit a, fir T reell, a, = 2 fir v komplez.
Beweis.
Die Isomorphie ist klar. Seien
(z7) = (zr +iyr) () = () +1y,) € K.
Wir rechnen
ZpZp = Tply
und o
2o2l + 2525 = 252 + Zo2 = 2Re 2,2, = 2(x,7) + 257})

Bemerkungen 8.7.
Das kanonische Maf auf Kr unterscheidet sich vom Lebesque—Maf auf R™2 durch einen Fak-
tor, Volyan(X) = 2°00l Lepesgue (X).

Satz 8.8.
Sei a # 0 ein Ideal von Ok, so ist I := ja ein vollstindiges Gitter in Kg mit Grundmaschen-

volumen
vol(I') = /|dk|[O : q]
Beweis.
Da Z prinzipal ist, existiert nach Satz 5.13 ein Z—Basis aq, ..., «, von a.

Seien 7y ...7,. K — C die verschiedenen Einbettungen. Betrachte die Matrix A = (1;;). Es
ist

d(a) =d(ay,...,a,) = (det A)2 =0 a]2d((9K) =10 a]2dK
nach Satz 5.16. Andererseits ist
(jou, jou) = ZTlOéz’T_zOék = (AA")i
l
und somit nach Definition 7 (ii)

vol(T) = |det(jay, ja)|V? = |det A| = [Ok : a]\/|dx]
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Satz 8.9.
Sei a # 0 ein ganzes Ideal von K und ¢, >0, 7 € Homg(K,C), reelle Zahlen mit ¢z = ¢, und

IIe > <%>S\/@[0K :af

Dann gibt es ein a € a, a # 0 mit |Ta| < ¢, fir alle T € Homg(K,C).

Beweis.
Die Menge X = {(z;) € Kg| |2;| < ¢;} ist zentralsymmetrisch und konvex. Betrachte wieder

fiEKx —[[R
() = (a,)
mit r, =z, x, =Rez, x5 =Imzs. Dann ist
FX) = {(z;) € [[ R |z,| < cpy 22 + a2 < 2}
Nach Bemerkung 8.7 gilt
vol(X) = 2°v0l Lepesgue f(X) = 2° H 2¢, H 2 = 21" H cr
P 4 4

aus jedem Paar eines

Mit Hilfe von Satz 8.8 und der Annahme folgt

vol(X) > 25+T7T52—\/ |dk|[O = a] = 2"vol(T)

ﬂ-S

Nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz 7.7 enthélt X einen Punkt von I' ungleich Null. Es
gibt also ein a € a, a # 0 mit ja = (a,) € X, also

ja-] = |7(a)] < e

Wir brauchen auch eine multiplikative Version der Minkowski-Theorie.

Betrachtung 8.10.
Betrachte den Gruppenhomomorphismus

j: K — K¢ ::1_[(:X

Wir fiihren auch die Normabbildung

N: Kg—C*

(z7) — HZT )

ein. Dann 1st
NK/Q(a) = N(ja) fiira € K*
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Um ein Gitter, also eine additive Gruppe, zu erhalten, betrachten wir Logarithmen:

[: ¢ — R
z —  log|z|

und erhalten einen surjektiven Homomorphismus

2 K — [[R.

Es ergibt sich das folgende kommutative Diagramm:

K — K 5 [IR

T

| o L
Q< — C* —5 R
Auf allen Gruppen des Diagramms operiert wieder die Galoisgruppe durch F':
o auf K* trivial
o auf K wie zuvor
o auf v = (z,) € [[ R durch (Fz); = z-.
Es gilt offenbar
Foj=j Fol=IloF NoF=FoN tro F' = tr,

d.h. alle Morphismen sind G(C/R) Morphismen. Wir kénnen daher zu den Fizgruppen tberge-
hen:
K* —L K — [[IR]*

sl v e
Q¥ —— R* —l> R
Wir beschreiben den R-Vektorraum [[[. R]™ explizit:
Homg(K,C) ={p1,...,pr,01,01,...,0,05}

TR =]]®x J]IR x R

P o]

Damit

Nun identifizieren wir

R x Rt = {(z,2) e R®*} > R
(x,x) — 2x

Also [[[, Rt = R™*, wobei
tr : [H Rt — R

tibergeht in die Summe der Koordinaten.

LKy — ([ R

45



geht tber in
[ KX — R
[(z = (log |z, |,...,log|z,,|,log 126, %, .. )
tirx € K C CX*. Insgesamt qilt
R T g )

KX Lky LR

a > (log|pal, ..., logloal?).

9 Die Klassenzahl

Es soll gezeigt werden, dass die Idealklassengruppe Clxy = Jg/Pk eines algebraischen
Zahlkorpers endlich ist.

Definition 9.1
Sei a # (0) ein Ideal in Og. Dann heifit

die Absolutnorm von a.

Bemerkungen 9.2.
(i) Die Absolutnorm ist nach Satz 5.16 endlich.

(i) Ist a = (a) ein Hauptideal, so gilt
N((a)) = [Ni/o(a)|

Nach Satz 5.16 existiert eine Z—Basis von Ok, {w1,...,wy}. Dann ist {aw,, . .., aw,} eine
Z—Basis von aOg. Ist A die Ubergangsmatriz

aw; = E aijwj s
J

so ist nach Satz 5.12
|NK/Q(CL)} fo. |detA| = [OK . Cl] .

(iii) Ergeben Betrachtungen fiir das Nullideal keinen Sinn — wie hier—, so ist es stillschweigend

ausgeschlossen.
Satz 9.3.
Ist a = p* ... p% die Primzerlegung eines Ideals a # 0, so gilt
N(a) = N(p1)" ... N(p,)"”
Beweis.
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e Nach dem chinesischen Restsatz 2.13 gilt

Ok /a = @ Ox v}

Wir kénnen uns also auf den Fall a = p” zuriickziehen.

e In der Kette
pOp>D...0p"

ist wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primideale p® # p**t.
Behauptung: p’/p‘™! ist ein O /p—Vektorraum der Dimension Eins. Sei a € p* \ p**,
dann gilt fiir das Ideal b = p*™! + (a)

piob 2 pitl
Wir multiplizieren diese Inklusion in der Idealgruppe mit p~¢ und erhalten:
O=pipiDbp Dptlpi=p

Das Primideal p ist im Dedekindring maximal. Daher gilt O = bp~, also b = p’. Somit
ist @ mod p‘T! eine Basis von p’/p*tt. Es folgt sofort die Isomorphie p’/p**t = Ok /p,
also gilt

N(p”) =[Ok :pllp:p?]. .. [p" " p¥] =
=[Ok :p]” =N(p)”

Korollar 9.4.
Seien a,b # 0 Ideale, so gilt
N(ab) = N(a)N(b)

Wir setzen die Normfunktion auf die gebrochenen Ideale fort durch

N JK—>R1

Diese Fortsetzung ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 9.5.
Sei a # 0 ein Ideal in Og. Dann gibt es ein a € a, a # 0 mit

Moo < (2) Viakn

Beweis.
Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wiihle positive reelle Zahlen ¢, fiir alle 7 € Homg(K,C) mit ¢, = ¢-

und I (2) Vidda +=
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Nach Satz 8.9 finden wir a. € a, a. # 0 mit |Ta.| < c,. Also gibt es fiir alle ¢ > 0 ein a. € a mit

\NK/@(GE)\ < (%)S\/ |dg |9 (a) + €.

Da die Norm nur ganzzahlige Werte annehmen kann, muss es ein a € a, a # 0 mit der
genannten FEigenschaft geben. O

Theorem 9.6 (Endlichkeit der Klassenzahl). Die Idealklassengruppe Clx = Jx Pk ist end-
lich. Ihre Ordnung
hkx = |Clk|

heifit Klassenzahl des Korpers K.

Beweis.

e Ist p # 0 ein Primideal von Ok, so ist p N Z ein Ideal von Z. Wegen
p+Z/p=Z/pNZL

ist der Quotient integer, also p N Z = (p) mit p prim; im Beweis von Satz 6.3 sahen
wir p N Z # (0). Da Ok eine Ganzheitsbasis besitzt, ist Ok /p endliche Erweiterung von
Z/(p) = F, mit grad f > 1. Daher gilt M(p) = p/ mit einem geeigneten f (vergleiche
auch Beispiel 12.5).

o Fiir eine feste Primzahl p € Z gibt es nur endlich viele Primideale p mit p N Z = (p).
Denn daraus folgt

pOK - P,
also p| pOx = p*...pJr

Zusammengenommen zeigt dies, dass es fiir jedes M € R nur endlich viele Primideale p
mit N(p) < M gibt. Da jedes Ideal a von Ok eine Darstellung

a=p...pr v; >0

besitzt und M(a) = [[N(p;)" gilt, gibt es fiir jedes M € R auch nur endlich viele Ideale
mit N(a) < M.

e Es geniigt daher zu zeigen: jede Klasse [a] € Clk enthélt ein ganzes Ideal a; mit

) <1 = (2) Vi

Sei a ein beliebiger Représentant der Klasse. Wegen Bemerkung 5.8(7) gibt es v € Ok \ {0}
mit
b:=~vya!C Ok

Nach Lemma 9.5 gibt es a € b, o # 0 mit

|Nijo(a)| < MN(b)
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Daher gilt

M > |Nijo(e)|9(b) " = N((a)b™") =
= ’ﬁ(ozb_

—_
~—

Setze
a=ab'=aytacd ,

da ay™! € K*. Offenbar ist die Abschiitzung M(ab™') < M erfiillt; ferner folgt aus a € b,
auch (a) C b, also (a)b™! C bb™! C Ok, was heiit, dass ab™! ist ein ganzes Ideal ist.

Bemerkungen 9.7.

(i) Die Endlichkeit der Klassenzahl besagt, dass der Ubergang von Zahlen zu Idealen nicht
ins Uferlose fiihrt. Ist insbesondere hy = 1, so ist Ox Hauptidealring.

(i) Im allgemeinen ist hx > 1. Fiir imagindr-quadratische Zahlkérper K = Q(\/E) mit d <0
quadratfrei gilt

hiw=1ed=—1,-2-3,—7,—19,—43, —67, —163, —11

Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Zahlkdrper mit hx = 1 gibt. Die Berechnung
von Klassenzahlen ist ein schwieriges Problem.

(1ii) Wir skizzieren kurz die Beziehung zum grofien Fermatschen Satz iiber ganzzahlige Lisun-
gen der Gleichung
yP = 2P — P

mit p prim. Diese Gleichung schreibt sich mit Hilfe einer p-ten Einheitswurzel ¢, in der
Form

Y=F—-2)(z—(r)...(2 — Cg’lx)

Ist h, = hqge,) = 1, so erhdilt man einen Widerspruch zur eindeutigen Zerlegbarket.
Kummer zeigte, dass schon pt hp ausreicht, um einen Widerspruch zu erzielen.

10 Der Dirichletsche Einheitensatz

Unsere zweite Aufgabe ist die Beschreibung der Einheitengruppe Oj des Ringes der ganzen
Zahlen eines Zahlkorpers K. Offenbar gilt

wK) <Ok

wobei p(K) die endliche Gruppe der Einheitswurzeln ist, die in K liegen. Im allgemeinen ist
Oj aber nicht endlich. Sei r die Anzahl der reellen Einbettungen: p : kK — R und s die Anzahl
der Paare komplex konjugierter Einbettungen

0,0 K —C
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Betrachtung 10.1.
Wir erinnern an die multiplikative Version der Minkowski—Theorie, insbesondere an das kom-
mutative Diagramm aus Betrachtung 8.10:

K* —Ls kX —L s [[IR]

T

NK/QJ/ lN ltr

Q* — RX — = R

Set
Ox = {e€Ok|Nkgple) =+1} < K~ Finheitengruppe
S = {ye Kg|N(y) ==x1} C Ky Norm Eins Hyperfliche (6)
+ +
H = {z¢€ [HT R} | tr(z) =0} C [HT R} Spur 0 Hyperebene

Wir betrachten die Abbildung .
A O 8- H
und setzen

['=XOg)cH

Satz 10.2.
Die Sequenz

1—>M(K)—>(9}X(A>F—>O
ist exakt, d.h. ker A = u(K).

Bewelis.

e Sei ¢ € Of mit A(e) = 0. Dann ist |7e| = 1 fiir alle Einbettungen 7 : K — C. Die
Punkte je = (7¢), liegen in einem beschréinkten Bereich von Kg und im Gitter j(Ok).

Somit ist ker A endliche Untergruppe von K* und besteht daher aus Einheitswurzeln:
ker A C u(K).

e Sei umgekehrt ¢ € pu(K) und 7: K < C eine Einbettung. Dann gilt:
log|r¢| =logl =0 |,

also p(K) C ker \.

Lemma 10.3.
Bis auf Assoziierte gibt es nur endlich viele Elemente a € Ok mit gegebener Norm | Nk g(o)| =
a.

Beweis.
Sei a € Z. Wir zeigen, dass es in jeder Nebenklasse von Ok /aOk bis auf Assoziierte hochstens
ein Element der Norm a gibt. Denn seien «, § solche Elemente,

B=a+ay 7€k
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Dann ist

N
@_1.NB)
g g
wegen %ﬁ) € Ok liegt auch 3 € Ok und dhnlich g € Ok. Also sind « und f assoziiert.
Daher gibt es hochstens [Ok : aOk]| viele Elemente der Norm a. O

Satz 10.4.
Die Gruppe T ist ein vollstindiges Gitter im (r + s — 1)—dimensionalen R—Vektorraum H, also
T =~ ZH_S_l.

Bewelis.

e Wir zeigen zunéchst, dass I' = A\(O};) ein Gitter in H, also eine diskrete Untergruppe von
H ist. Esist A : O — H die Einschréinkung von

K —TJlc* -5 TIRr
e
auf Q. Also reicht es, zu zeigen, dass der beschriinkte Bereich

Xe=A{(z:) € HR| 2| < c}
fiir jedes ¢ > 0 nur endlich viele Elemente von I' = [j(O}) enthélt. Betrachte dazu
Vo= = {eo e [ler e <l < )
Dieser Bereich ist beschrinkt und enthélt nur endlich viele Punkte von j(Oj), da dies
eine Untermenge des Gitters j(Of) ist. Also ist I' ein Gitter in H, und offenbar

dimRH:dimR[HR]+ —1l=r+s-1

e Die eigentliche Aussage ist: I' ist ein wollstindiges Gitter in H. Nach Lemma 7.4 miissen
wir zeigen: es gibt eine beschrankte Menge M C H mit

H={J(M+7)

vyer

Dazu reicht es, zu zeigen: es gibt eine beschrinkte Menge T' C S mit

S = UT-js

€0k

Denn
(Tje) =UT)+1j(e) mit [je € I’
Setze dann
M =1UT),
und es gilt
H=| M+,
ver

51



wobei auch M beschrinkt ist: sei z = (z,) € T, also

HxTzl

Somit gilt 0 < b < |z,| < a fiir unabhéngige Konstanten a, b, so dass {(T") beschréinkt ist.

e Seien ¢; > 0 fiir 7 € Homg(K, C) reelle Zahlen mit ¢, = ¢; und
2 S
= > — d
oIl (3) vind

Sei
X = {(ZT) € Kg| |z < CT}

Sei y = (y,) € S beliebig, dann haben wir
Xy = { () € Kal || < &}
mit ¢, = ¢;|y,|. Es gilt weiterhin ¢. = ¢, und
[1¢ = Lo Tl = TTe = .
T T T t

da (y,) in der Norm-Eins-Hyperfldche liegt. Wegen Satz 8.9 gibt es a € Ok, a # 0, mit

(ra), € X, .
Lemma 10.3 erlaubt es uns, Elemente aq,...,ay € O «; # 0 zu finden, so dass jedes
a € Ok mit Norm kleiner gleich C' zu einen der «; assoziiert ist.
Setze N

T:=5nN UXj(ozi)_l
i=1

Mit X ist auch Xj(a;)~! beschrinkt, also ist auch T beschrénkt. Wir behaupten

Denn sei y € S. Nach Satz 8.9 gibt es a € Ok, a # 0 mit ja € Xy, also ja = xy~! mit
r € X. Wegen
|Nija(a)] = [N(zy™)| = [N(z)| < C

ist a assoziiert zu einem der «;: o; = ca mit € € Of. Daher

y=x(ja)”" = xj(a;e)

Nunist y € S, j(e) € S
zj(a;t) € SN Xj(e) ' CT

Also y € T'j(e), was zu zeigen war.
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Theorem 10.5 (Dirichletscher Einheitensatz). Die Einheitengruppe O von Oy ist das di-
rekte Produkt der endlichen zyklischen Gruppe p(K) und einer freien abelschen Gruppe von
Range r 4+ s — 1:

O}x{ o N(K) @Zrﬁs‘fl

Beweis.
In der exakten Sequenz

1 u(K) = 0F 25T =0
ist nach Satz 10.4 I" eine freie abelsche Gruppe von Rang r+s—1. Ist vy ... v, 1 eine Z—Basis

von I', so wihle Urbilder ¢; in Oj;. Sei A die von ¢; erzeugte Untergruppe: A vermittelt eine
Isomorphie

AT
A
Also gilt u(K)N A= {1} und somit O = u(K) x A. O
Bemerkungen 10.6.
(i) Es gibt also r+ s — 1 Grundeinheiten e1, ..., e, die aber nicht eindeutig bestimmt sind, so

dass jede Einheit € € Oy sich eindeutig schreiben lisst als

e=C(ep ...
mit ¢ € u(K) und v; € Z. Der Dirichletsche FEinheitensatz liefert eine vollstindige Be-
schreibung der Einheitengruppe als abstrakte endlich-erzeugte abelsche Gruppe. Sie als
konkrete Untergruppe von K zu beschreiben, erfordert die Angabe von Grundeinheiten:
dies ist im allgemeinen ein sehr schwieriges Problem.

(ii) Die FEinheitengruppe ist genau dann endlich, wenn r +s—1 =0 gilt. Istr =1, s =0,
so folgt n = [K : Q] = 1, also K = Q. Andernfalls ist K ein imagindr-quadratischer
Zahlkorper: K = Q(vd) d < 0, quadratfrei. In diesem Fall ist O} = {1}, aufer fiir

K=Q@) 0f={+l,+i}~27,
K = Q(v=3) O§:{<1+Tm)jj:o,...,5}gzﬁ

(iii) Fiir einen reell-quadratischen Korper K = Q(v/d) mit d € N quadratfrei ist
Op ={£1} xZ

Die Untergruppe der positiven Einheiten hat genau einen multiplikativen Erzeuger > 1,
die fundamentale Einheit. Denn mit x € O} sind auch —x, 2~ und —z~' Einheiten und
nur die grofite davon ist — fiir x # 1 — grofler als Eins. Die Einheiten —x, 271, —x, —x~!

sind von der Form

+atbVd

diejenigen > 1 also als die grifite mit a > 0 und b > 0.
Fiir eine Einheit gilt
N(z) = a* — b*d = +1
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Im Fall d =2,3 mod 4 sind a,b € Z. Man findet die fundamentale Einheit folgenderma-
Ben: in der Folge {b*d} nehme man die erste Zahl, die zu einer Quadratzahl benachbart
ist. Als Beispiel betrachten wir d = 7. Die Folge bd* hat die Werte 7,28,63, und in der
Tat ist wegen 63 = 64 — 1 die Zahl 63 benachbart zu einer Quadratzahl. Wir finden also
b =3, a=8. Die fundamentale Einheit ist € =8 + 3VT .

Betrachtung 10.7.
Durch die Identifizierung [[[ Rt = R™* wird H Unterraum des euklidischen Vektorraums
R™5 also selbst euklidischer Raum. Wir wollen das Volumen der Grundmarsche von

'=\NOx)CH
berechnen. Sei e1,...,e, mitt =r + s — 1 ein System von Grundeinheiten. Sei
]' r+s
/\0: (1,,1)€R

Jrts

Ao hat Linge 1 und steht senkrecht auf der Spur 0 Hyperebene:

1 1
— hi = ——=trh =0
\/r—l—s; \/'r+5r

< Ao, h >=

Damat 1st mat

Mei) = (&) - - Aga(ei)) € RF

das Volumen

volg: (A(OF)) = volgee1 (< Ao, A(e1) ... A(gr) >)

)\01 )\1 (51) Ce )\1 (Et)
=ddet | : : (7)
A0t+1 )\t+1(€1) cee )\t+1(€t)

Satz 10.8.
Es ist volge ()\((9}})) = /" + sR, wobei R der Determinantenbetrag eines beliebigen Minors von
Rangt =1+ s —1 der Matrix

/\1(51) Ce )\1(8,5)

)\t+1(51) )\t+1(€t)

ist. Die Zahl R heifit Regulator des Korpers K.

Beweis.
Addiere in (7) alle Zeilen zu einer beliebigen, aber festen Zeile. Es ergeben sich in dieser Zeile
lauter Nullen, aufler in der ersten Spalte, in der y/r + s steht. O

11 Erweiterungen von Dedekindringen

Wir wollen nun einen Uberblick iiber die Primideale eines algebraischen Zahlkérpes bekommen.
Sei K ein Zahlkorper, Ok der Ring der ganzen Zahlen und p # 0 ein Primideal.
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Dann haben wir gesehen, dass pNZ = (p) gilt. Es folgt p O pOk, also p|pOk. Es ist daher zentral
zu verstehen, wie pOf in Primideale zerfallt. Wir untersuchen gleich die folgende allgemeinere
Situation:

Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A) und L eine endliche Korpererweiterung von K. O sei
der ganze Abschluss von A in L.

Satz 11.1.
(i) O ist ein Dedekindring.
(ii) Jedes Ideal von O, insbesondere O selbst, ist endlich erzeugter A—Modul.

Beweis.
Hier nur fiir den Fall char K = 0 oder |K| < oo.

e Als ganzer Abschluss ist O wegen 4.10(i7) ist ganzabgeschlossen.

e Sei{ay,...,q,}eine Basis von L/K mit d := d(ay, ..., a,) # 0, vgl. Satz 5.7. Wir withlen
a; € O und folgern aus Lemma 5.9

(05} (67
OCA—+.. +A—=M
<A +...+ p
M ist endlich erzeugter A-Modul und daher nach Satz 3.11(i7) noethersch. Jedes Ideal
a von O ist in M enthalten und daher endlich erzeugter A-Modul, und damit erst recht
endlich erzeugter O—Modul: man nehme einfach das A-Erzeugendensystem, das natiirlich
auch O-Erzeugendensystem ist. Also ist O noethersch.

e Sei P ein Primideal von O, P # 0. Setze p = A N*P. Da p maximal im Dedekindring
A ist, ist A/p ein Korper. Der Integritéitsring O/ ist ein endlich-dimensionaler A/p—
Vektorraum und daher ein Kérper: die Multiplikation mit jedem Element z € O /B, & #
0, ist ein injektiver Endomorphismus, daher surjektiv, so dass Inverse existieren.

Bemerkungen 11.2.
Sei p ein Primideal von A, p # 0 und p # A. Dann gilt pO # O.

Beweis.
Da im Dedekindring A die Zerlegung in Primideale eindeutig ist, gibt es ein Element 7 € p\ p%.
Dann ist 7A = pa mit p fa, also p + a = A. Finde eine Zerlegung

1=0+s

mit b € p, s € a. Dann ist s & p, da sonst p = A. Also

spCpa=7A
Wiire pO = O, so wiirde folgen
sO = spO C 7O
Damit finden wir aber s = 7x mit x € O N K = A, da A ganzabgeschlossen in K als
Dedekindring. Es folgt s € (7) C p, also ein Widerspruch. O
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Sei p # (0) ein Primideal von A; es zerféllt im Dedekindring O in eindeutiger Weise in ein
Produkt von Primidealen

poO =P ... P,

wobei 3, paarweise verschiedene Primideale von O sind und e; > 1 gilt. Die Primideale
Py ... B, von O sind genau die Primideale von O, fiir die PN A = p gilt:

e gilt PN A=p,soist pO=(PNAO CP, also P| pO.

e gilt B| pO, so folgt pO C P, uns damit p C P N A. Da aber p maximal in A ist, folgt
sogar p =P N A.

Wir fithren auch noch die folgenden Schreibweisen ein: | p, P liegt iiber p, P teilt p. P ist
Primteiler von p in O.

Definition 11.3
Mit obigen Bezeichnungen heifit

e ¢(B;/p) = e; Verzweigungsindex von B; iiber p.

e Der Korpergrad f(B;/p) = fi = [O/B; : A/p| heiBit Restklassengrad oder Tréigheitsgrad
von *B; iiber p.

Satz 11.4. (fundamentale Gleichung)
Sei char (K) = 0 oder |K| < oo, n = [L/K] und p Primideal von A. Betrachte wie oben die
Zerlegung

PO = PP
Dann gilt

r

Zeifi =n

i=1
Je kleiner also die Trigheitsgrade f; sind, desto fleifiger zerfillt das Primideal p von A in
Primideale von O.

Bewelis.

e Aus dem chinesischen Restsatz 2.13 folgt
O/p0 = P O/P;
i=1

Alle Groflen sind x := A/p—Vektorrdume. Wir behaupten
dim, O/pO =n dim, O/B7 = e fi

woraus die fundamentale Gleichung folgt. Nach 11.1(i7) ist O endlich erzeugter A-Modul,
also sind alle Dimensionen endlich.
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e Seiw,...,w, eine k-Basis von O/pO und seien w; Reprisentanten von w; in O. Es reicht
aus zu zeigen, dass wy, ..., w,, eine Basis von L/K ist. Dann folgt m =n = [L: K].

Wir zeigen zunéchst, dass die wy, ..., w,, linear unabhéngig tiber K sind. Bestiinde eine
lineare Abhéingigkeitsbeziehung iiber K, so zeigt die Multiplikation mit dem Hauptnenner,
dass auch eine lineare Abhingigkeitsbeziehung iiber A bestiinde:

awr + ...+ apw, =0

mit a; € A, nicht alle a; = 0. Sei a = (a4, ...,a,,) das von den Koeffizienten erzeugte
Ideal in A. Wihle a € a™! mit a € a~!p. Das geht, denn wiren alle a € a=! in a™!p, so
gilte a=! C a7tp, also A C p.

Es liegen also alle Produkte aa; € A, aber nicht alle in p. Wegen

aawi + ...+ atpmwy, =0 mod p
haben wir einen Widerspruch zur linearen Unabhéingigkeit der w; iiber k = A/p.
e Wir miissen zeigen, dass {w;} den Koérper L auch iiber K erzeugt. Sei
M= Aw + ...+ Awy, ;
dies ist ein A-Modul in O. Setze N = O/M. Es war (W1, ...,w,) = O/pO, daher gilt
O=M+pO
Die Betrachtung dieser Gleichung modulo M zeigt
pN =N

Nach Satz 11.1(7) ist O endlich erzeugter A-Modul, also auch N. Sei {«;} ein Erzeugen-
densystem von N. Da o; € N = pN, finde a;; € p, so dass gilt

s
Q; = E Q5 Q5 .
Jj=1

Sei C':= (a;;) — I;xs und €' die zu C adjungierte Matrix. Wir haben
Clay,...,a)' =0,
und nach Satz 4.4 gilt CC" = dl,«, mit d := det C. Somit ist
0=CClay,...,q)" = (day, . .., day)’

Also dN =0, d.h.
dO C M = Aw; + ...+ Aw,,

Nun ist a;; € p, also
d= det((aij) — I) = (-1)5 mod p

also ist d # 0. Somit ist
L=dLZC Kw +...+ Kw,, ,

also ist {w;} auch ein Erzeugendensystem. Es folgt n = m.
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e Zur Berechnung von dim, O/P;* betrachte die folgende absteigende Kette von -
Vektorrdaumen:

O/ 2 Pu/Pi 2 Pi/Pi 2. Pr /P 2 (0).

Wir behaupten, dass der Quotient B /‘,B;’Jrl als k-Vektorraum isomorph zu O/9; ist.
Wegen [O/B; : k] = f; erhalten wir dann sofort dim,(O/B¢) = e;fi. Sei a € P \ P
Betrachte den Homomorphismus

O — Py /P

a— aa mod PYH

Er hat Kern B; und ist surjektiv: denn

Py = ggT(PH, ()

impliziert nach Bézout

P = a0 + Pt

O

Sei char K = 0 oder |K| < oo. Nach 4.13(i4i) existiert ein primitives Element 6 € L, wir
konnen also schreiben L = K(6). Wegen Bemerkung 5.8(7) ist 6 = % mit ¢ € O,a € A C K.
Wir konnen also § € O annehmen.

Definition 11.5

Das Ideal F = {a € O] aO C A[f]} von O heiit Fiihrer des Ringes A[f]. Es ist das grofite

Ideal von O in A[f]. Der Fiihrer ist nicht leer: wegen Lemma 5.9 gilt fiir die Diskriminante:
d(1,0,...,0" O C A[f]

’

also d(1,0,...,0" 1) e F.

Satz 11.6.
Sei p ein Primideal von A, das prim zum Fihrer F von Alf] ist. Sei p(X) € A[X]| das Mini-
malpolynom von @ tber K. Sei

P(X) = pu(X) ... pe(X) (8)

die Zerlegung von p(X) = p(X) mod p in paarweise verschiedene irreduzible Faktoren p; €
(A/p)[X] und p; € A[X] eine beliebige Liftung von p;:

pi=p; mod p
Wir diirfen p; und p; als normiert voraussetzen. Dann sind die Ideale
B =pO +p;(0)O i=1...r

die Primideale tber p mit e; wie in (8) und f; = grad p;. Also
pO =[]
i=1
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Beweis. B
Wir setzen O' = A[f] und A = A/p.

o Wir behaupten

O/pO = 0'/p0' (9)
Da pO und F teilerfremd sind, gilt pO+F = O. Da F C O, gilt erst recht pO+ 0O’ = O.
Also ist
O — O/pO

surjektiv mit Kern O’ NpO. Es gilt O’ NpO = pO', pO" C O’ NpO ist klar. Andererseits

pONO = (pO + F)(pONnO) Cp0
@]

e Wir behaupten B
O'/p0" = A[X]/(p(X))

denn der Kern der Surjektion
ALX] — A[X]/(p(X))
wird erzeugt von p und (p(X )) Also

A[X]/pAX] + (p) = AIX]/(p(X))

Nun ist aber
O = Al0] = AX]/p(X) .

somit

(A[X]/(p))/(AIX] + (p)/(p)) = O'/pO’
e Den Ring R := A[X]/(p) untersuchen wir mit den chinesischen Restsatz:
A[X]/(p) = @i, AIX]/ (Bi(X))*
— Die Primideale von R sind die von p; mod p erzeugten Hauptideale.

- [R/(ﬁz) 0 A] = grad p;
— In R gilt

e Wegen der Isomorphie

AX]/(p) — O/pO
f(X) mod p+ f(6) mod pO

haben wir in O = O/pO die gleichen Verhiltnisse: Die Primidiale 93; von O entsprechen
(p;) und sind die von p;(#) mod pO erzeugten Hauptideale mit

[O/B; : A/p] = grad p;

(0) = ) F¢
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Sei nun PB; = pO + p;(0)O das Urbild von P, unter
O — O/pO
Dann durchléuft $B; alle Primideale iiber p. Wegen O / B, =0 / B, ist
fi =10/ : Afp] = grad p;

P ist das Urbild von B,;” und

)

POD (B,
i=1
also -
po| [ %5
i=1
und damit

pO =[] %5
i=1

wegen der fundamentalen Gleichung n=3%""_, e, f;.

Definition 11.7
Sei p ein Primideal von A und sei

pO = Pit .. P
die Zerlegung von p in L.

(i) p heifit vollzerlegt oder totalzerlegt, wenn

r=n=[L:K]|, alsoe; = f; =1 fiir alle i .

(ii) p heiit unzerlegt, wenn r = 1.

(iii) B, heiBt unverzweigt iiber A (oder iiber K ), wenn e; = 1 und die Restklassenerweiterung
O/yp; iiber A/p separabel ist. (Im Zahlkorperfall ist A/p ein endlicher Kérper und die
Erweiterung immer separabel.)

Anderenfalls heifit das Ideal SB3; verzweigt. Gilt e; > 1, f; = 1, so heifit *3; reinverzweigt.

(iv) Das Primideal p heifit unverzweigt, wenn alle *J3; iiber p unverzweigt sind; andernfalls
heifit es verzweigt. Insbesondere sind vollzerlegte Ideale unverzweigt.

(v) Die Erweiterung L/K heifit unverzweigt, wenn alle Primideale p von A in L unverzweigt
sind.

Es ist eher die Ausnahme, dass Primideale von K in L verzweigt sind.

Satz 11.8.
Ist char K = 0 oder |K| < oo, so gibt es nur endlich viele in L verzweigte Primideale von K.

60



Beweis.
Sei 6 € O ein primitives Element von L, also L = K (6).

p(X) = ming(0) € A[X]

sei das Minimalpolynom. Sei

d:=d(1,0,....0"") =][(6: —0;)> #0
i<j
die Diskriminante. Dann ist jedes zu d und zum Fiihrer F von A[f] teilerfremde Primideal p
von K unverzweigt. Denn nach Satz 11.6 sind alle e; = 1, falls p = p mod p keine mehrfachen
Nullstellen in einem Zerfallungskorper besitzt. Dies ist der Fall, wenn die Diskriminante
d = d mod p von p ungleich Null ist, was hier nach Voraussetzung zutrifft. Die Restklas-
senkorpererweiterungen O/B; iiber A/p werden von 6 mod PB; erzeugt, also sind sie einfache
Erweiterungen, also separabel. Daher ist p unverzweigt. O

Definition 11.9
Die Diskriminante do;a ist das von allen Diskriminanten d(w,...,w,) erzeugte Ideal von A,
wobei alle Basen {w;} von L/K mit w; € O durchlaufen werden.

Man kann zeigen p ist in L verzweigt < p teilt dosa. (Fiir einen Beweis siche etwa Samuel,
Abschnitt 5.3, Theorem 1.)

Beispiele 11.10.

Das Zerlegungsgesetz von Primzahlen im quadratischen Zahlkorper Q(\/a) steht in Zusammen-

hang mit dem Gaufischen Reziprozititsgesetz. Wir betrachten dazu die diophantische Gleichung
2 +br=a

fir gegebene a,b € 7Z. Ihre Lisbarkeit kann auf den Fall zurickgefiihrt werden, wenn b eine
ungerade Primzahl ist, b = p, und (a,p) = 1 gilt. (Der Beweis dieser Aussage kommt als
Ubungsaufgabe.) Wir haben daher die Frage zu beantworten: ist die Gleichung

2> =a mod p

lisbar? Das Legendresymbol ist folgendermafen definiert:

(a)_ +1 22=a modp losbar
p) |-1 unlosbar

Sei p eine ungerade Primzahl. Die Gruppe F¢ ist zyklisch von der Ordnung p—1, die Gruppe ]F‘;2
der Quadrate hat Ordnung 2 und ist daher normal. Also ist das Legendresymbol multiplikativ,

260
5) i

Nun bedeutet (%) =1, dass es o € Z gibt mit a®> = a mod p. Wegen

und es folgt

X?—a=(X—-0a)(X+a) modp
zerlegt genau in diesem Fall das Minimalpolynom von «. Der Fihrer von Z[y/a] in Q(y/a) ist

a
ein Teiler von 2. Aus Satz 11.6 folgt daher: Fiir a quadratfrei und (p,2a) = 1 gilt: <%> =1

dann und nur dann, wenn p vollzerlegt in Q(\/a) ist.
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12 Hilfsmittel aus der Algebra: Galoistheorie

Bemerkungen 12.1.

i) Sei L ein Korper und G eine Menge von Kdrperautomorphismen. Dann ist
LY ={z € L|ox=xVo G}
ein Unterkorper von L, der Fizkirper von G.

i1) Sei L/ K eine Kirpererweiterung. Dann ist die Menge der K—Automorphismen von L eine

Gruppe, G(L/K).

Theorem 12.2.
Sei L eine Erweiterung endlichen Grades eines Kdorpers K, mit char (K) = 0 oder |K| < oc.
Dann ist dquivalent:

i) K ist der Fizkorper von G(L/K), K = LEE/K),
i1) Fiir jedes o € L liegen alle Nullstellen des Minimalpolynoms von « in L.
iii) L wird von den Nullstellen eines Polynoms in K[X] erzeugt.

Bewelis.

e (i) = (i) Sei « € L und G = G(L/K). Das Polynom

f=1lx oo

oeG

ist unter G invariant. (Man beachte, dass G wegen 4.13(ii) endlich ist.) Aus der Annahme
(i) folgt f € K[X]. Wegen f(a) = 0 wird das Polynom f von Minimalpolynom geteilt,
woraus (ii) folgt.

o (ii) = (i)
Nach 4.13(iii) existiert ein primitives Element § € L. Sein Minimalpolynom hat alle
Nullstellen in L, und diese erzeugen L, also folgt (iii)

o (iii) = (i)
Wegen (iii) wird L von einer endlichen Menge {z(!),... 2@} aus Elementen von L und
ihren Konjugierten {xy),i =1,...q,7 =1...n} iiber K erzeugt.
Fiir jeden K-Isomorphismus ¢ von L in eine Erweiterung von L werden diese Erzeuger
permutiert. Also o(L) C L. Da o injektiv ist, gilt sogar o(L) = L. Also gibt es nach
4.13(ii) genau n := [L : K] verschiedene Korperautomorphismen von L iiber K. Sei
a € L invariant unter G = G(L/K). Dann ist jedes 0 € G ein K(«)-Automorphismus
von L. Davon gibt es genau [L : K(«a)] viele mit Bild unter Erweiterung von L. Also

n=[L:K()] .

und K(a) = K, also a € K.
Man beachte, dass wir nebenbei gesehen haben, dass

|Gl =n=|[L:K]

gilt.
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Definition 12.3

i) Gelten die Bedingungen aus Theorem 12.2, so heifit die Korpererweiterung L/K galoisch.
G(L/K) heifit Galoisgruppe von L/K.

ii) Wenn G(L/K) abelsch bzw. zyklisch ist, so heifit L eine abelsche bzw. zyklische Erweite-
rung von K.

Man kann zeigen:
Theorem 12.4.

(i) Sei |K| < oo oder char (K) = 0, L/K eine endliche Erweiterung und H eine Automor-
phismengruppe von L mit L¥ = K. Dann ist L/K galoisch und H = G(L/K).

(i) Sei char (K) = 0 oder |K| < oo und L/K eine galoische Erweiterung endlichen Grades
mit Galoisgruppe G.
Sei U(G) die Menge der Untergruppen von G, halbgeordnet durch Inklusion.
Sei Z(L/K) die Menge der Zwischenkdrper der Kdrpererweiterung, ebenfalls halbgeordnet
durch Inklusion.
Dann sind die Abbildungen

k UG) — Z(L/K)
Hw LY
g: Z(L/K) — U(G)
K' — G(L/K")

zueinander inverse monoton abnehmende Bijektionen; insbesondere ist fir jeden Zwi-
schenkérper K' die Erweiterung L/K' galoisch.

(i1i) Die Erweiterung K/K' ist genau dann galoisch, wenn g(K') = G(L/K') normale Unter-
gruppe von G ist. Dann ist die Faktorgruppe

G(K'/K) =G(L/K) /G(L/K')
die Galoisgruppe.

Zum Beweis siehe Samuel Kapitel 6.1 oder Kapitel 1.2 von Algebra 2.

Beispiele 12.5.

(i) Sei char (K) = 0 und L eine Erweiterung von Grad 2. Wie im Beispiel 4.14 sieht man,
dass L von der Form L = K (a) ist mit o Nullstelle von X*—d wobei d € K kein Quadrat
ist. Die andere Nullstelle ist — i, also gibt es nur einen nicht—trivialen K -Automorphismus

o(a+ba) =a— ba mit a,be K
FEs gilt 0* = id, L~9> = K. Also ist L/ K nach Theorem 12.4(i) galoisch mit Galoisgruppe

G(L/K) = {id, 0} = Zy
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(ii) Sei char (K) =0, ¢ eine primitive n—te Einheitswurzel und L = K(().
Das Minimalpolynom F(X) von ( teilt X™ — 1, also sind alle seine Nullstellen n—te Ein-
heitswurzeln. Wegen Theorem 12.2 ist L/K galoisch. o € G(L/K) ist durch o(C) be-
stimmt. Es ist

o(0) = ¢
mit j(o) € Z). Aus
o7(() = U(Cj(T)) — Cj(a)j(T)
fir o,7 € G(L/K) folgt
jloT) = j(0)j(7)

Also existiert ein injektiver Gruppenhomomorphismus
G—1Z;

Die Galoisgruppe ist also insbesondere abelsch. Fir K = Q ist der Gruppenhomomor-
phismus sogar surjektiv (Satz von Gauf, Satz 1.3.13 von Algebra 2). Alle Untergruppen
einer abelschen Gruppe sind normal. Also ist fiir jeden Zwischenkorper K' von L/K die
Erweiterung K/K' galoisch mit abelscher Galoisgruppe.

Das Theorem von Kronecker und Weber besagt, dass in Falle K = Q die Umkehrung gilt:
ist G(K'/Q) abelsch, so ist K' Unterkirper eines Kreisteilungskirpers.

(i1i) SeilF, ein endlicher Korper, |F,| = q. Dann ist ¢ = p* mit p prim. Jede endliche Kérperer-
weiterung vom Grad n ist von der Form F [F,.

g . ]Fq'n — ]Fqn
x = af

ist ein Automorphismus von Fpn der Ordnung n. Tatsdchlich ist Fy /F, galoisch mit Ga-
loisgruppe
G(Fgn[Fy) = (0) = Zn

Der ausgezeichnete Erzeuger o heifst Frobenius—Automorphismus. (Fiir Beweise siehe Ka-
pitel 1.3.1 von Algebra 2.)

13 Hilbertsche Verzweigungstheorie

Sei A ein Dedekindring, K = Quot(A). Sei L/K endlich galoisch und G = G(L/K) die Galois-

gruppe. Wir interessieren uns fiir die Wirkung von GG auf den Primidealen von L.

Bemerkungen 13.1.

(i) Der Ring O ist invariant unter der Wirkung von G, denn mit a € O ist auch oa € O fiir
alle o0 € G. Also operiert G auf O.

(ii) SeiB/p ein Primideal von O, so ist auch o*B fiir jedes o € G ein Primideal von O mit
oB/p. Denn es ist

O/B=0/oB

und es gilt
CPNA=c(PNA) =0p=p

Die Primideale 053 mit o € G heiflen die zu B konjugierten Primideale.
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Satz 13.2.
G operiert transitiv auf der Menge aller iiber p liegenden Primideale von O, alle Primideale
tiber p sind also konjugiert.

Beweis.
Seien P und P’ zwei Primideale iiber p. Angenommen, es gilte P’ # o fiir alle 0 € G. Nach
dem chinesischen Restsatz gibt es dann ein z € O mit

=0 mod P’
r=1 mod o fir alle c € G

Es ist dann wegen z €

Nik(@) =] o) e na=p

ceG

Andererseits ist ¢ o' fiir alle 0 € G, also o(z) ¢ B fiir alle ¢ € G. Somit

[[o@ gpna=p |

oeG

Widerspruch. O

Definition 13.3
Sei B ein Primideal von O. Dann heifit die Untergruppe

Gy = {0 € G| o'} =8}

die Zerlegungsgruppe von B iiber K. Der zugehérige Fixkorper

Zy =A{x € Ll o(x) = = fiir alle z € Gy}

heifit Zerlegungskorper von B iiber K.

Bemerkungen 13.4.

(i) Seip Primideal von A und B/p Primideal von O. Durchliuft o ein Reprisentantsystem
von G/Gs, so durchliuft o die verschiedenen Primideale iber p genau einmal. Ihre
Anzahl ist also

T:[GIGYB]

Insbesondere gilt

Gy =1 Zp = L < p ist vollzerlegt.
Gy =G & Zy = K & p ist unzerlegt.

(i) Fiir die Zerlequngsgruppen gilt
O‘Gfpd_l = Gggp
fiir alle o € G, denn
TEGum & TP =0P o '7oP =P
SoltoeGyeT e aGypo!
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Satz 13.5.
Sei L/K galoisch vom Grad n, p ein Primideal von A und

pO = 5P

Dann gilte; =es=...=e,=eund fi=fo=...= f,=f. Alsogill n=e- f-r und

pO =[] (eB)

O'EG/G:D

Beweis.
Setze P = P, also P, = o*P fiir geeignetes 0 € G. Der Isomorphismus

o O—0O
induziert einen Isomorphismus

O/ = Ofo %

a mod P +— o;a mod 0P

Daher ist
fi=10/oB: Afp] = [O/B: Afp]
fir . = 1...7. Wegen o;(pO) = pO folgt ferner

P p0O < 0:(P")| o (pO) & (a:8)"| O,

alsoe; =ey;=... =e¢,. O
Satz 13.6.
Sei Pz =P N Zy das unter B liegende Primideal von Zy. Also
L gy
ef | |
Zp Bz
r |
K p
Dann gilt

(i) Bz ist unzerlegt in L, d.h. P ist das einzige Primideal iber B in L.
(11) P hat dber Zy den Verzweigungsindex e und den Tragheitsgrad f.
(i1i) Der Verzweigungsindex und Trigheitsgrad von B, diber K sind jeweils 1.

Beweis.

(i) Wegen G(L/Zy) = Gy sind die iiber P, liegenden Primideale o mit 0 € G(L/Zy) alle
gleich 3.
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(ii),(iii)) Wegen |G| =n =ref und r = [G : Gyp] ist
|Gyl = ef = [L: Zy]
Setze

¢ =e(P/PBz)
f/

e’ =e(Bz/p)
fB/Bz) "= f(PBz/p)

Es gilt
e=c¢c¢e f=ff
Die fundamentale Gleichung 11.4 fiir die galoische Erweiterung L/Zy besagt
ef =[L:Zg]=r'ef =€f
Also
ef:e/e//f/f//:e/f/

somit muss ¢’ = f” =1 gelten, und es folgt e = ¢’ und f = f’.

Sei 0 € Giy; dann induziert o wegen 0O = O und o =P einen Automorphismus
5:0/B 50/
a mod ‘P +— ca mod P
der Restklassenkorper. Setze
R(B) = O/P r(p) = A/p

Satz 13.7.
Die Erweiterung £(B)/k(p) ist normal, d.h. es gelten die Bedingungen aus Theorem 12.2, und
man hat einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Gy = G(K(B)/r(p))

oO— 0

Beweis.

e Der Trigheitsgrad von B iiber K ist (siehe Satz 13.6)
f"=fPz/p)=1 ,
also hat Zy den gleichen Restklassenkorper wie K. Wir konnen daher
Zp =K G =Gy
annehmen.
e Sei § € O ein Reprisentant eines Elementes 6 € x(%B). Sei
f(X)=ming(0) € A[X], da O ganz
9(X) = min ) (0) € £(p)[X]

Da § = 0 mod B Nullstelle von f = f mod p ist, gilt g|f. Da L/K normal ist, zerfillt f
iiber O in Linearfaktoren. Daher zerfallen f iiber (3) und somit auch g in Linearfaktoren.
Also ist auch die Korpererweiterung () /x(p) normal.
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e Sei nun x(p) endlich oder von Charakteristik Null und é ein primitives Element von ()
iiber x(p). (Andernfalls betrachte man ein primitives Element fiir den gréfiten separablen
Zwischenkorper.) Sei

7 € G(R(P)/r(p)) = G(r(p)(0)/K(p)) -
Dann ist 70 Nullstelle von g, also auch von f. Also gibt es eine Nullstelle ' von f(X) mit
0 =5(f) mod P
Da 6" zu 6 konjugiert ist, gibt es o € G mit
o =0

Also

o0 =a(f#) mod P .

Also wird o durch Gy — G(k(B)/k(p)) auf & abgebildet, da Ubereinstimmung auf dem
primitiven Element 6 vorliegt. Also ist die Abbildung surjektiv.

Definition 13.8

Der Kern Iy = Gy der Surjektion

Gy — G(r(B)/(p))
heifit Tréagheitsgruppe von *B iiber p. Der Fixkorper

Ty ={z € L|ox =z fiir alle 0 € Iy}

heifit Tréagheitskérper von B iiber K. FEs gilt also

KCZyCTy CL
die letzten beiden Erweiterungen sind galoisch und wir haben die exakte Sequenz von Gruppen
1 — Iy — Gy — G((B)/k(p)) = 1.

Satz 13.9.
Die Erweiterung Ty /Zy ist normal und es gilt

G(Ty/Zyp) = G((B) /(b))
G(L/Ty) = Iy

Ist die Restklassenkirpererweiterung k(50)/k(p) separabel, so ist

In diesem Fall gilt fiir das unter P in Ty liegende Ideal Py =P N Oy, -

(i) e(B/Br) =e fB/PBr)=1
(i) e(Pr/PBz)=1 f(PBr/PBz)=1rf
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Wir fassen die Situation zusammen:

Korper Ideale Grade(e, f)
L RY
| | (e,1)
Iy PBr
| | (1, f)
2 Bz
| | (1,1)
K p

und es gilt ‘Pr = Pz Or, sowie PrOr = P°. Insbesondere gilt
Iy=1&L=Tyg&p unverzwegt in L .

Bewelis.

e Die ersten Gleichungen sind Standard—Galoistheorie. Ist die Erweiterung «(*B)/k(p) se-
parabel, so ist
f=15(B) : 6p)] = [G(K(B)/x(p))]
= |G(Ty/Zy)| = [Ty : Zyp] = (G - Iy] -
Aus |Gy| = ef folgt die andere Gleichheit:

| = Gy _ef _
UG f

e Es bleiben (i) und (ii) zu zeigen. Diese folgen aus
K(PBr) = £(P)
Denn mit 13.6(iii) folgt dann
f=15(B) : kp)] = [5(Br) : (B2)] = f(PBr/Bz) -

Die fundamentale Gleichung zeigt e(Pr : Bz) = 1, die Transitivitit des Verzweigungsin-
dex liefert

e(m/f’BT> =€,
und die fundamentale Gleichung zeigt f(3/Br) = f.

e Um x(Pr) = k(P) zu zeigen, bemerken wir, dass die Triigheitsgruppe von B iiber K die
Automorphismen ¢ von L sind, die I3 festlassen und

erstens auf K die Identitiat sind

zweitens auf O/ die Identitét induzieren.

Diese lassen aber nach Definition von Ty auch Ty fest, sind also auch in der Trégheits-
gruppe von ‘B iiber Pr. Diese ist also eine Untergruppe von Iy. Satz 13.7, angewandt auf
die Korpererweitung L/ Ty zeigt

G(k(B)/k(Pr)) € Iy/ly,
ist also trivial. Also gilt k() = k(Br).
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14 Kreisteilungskorper
Wir wollen das Zerlegungsverhalten von Primzahlen in Kreisteilungskorpern studieren.

Satz 14.1.

Sei l eine Primzahl, v € N und ( eine primitive ¥ —te Einheitswurzel. Sei O der Ring der ganzen
Zahlen von Q(C) und A =1 — (.

Dann ist das Hauptideal (\) ein O Primideal vom Trigheitsgrad f = 1. Es gilt

10 = (V)¢

mit d = o(I*) == (I — 1)l = [Q(¢) : Q]. Ferner hat die Basis 1,(,..., ¢! von Q(C)/Q die
Diskriminante

d(17 Cyee 7Cd_1) = =£I°
mit s =1""Y(vl—v—1).

Bewelis.

e Das Minimalpolynom von ( ist das sogenannte [—te Kreisteilungspolynom (Satz 1.3.13
aus Algebra 2):
X" -1

- o ll/fl(lil) lufl
= =X +o X4

Oy (X)

Setzen wir X = 1, so erhalten wir

I a-¢)=1 (10)

9E(Z )*
Nun ist
1—-(9=¢41-)
mit
1-¢f 1
€g = =1+(+...+ e O,
1-¢
also ist €, ganz. Sei ¢’ € Z mit g¢' =1 mod [”, so ist
1-¢ 1-¢% .
= =14+ +... 4D ¢ 0.
o T o SOt

Also ist ¢, Einheit. Die Gleichung (10) liefert
I =¢e(1— )™

mit der Einheit € := [] ¢,. Es folgt 1O = (M) Wegen o(1*) = [Q(¢) : Q] und
e((M)/1) = (")

folgt mit der fundamentalen Gleichung, dass p(I*) =efr, r =1 und f((\)/l) = 1 gilt.
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e Seien ( = (1, (s, ..., (4 die Konjugierten von (. Das Minimalpolynom ist

d

Op(X)=[](X=¢)

i=1
seine Ableitung

(I);”(X):ZHX C] )

=1 j=

;ﬁz

also

D (G) = (&G = &)

el

Es folgt fiir die Diskriminante

id(LC?"':Cd_l) = H(C CJ) N@(C /Q(CDIV<C))
i#]

o Aus

(X" - Dep(X) = XY — 1
folgt durch Differenzieren nach X

XYL (X)) + (XY = D)0 (X) = v X!
Einsetzen von ( liefert mit ¢* =

(¢

Hierbei ist £ := ¢!~ eine primitive /-te Einheitswurzel. Es gilt wegen (10) mit v = 1

lufl

— 1)@ (¢) = "¢

Noeyyo(l = &) = £l

Die Schachtelungsformel 5.4 fiir die Norm zeigt

Noy/a(l = &) = Noey/a © Nawyae (1 — &) = Noea(l =€)

Ferner ist Ng()/0(¢™!) = £1, da ¢ Einheit ist. Insgesamt folgt

d(1,¢, ..., ¢ = Now/o(®(¢))
_ No()Newo(¢™)

No@ye§ —1)
et

lufl lufl

=1

ilu(l—l)ll’*l—ll’fl

:ill”*l(ul—u—l) —
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Satz 14.2.
Sein € N, ( eine primitive n—te Einheitswurzel und O der Ring der ganzen Zahlen von Q(().
Dann ist 1,(,. .., ¢4t mit d = p(n) eine Ganzheitsbasis, also

O=Z+Z(+... + 72 =7[(]

Beweis.
Wir zeigen den Satz nur fiir den Fall, dass n = [” eine Primzahlpotenz ist. Der Fall allgemeiner
n folgt mit Hilfe von Satz 5.13. Wegen

d(1,¢,..., ¢ = &1°

und Lemma 5.9 ist

PFPOCZCCO . (11)
Sei wieder A = 1 — (. Aus Satz 14.1, genauer aus f(AO/l) = 1, folgt
O/ O = 7]l
also O = Z + \O und erst recht
O =)0+ Z[(]

Multiplikation mit A liefert
NO = N0 + N\Z[(]

also O = \?0O + Z[¢], da A = 1 — ¢ € Z[(]. Es folgt induktiv
O =)0 +Z[(]
fiir alle natiirlichen t. Setze t := sp(l”). Wegen
10 =30
nach Satz 14.1 folgt

0 = N0 +12z[¢) = 30 + Z[(]
= PO+ Z[(] = Z[(]

Wir wollen jetzt das Zerlegungsgesetz von Primzahlen in Q(¢) angeben:

Satz 14.3.
Sein = Hp p** die Primzerlegung von n und set f, die kleinste natirliche Zahl, so dass

n
p" =1 mod —
prr

Ein solches f, existiert, da m := -7 und p teilerfremd sind, also p € (Z/m)*. Sei ¢ primitive
n—te Einheitswurzel. Dann besitzt p in Q(C) die Zerlequng

pO = (pr...p,)?#"

wobei Py, ..., P, paarweise verschiedene Primideale vom gleichen Trdigheitsgrad f, sind. Insbe-
sondere folgt:
Gilt (p,n) =1, soist v, =0, p(p*) = ¢(1) = 1, also ist p unverzweigt.
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Bewelis.

e Wegen O = Z[(] ist der Fiihrer von Z[(] gleich 1, also ganz O. Wir kénnen also Satz 11.6
auf jede Primzahl anwenden. Es ist also zu zeigen

O (X) = (pr(X) ... p(X)?P) mod p
wobei die p; € F,[X] verschiedene irreduzible Polynome von Grad f, sind.

e Sei nun n = p’»m mit (m,p) = 1.
Durchlaufen ¢; die primitiven m-ten und 7; die primitiven p”?—ten Einheitswurzeln, so

durchlaufen ¢;7n; die primitiven n—ten Einheitswurzeln.
Also

®,(X) = [[(X = Gny)
12
Wegen XP” —1 = (X — 1)?” mod p ist fiir jedes p|p erfiillt n; = 1 mod p. Also sehen
wir modulo p

0, (X) = [J(X = )" = €,(X)?"™) mod p
Da die Polynome in Z[X] liegen, folgt
0, (X) = ©,, (X)) mod p

Es bleibt zu zeigen, dass ®,,,(X) mod p ein Produkt irreduzibler Polynome in F,[X] von
Grad f, mit p/» =1 mod m ist.

e Wir haben die Aussage also auf den Fall reduziert, wenn p kein Teiler von n ist, also
o(p) = (1) =1 gilt. Da char (O/p) = p fiir p Teiler von p nicht n teilt, haben X" — 1
und nX""! keine gemeinsamen Nullstelle in O/p, also hat X™—1 mod p keine mehrfache
Nullstelle. Die Abbildung

O —-0O/p

bildet also die Gruppe p, = () der n—ten Einheitswurzeln bijektiv auf die n—ten Ein-
heitswurzeln von O/p ab, ¢ bleibt somit primitive n—te Einheitswurzel.

Der kleinste Erweiterungskorper von F,, der ¢ enthélt, ist grade F s, denn die Gruppe
IF;fp ist zyklisch von der Ordnung p’» — 1. Also ist F, s, Zerfallungskdrper von

®,(X) :=d,(X) modp

Als Teiler von X™ — 1 mod p hat ®,(X) keine mehrfachen Nullstellen. Ist

die Zerlegung in irreduzible Faktoren in IF,[X], so ist jedes p; Minimalpolynom einer
primitiven n—ten Einheitswurzel ( € F;fp, hat also Grad f,.

Korollar 14.4.



(i) Fine Primzahl p ist in Q(() genau dann verzweigt, wenn

0 mod p fiir p # 2
n =
0 mod 4 firp =2

(ii) Eine Primzahl p # 2 ist in Q(() voll zerlegt genau dann, wenn p =1 mod n ist.

Bewelis.

(i) p verzweigt < (p?) 1< (p—1)p» ' # 1.
Also fiir p # 2 : p verzweigt < v, > 1, d.h. p|n;

fiir p =2 :p verzweigt < v, > 2, d.h. 4n .

(i) p ist vollzerlegt < ¢(p*?) = 1 und f, = 1 fiir den Trégheitsgrad, also p =1 mod 1%. Da
p # 2 vorausgesetzt wurde, folgt v, =0 und p =1 mod n.

O

Bemerkungen 14.5.
Ganzheitsbasis und Zerleqgungsgesetz von Q(() sind also gut bekant. Nicht so Fundamentalein-
heiten von Z[(]* und die Klassengruppe Clyc)-

Lemma 14.6.
Sei ¢ eine primitive p—te Einheitswurzel, wobei p eine ungerade Primzahl ist. Fir die Gaufsche

Summe 4
- S0
aEZf; p
qilt
-1
-G
p
Bewelis.

Ersetze nun b durch ab:

22 Z(%)Caﬂb _ Z(%)Ca(bﬂ)

a,b a,b

Wir spalten die Summe auf, um die Identitét
1+C+...+¢1=0
benutzen zu koénnen:

2 ;(-71><o+ 3 (%)Caml)

b#£—1

~(F)e-n+ X (3)-D

SO G
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da das Legendre-Symbol gleich oft die Werte +1 und —1 annimmt. O

Satz 14.7.
-1

Seien | und p ungerade Primzahlen und  eine primitive [-te Einheitswurzel. Setze [* 1= (T)l

Dann gilt: p ist in Q(v/1*) genau dann voll zerlegt, wenn p in Q(C) in eine gerade Zahl von
Primidealen zerfillt.

Bewelis.

? =7 Sei p vollzerlegt in Q(v/1*), d.h. pO = p1p,. Aus Lemma 14.6 folgt Q C Q(v/1*) C Q(C).
Es existiert o € G(Q(¢))/Q mit op; = ps. Dieses o liefert eine Bijektion der disjunkten
Mengen: M; := {9 C Z[¢] Primideal mit 9 N Q(vI*) = p;} mit ¢ = 1,2. Die Menge
aller Primideale iiber p hat als disjunkte Vereinigung dieser gleichméchtigen Mengen eine
gerade Zahl von Elementen.

7«7 Dann ist fiir jedes P iiber p der Index der Zerlegungsgruppe Gy in G = G(Q(()/Q)
gerade. Also ist
G : Gy| = [Zy : Q) gerade .

Da G zyklisch ist, folgt fiir den Zerlegungskorper
QVI) € Zy
Der Trigheitsgrad von P N Zy iiber (p) ist nach Satz 13.6(iii) gleich 1. Da
(0newm)/ (pnavi)
ein Zwischenkorper zwischen Z/(p) und (ONZy)/ (PN Zy) ist, ist auch der Trégheitsgrad

fBNQVE)/(p) =1
Ebenso folgt e(B N Q(V1*)/(p)) = 1, so dass p in Q(v/1*) voll zerlegt ist.

Theorem 14.8 (Gaufisches Reziprozititsgesetz). Fiir zwei ungerade Primzahlen | und p gilt:

() - o

Wir bemerken zwei “Erginzungssdtze”:

Bewelis.

e Der erste Erganzungssatz folgt sofort aus der Tatsache, dass IF* = (Z,)* zyklisch von der
Ordnung p — 1 ist.
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e Seinetwegen reicht es aus, zu zeigen, dass

p l

(=)= 7 () =co=%()

e In Beispiel 11.10 sahen wir:

(2) =1 & p vollzerlegt in Q(va) .
p

Mit Satz 14.7 folgt: <%) = 1 genau dann, wenn p in Q((;) eine gerade Zahl r von

Primidealen zerfallt. Hier ist e = 1, also r = Z_TI nach Satz 14.3, mit f € N minimal mit
pf =1 mod L.
r ist also genau dann gerade, wenn f ein Teiler von l_Tl ist. Das ist aber dquivalent zu

pl_lel mod 1

Dann liegt aber p mod [ in der Untergruppe IFZX2 der Quadrate in der zyklischen Gruppe

F/, da [F; : F%] = 2. Also gilt genau dann (%’) =1

15 Lokalisierung

Wir erinnern an Kapitel 4: sei A kommutativer Ring mit Eins und S C A eine multiplikative

Teilmenge. Der Ring
sta={%

S

aEA,sES}

heifit Lokalisierung von A bei S. Wichtiges Beispiel ist das Komplement S, = A\ p eines
Primideales. Der Ring A, = S, 1A heilt Lokalisierung von A bei p. In diesem Kapitel sei A
immer integer und 0 € S.

Satz 15.1.
Die Zuordnungen q — S™'q und Q — Q N A sind zu einander inverse Bijektionen zwischen
Primidealen ¢ C A\ S von A und den Primidealen Q von S™'A.

Bewelis.

e Ist ¢ C A\ S ein Primideal von A, so ist

Q:=S"1q= {g’qe q,s € S}

ein Primideal von S™'A. Es ist offensichtlich ein Ideal. Es ist auch ein Primideal: aus
.9 ¢ @, also %% = % (mit evidenten Wertebereich fiir die Buchstaben) folgt

s

s"aa' = qss’ € q
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Da s" ¢ q, folgt aa’ € q, also a € q oder a’ € g, somit ¢ € @ oder ‘;—: € Q. Ferner gilt
q=0QNnA
denn aus ¢ =a € QN A folgt ¢ = as, also a € q, da s € q.

e Sei umgekehrt () ein beliebiges Primideal von S~'A. Dann ist q := Q N A offensichtlich
ein Primideal von A. Es gilt ¢ C A\ S, denn mit s € g N S wire auch 1 = S% € Q, da
1e 8714, also Q = ST A. Ferner ist

Q:S_lq )
denn mit 2 € Qista=2-5s€ QNA=q,also

1
Soa-e€ S™'q
s s

Beispiele 15.2.
Sei X eine Menge von Primidealen von A,

15t multiplikativ.
a1 (S }
Ay = S A—{?ﬁgeAg%OmMpﬂwdkpeX}

Insbesondere liefert X = {p} den Ring A,.

Korollar 15.3.
Sei p Primideal in A, so ist A, ein lokaler Ring, d.h. A, besitzt genau ein maximales Ideal,
m, = pA,. Man hat eine kanonische Einbettung

Alp — Ay/m,

durch die Ay, /my, zum Quotientenkirper des integren Rings A/p wird. Ist insbesondere p sogar
ein maximales Ideal von A, so gilt

A/pt = Ajmy
fiir alle natiirlichen n.

Bewelis.

e Nach Satz 15.1 mit S = A\ p entsprechen die in p enthaltenen Primideale von A bijektiv
den Primidealen von A,. Also ist m, = S™'p = pA, das einzige maximale Ideal von A,.

e Wegen p C m, N A ist der Homomorphismus
fo A" — Ay/my
a mod p — a mod my’

wohldefiniert.
Fiir n =1 ist ker f = (m, N A) mod p = p mod p = 0, also ist f injektiv. Man sieht, dass
A, /m, sogar der Quotientenkérper von A/p ist.
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e Wir schieben eine Hilfsiiberlegung ein fiir den Fall, dass p maximal ist. Fiir jedes s € A\ p
gilt
pt+sA=A |
was aber heifit, dass § := s mod p” eine Einheit in A/p" ist.
Fiir n = 1 folgt dies aus der Maximalitdt von p. Fiir beliebiges n wenden wir vollstdndige
Induktion an:

p=pA=p(p" ' +sA)Cp"+sACA
Die erste Inklusion ist echt, da s € p. Da p maximal ist, folgt p” + sA = A.

e Injektivitdt von f: Sei a € A mit a € my, also a = % mit b € p” und s € S, s € p. Dann
folgt as = b € p™, also a5 = 0 mod p™. Aus der Hilfsiiberlegung folgt 5 € (A/p™)*, also

a = 0 mod p".
e Surjektivitit von f: Sei ¢ € A, mit a € A und s € p. Wegen der Hilfsiiberlegung gibt es
a' € A mit
a = a's mod p”
Also

2 _ & mod prA,
s
Also liegt ¢ mod my in Bild von f.
O
Wir erinnern daran, dass lokaler Ring A ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal m hat. Ein

Ring A ist tatséchlich genau dann lokal, wenn es ein Ideal m gibt, so dass A* = A\ m gilt.
Nach den Korpern sind die folgenden Ringe die einfachsten lokalen Ringe.

Definition 15.4
Ein diskreter Bewertungsring ist ein Hauptidealring O mit einem einzigen maximalen Ideal

p#0.

Betrachtung 15.5.

Das mazimale Ideal p eines diskreten Bewertungsrings O ist von der Form p = (w) = 1O mit
einen Primelement m € O. Da jedes a € O\ p Einheit in O ist, liegt jedes andere Primelement
von O auch in p. Also @' = Aw. Hauptidealringe sind faktoriell, also ist X Finheit. Also ist
bis auf Assoziierte das einzige Primelement von O. Jedes a € O\ {0} ldsst sich daher eindeutig
in der Form

a=cm" eec O n>0
schreiben. Sei 0 # a € K = Quot(O), so hat a die eindeutige Darstellung

a=¢em
mit e € O* und n € Z. Somit gibt es eine Abbildung

v: K —ZU{oo}

ar—>y(a):{oo fira =20

n  fira=enr™.
v heifst Bewertung von K. Offensichtlich gilt
v(ab) = v(a) + v(b)
v(a+b) > min{v(a),v(b)} a,be K
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Die diskreten Bewertungsmenge treten als Lokalisierung von Dedekindring auf.

Satz 15.6.
Sei O ein Dedekindring und S C O\ {0} eine multiplikative Teilmenge. Denn ist es auch S™'O
ein Dedekindring.

Beweis.

e S71O ist integer. Aus Satz 15.1 folgt, dass jedes Primideal von S~'O auch maximal ist,
da dies in O gilt.

e Sei 2 ein Ideal von S7'O und a := O N YA Dann ist A = S~'a. Denn sei 2 € A, a € O
und s € S, dann ist

a
a=s—cANO=a
S

Also

a_ a1 €S 'a

s s
Die Inklusion S~'a C 2 ist klar. Mit a ist auch 2 endlich erzeugt und SO somit
noethersch.

e Es bleibt zu zeigen, dass S™!O ganzabgeschlossen ist. Sei * € K = Quot(0) =
Quot(S~O) mit

al _ an
"+ —z" L+ =0
S1 Sn,

mit ¢ € S71O. Multipliziere mit
($1...8,)" =2 8" |

also ist sz ganz iiber O. Da O ganz abgeschlossen ist, folgt sz € O, also z € S~ O.

Satz 15.7.
Sei O ein integrer noetherscher Ring. Der Ring O ist genau dann ein Dedekindring, wenn fir
alle Primideale p # 0 von O die Lokalisierung O, ein diskreter Bewertungsring ist.

Bewelis.

7 =7 Sei O Dedekindring. Dann ist nach Satz 15.6 auch O, ein Dedekindring. Jedes Primideal
von O, ist maximal und nach Satz 15.1 von der Form qS~! mit q C p, also gleich m, = pO,,.
Es gibt also nur ein Primideal in O,.
Sei m € m, \mg Da O, Dedekindring ist und m, einziges Primideal ist, folgt (7) = mJ,
also 7 =1, da = ¢ m}. Induktiv sieht man

(") = my
Da O, ein Dedekindring ist, gilt fiir jedes Ideal a von O,

a=m, = (7") fiireinn.

Also ist a Hauptideal und O, prinzipal. Lokal ist O, als Lokalisierung an p sowieso.
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7 <7 Wir zeigen zunéchst: ist O integer und noethersch, so gilt
O = ﬂpOp y

wobei p alle von Null verschiedene Primideale von O durchlduft und der Durchschnitt in
K = Quot(O) gebildet wird. Da O integer ist, gilt O C O, , also O C N, O,. Sei § € N0,
mit a,b € O. Dann ist

a:={z € O|za € bO}

ein Ideal von O. Es ist in keinem Primideal von O enthalten. Denn sei p Primideal, dann

gilt ¢ € O,; also kann man schrieben § = ¢ mit ¢ € O und s ¢ p. Hieraus folgt

as=cb

daher s € a\ p. Also liegt a in keinem maximalen Ideal von O. Wegen 2.16(iii) folgt
a=0.Also 1€ a,alsoaecbO,also § €O.

Sind alle O, diskrete Bewertungsringe, so sind sie als Hauptidealringe faktoriell und nach
4.10(i) ganz abgeschlossen. Also ist auch O als ihr Durchschnitt ganz abgeschlossen.
Jedes Primideal p von O ist maximal, da aus p C m folgt pO, C mO,. Also ist O
Dedekindring.

Betrachtung 15.8.
Sei O ein Dedekindring, p # 0 ein Primideal. Dann ist O, ein diskreter Bewertungsring mit
zugehoriger Bewertung

vy 1 Quot(0) =t K — Z U {oo}
Ist v € K* und

20 = (z) =[] »*
p

die Primzerlegung des gebrochenen Hauptideals, dann ist

vy = ().
Denn fiir jedes feste Primideal q # (0) von O mit q # p gilt

qu = Oq 9
da Elemente von p Einheiten in Oy ergeben, also

20, = ([T9**) 00 = a0y = mie

also nach Definition von vy gilt vy(x) = vy. v, heifit Exponential-Bewertung von K beziglich p.

Beispiele 15.9.
Sei O =7, also K = Q und p = (p) = pZ fiir p prim. Dann ist die Lokalisierung nach p der
Ring
a
L) = {3l a,beZptb}

Sein einziges maximales Ideal ist
Py = {%] a,b € Z,ptb, aberp\a} ,
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seine Einheiten sind

“ a
Ly, {g|a,b€Z,pJ{b undp’(a}

Die zu Zy,) gehirige Bewertung

v, Q—=ZU{oo}

0 Jir 3 =0
g'_ﬂ)p(g>_ n—m  fira=ptu
b b b=p"v

mit (u,p) = (v,p) =1

heif$t p—adische Bewertung von Q. v,(x — y) liefert eine Metrik auf Q. Die Vervollstindigung
von Q beziiglich dieser Metrik heifit p—adische Zahlen.

Sei X eine Menge von Primidealen ungleich Null eines Dedekindrings O und
Ox = {i|f,g€(9, g#OmodgfﬁrallepeX}
g

Nach Satz 15.6 ist dies ein Dedekindring, den wir beschreiben wollen. Nach Satz 15.1 sind seine
Primideale px := pOx mit p € X. Fiir die Lokalisierung gilt

Op - (OX)PX
Denn b
a a a
und

a-d
-J - C
(Ox)px {bhc\ae O,bQX,cgép} c 0o,
Seien C1(O) und Cl(Ox) die Idealklassengruppen O bzw. von Ox.

Satz 15.10.
Wir haben eine kanonische exakte Sequenz

1= 0" — 05 — P K*/O; — Cl(O) — Cl(Ox) — 1,
P1 P2 DX ©3 P4

und es ist K* /O, = Z. Insbesondere ist Cl(Ox) als Quotient der endlichen Gruppe CI(O)
endlich.

Bewelis.

e (o ist die Inklusion und daher injektiv. ¢ wird iduziert durch

0% < KX K*/O]

Inklusion

Sei a € Of% im Kern von ¢y. Dann ist a € O fiir alle p ¢ X. Aber fiir p € X gilt
O, = (Ox)py, also ganz sicher auch a € O,°. Also

Px>

nach dem Beweis von Satz 15.7. Also ker g5 C ime;. Die andere Inklusion ist klar.
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e 3 wird induziert durch

©3 GBKX/QJX — {a € Jk| a prim zu allen p € X}
peXx

(Oép mOd O;)p — H pvp(ap) ,

pgX

wobei v, : K* — Z die zu O, gehorige Exponentialbewertung von K ist. Sei (a, mod
O, )p ein Element im Kern von 3, also

H pvp(an) — <&) — Hpvp(a)
pEX P

wobei wir das gebrochene Hauptideal (o) mit v € K* in Primideale zerlegt haben. Wegen
der eindeutigen Primzerlegung folgt

vy(a) =0 fiir alle p € X
vp(a) = vp(ay) Vp & X.

Damit ist
o € ﬂpeXO; = O;Z- y
da
O% = Mpx (Ox)y = Mpex Oy,
sowie
a = a, mod (’)px
Daher ist

pa(a) = (amod O, )pgx = (a mod O, )pgx

Also ker 3 C imps.
Fiir die umgekehrte Inklusion zeigen wir: sei o € O,

p3p2(a) = p3(amod O,) = [H pr (]
pgX

= [H p?r (@] da a € O%
P
= [(a)] =0

e Schliefilich ist
vy ClLO)— Cl(Oy)

[a] = [aOx]
Insbesondere fiir p € X gilt
bl = [pOx]

wobei pOx Primideal in Oy ist. Da Cl(Ox) durch die Klassen der Primideale erzeugt
wird und alle Primideale von Ox von der Form pOx mit p € X sind nach Satz 15.1, ist
@4 surjektiv. Wegen pOy = Ox fiir alle p ¢ X gilt

kerpy = {[H PVP]} = imyps

pEX
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e SchliefSlich gilt:

1%O§—>KX—>Z—>1

Up
a— vp(a)
ist exakt, also
K*/O; =7

O

Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers K, S eine endliche Menge von Prim-
idealen in Ok.

Definition 15.11
Setze OF = Ok(S). K° := (O%)* heiit S-Einheitengruppe von K, Cl3- := CI(O%) heit
S-Idealklassengruppe von K.

Korollar 15.12.
(i) Cl3- ist als Quotient von Cl(Ok) modulo aller Klassen von Primidealen p € S endlich.

(ii) KS >~ N(K) x 7)SI+r+s—1

Beweis.

(ii) Fiir die Torsionsuntergruppe gilt
Tor (K®) = u(K) = Tor (OF)
Ferner haben wir die exakte Sequenz abelscher Gruppen

1= Of = u(K)x 27" - K - @ K* /O = Clx — Cly — 0
pes

Der Rang der letzten beiden Gruppen ist wegen (i) Null. Also

rank K° = rank O} + rank @KX/OI><<:T+S—1+|S|.
pes

16 Eindimensionale Schemata

Betrachtung 16.1.

Zur Motivation der kommenden Begriffbildungen dient die folgende Betrachtung. Sei f(x) €
C[X]. Man kann f als Funktion auf der komplexen Zahlenebene C sehen. Wir wollen die kom-
plexe Zahlenebene algebraisch aus dem Ring C[X]| gewinnen. Fiir a € C ist

{9(x) e Clx] g(a) = 0}
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ein mazimales Ideal p, = (x — a) in C[X]. Denn p, ist Kern des Einsetzungshomomorphismus

ClX] —» C
X = a

und daher ist C[X]/p, = C ein Kdrper. Mittels a — p, = (x — a) identifizieren wir C mit
der Menge Max (C[X]) der mazimalen Ideale von C[X]. Wir sehen f € C[X] als Funktion auf
diesem Raum:

f(p) == f(X) mod p € x(p) := C[X]/p

f nimmt seinen Wert ein Punkt p also im Restklassenkirper k(p) an.

Die 1dibliche Topologie von C lisst sich algebraisch allerdings nicht beschreiben, sondern nur
durch Gleichungen f(X) definierte Punktmengen; also hier nur die endlichen Mengen und der
ganze Raum. Wir erkliren als abgeschlossen fiir jedes gegebene f € C[X]

V() = {p € Max C[X]| f(3) = 0}

— {p € Max C[X]|p D (f)}
C Max C[X]

Allgemeiner betrachten wir:

Definition 16.2
Sei O ein beliebiger (kommutativer) Ring (mit Eins). Die Menge

X := Spec (0) = {p C O, p Primideal }

heifit Spektrum von O. X wird mit der Zariski—Topologie versehen: fiir jedes Ideal a C O setzen
wir

V(a) = {p € SpecO|p 2 a}

Diese Mengen sind per definitionem abgeschlossen. Wegen des folgenden Lemmas bilden sie
eine Topologie.

Lemma 16.3.
Es gilt
(1) V(O)=10 V(0)=X
(i) V(a) UV (b) =V (ab) fir Ideale a,b in O.
(11r) NV (a;) =V (>, a;) fiir jede Familie von Idealen in O.

Bewelis.

(i) und (ii) sind klar.
(iii) Aus p 2 a oder p D b folgt p O ab, also
V(a) UV (b) C V(ab)

Gilt p D ab und p 2 b, gibt es b € b\ p. Fiir alle a € a liegt ab € p. Da p ein Primideal
ist, folgt a € p fiir alle a € a, somit a C p, also p € V(a).
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(iv) > a; Cp < a; Cyp fiir alle 7, da ) a; das kleinste Ideal ist, das alle a; umfasst.

Bemerkungen 16.4.

(i) X mit der Zariski-Topologie ist im allgemeinen nicht hausdorffsch.

(i1) Die abgeschlossenen Punkte von X entsprechen genau den mazimalen Idealen von O.
Denn ist p mazimal, so ist V(p) = {p}, also p abgeschlossen. Ist umgekehrt p € X
abgeschlossen, so gilt {p} = V(a) fiir ein Ideal a, also p O a und q 2 a, q prim impliziert
q =p. Also ist p sogar ein mazximales Ideal.

(iii) Die Elemente f € O spielen die Rolle von Funktionen auf dem topologischen Raum X.
Der ”Wert”von f im Punkt p wird durch

f(p) =f mod p

definiert und ist ein Element von

O/p € Quot(O/p) =: x(p)
Diese Werte liegen im allgemeinen in verschiedenen Korpern.

(iv) Die Zulassung nicht—-mazimaler Ideale als nicht-abgeschlossene Punkte ist sehr wichtig.
Als Beispiel betrachten wir den Polynomring C[X]. Das Primideal p = (0) € Spec C[X] ist
nicht abgeschlossen. Sein Restklassenkirper k(p) = C(X) = QuotC[X] ist der rationale
Funktionenkérper. Der Wert von f € C[X] in p ist f(X) selbst, aufgefasst als Element
das rationalen Funktionenkorpers C(X), d.h. an der Unbestimmten X. Es gilt

{Oy= [ V(=[] V(a)=V((0)) = Spec C[X].
V(@2V(0) ac(0)

Daher heifit p = (0) auch generischer Punkt von Spec C[X]. Er liegt iiberall und nirgends.

Beispiele 16.5.

X = SpecZ: Man hat fiir jede Primzahl einen abgeschlossenen Punkt und den generischen
Punkt (0) mit Abschluss X . Die nicht-leeren offenen Mengen sind X \ {p1,...,pn} mit endlich
vielen Primzahlen. Die ganzen Zahlen a € Z, werden als Funktion auf X aufgefasst:

a(p) =a mod p € Z/pZ

Die Wertekdrper sind also Zo,Zs, . .., an den Primzahlen und Q am generischen Punkt; jeder
Primkorper tritt genau einmal auf.

Betrachtung 16.6.

Zur geometrischen Interpretation der Ringelemente von O als Funktionen auf X = Spec O
reicht die topologische Struktur von X nicht aus. Wir brauchen die Strukturgarbe auf X .

Sei O ein Dedekindring, U C X := Spec O nicht—leer und offen. Dann ist der Ring der requliren
Funktionen auf U gegeben durch

o) = {g‘f,ge O, g(p) = gmod p # 0 fiir alle p € U} =S0
mat
s=0\{Jr

pel
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Definition 16.7
Sei O ein Ring, X = Spec O, U C X offen und nicht leer.

(i)

(ii)

(iii)

Wir sagen, eine Abbildung
s: U— H O,
peU

mit s(p) € O, fiir alle p € U sei lokal Quotient zweier Funktionen aus O, wenn es fiir
jedes p € U eine Umgebung V' C U mit p € V gibt, und Elemente f,g € O, so dass fiir
alle q € V gilt

f

g9(a) #0 und s(q) = g €0

Wir betrachten in der Folge die Zuordnung U — O(U), wobei O(U) die lokalen Quotienten
auf U sind. Ist O ein Dedekindring — allgemeiner ein integrer Ring, in dem jedes Primideal
ungleich (0) maximal ist-so stimmt dies mit der Definition in Betrachtung 16.6 iiberein.

Fiir V C U offen in X und nicht leer induziert die kanonische Abbildung
pelU pev
einen Homomorphismus von Ringen
pUV - O(U) — O(V) s

die Restriktion von U nach V. Das System {O(U),pyy} ist eine Garbe auf X, die
Strukturgarbe Ox.

Definition 16.8

(1)

(ii)

FEine Kategorie C besteht aus einer Klasse Obj(C) von Objekten von C und einer Menge
Mor(A, B) von Morphismen zwischen Objekten A, B der Kategorie. Zu A, B,C' € Obj(C)
gibt es eine Komposition

Mor(B,C) x Mor(A, B) — Mor(A,C)
(9, f) = gof

Es gilt

1) Mor(A,B)N Mor(A’,B") = () auler wenn A = A" und B = B’ gilt.

2) Fiir alle Objekte A € Obj(C) gibt esidy € Mor(A, A) mit
idgof=f=foidy fiie alle f € Mor(A, B)

3) Die Komposition ist assoziativ.

Seien C und C' Kategorien. Ein kovarianter (kontravarianter) Funktor F' : C — ('
ordnet jedem Objekt A € Obj(C) ein Objekt F(A) € Obj(C') zu und jedem Mor-
phismus f € Mor(A, B) einen Morphismus F(f) € Mor(F(A),F(B)) (bzw. F(f) €
Mor(F(B), F(A)), so dass gilt
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2) F(go f)=F(g) o F(f) (bzw. F(go f) = F(f) o F(g))

Definition 16.9

(i) Sei X ein topologischer Raum. Dann ist X eine Kategorie zugeordnet, die wir ebenfalls
mit X bezeichnen:

Obj(X) ={U C X,U offen}
Inklusion, fallsU CV

1] sonst.

Mor(U,V) = {

(ii) Eine Prégarbe auf X von (abelschen) Gruppen, Ringen . .. ist ein kontravarianter Funktor
F der Kategorie X in die Kategorie 21b der abelschen Gruppen, & der Gruppen, R der
Ringe . ..

F: X —2b
Uw— F(U)

Sei U C V offen in X, so setzen wir
F(Inklusion U — V) =: pyv : F(V)— F(U)
Aus den Axiomen 16 (ii) fiir einen Funktor folgt sofort:
pPUU = ldF(U) PUW = Pvw © PUv fir W Q Vv g U offen in X .
(iii) Die Elemente s € F(U) heiflen Schnitte von F iiber U. Ist V' C U, so schreibt man
puv(s) = s
iv) Eine Préigarbe F auf dem topologischen Raum eifft Garbe, wenn fiir jede offene Uber-
iv) Eine P be F auf d logischen R X heiBt Garb fiir jede offene Ub
deckung {U, };es einer offenen Menge U gilt
0= FU) = [[Fw) = ]FU:n;)
iel ij
ist exakt. Das heif3t:
(a) Sind s,s' € F(U) zwei Schnitte mit s|y, = §'|y, fiir allei € I, so ist s = §'.
(b) Sei s; € F(U;) eine Familie von Schnitten mit

Si UiﬁU]' - Sj UiﬂUj
fiir alle i,j € I, so existiert ein s € F(U) mit s;|y, = s;.

(v) Sei {M,};c; eine Familie von abelschen Gruppen, wobei I eine filtrierende Indexmenge ist,
was heifit, dass I halbgeordnet ist durch i C j und es zu i,j € I gibt ein k € I gibt mit
1 < k und j < k. Ferner seien fiir © < 7 Homomorphismen

gegeben mit
Pik = Pjk © Pij
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fiir alle: < 5 < k.
Dann heifit :
lim M; = Urs/~
iel
mit x € M; und y € M; édquivalent, falls es k > i, j und und xy, € M), gibt mit @;,(Xy) =
X, pjr(Xg) = X, direkter Limes des direkten Systems {M;, p;;}.
(vi) Der Halm einer Garbe F in x € X ist der direkter Limes

F,= lim F(U)
—
zcUCX of fen
pPUV

Ein Element aus F, heifit Keim von F in x. Es wird présentiert durch sy € F(U) mit
Identifikationen: sy € F(U) ~ sy € F(V), wenn es W C U NV gibt mit

(SU)|W = (SV)\W

Satz 16.10.
Sei O ein Ring und X = Spec O versehen mit der Zariski-Topologie. Der Funktor

Uw— OU)

st eine Ringgarbe auf X und wird mit Ox bezeichnet. Sie heif$t Strukturgarbe von X. Der Halm
von Ox im Punkt p € X st

Beweis.
Folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 16.11
Das Paar (O, X) heifit affines Schema. Sei

p: O0—=0

ein Ringhomomorphismus und X = Spec O, X' = Spec O'. Dann induziert o eine stetige
Abbildung

f: X —X
P ) =0 ()
und fiir jede offene Teilmenge U von X einen Ringhomomorphismus
fo Ox(U) — Ox:/(f7H(V))
S SO f‘f—l(U)
Es gilt fiir V C U offen in X und U’ := f~}(U)
Ox(U) 7 o)

ipoV lpU’,V

Ox(V) —s 0 (V)
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Somit induziert ¢ einen Garbenmorphismus

ffr Ox — f.Ox

(f, [*) heiBt Morphismus des affinen Schemas X' nach X. Sie entsprechen Morphismen der zu
Grunde liegenden Ringe.

Beispiele 16.12.
Sei O ein noetherscher integrer Ring, in dem jedes Primideal ungleich (0) mazximal ist.

(a)

(b)

(¢)

Korper.

Ist K ein Korper, so besteht Spec K aus einem einzigen Punkt (0), auf dem der Korper
als Strukturgarbe sitzt. Ist K der algebraische Abschluss, dann induziert K — K einen
Schemamorphismus

Spec (K) — Spec (K)

Jedem Schema kann man eine Fundamentalgruppe zuordnen. Hier zeigt sich w1 (Spec K) =

1 und m(Spec K) = Gal(K/K).

Bewertungsringe
Sei O ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p. X = Spec O besteht aus zwei
Punkten:

e dem abgeschlossenen Punkt x = p mit Restklassenkirper k(p) = O/p

e dem generischen Punkt n = (0) mit Restklassenkirper
k(n) = K = Quot(0)
Geometrische Vorstellung: X ist ein Punkt mit infinitesimaler Umgebung, die von gene-

rischen Punkt durchlaufen wird. Dazu die folgende Uberlegung: Sei O ein Dedekindring
und O, = {g[f,g € 0,9(p) # O} die Lokalisierung in p. Es gibt keine Umgebung von p

i Spec O, auf der alle Funktionen 5 € O, definiert sind. Denn zu jedem Punkt q # p,

q # (0) gibt es nach dem chinesischen Restsatz ein g € O mit
g=0 mod q und g=1 modp ,

so dass é € O, als Funktion nicht in q definiert ist. Jedes Element ist aber in einer hinrei-

chend kleinen Umgebung definiert, so dass alle L € O, auf einen “Umgebungskeim” von p
als Funktion leben. Spec O, darf man sich als solchen Umgebungskeim vorstellen.

Dedekindringe.
Ser X = Spec O mit O einem Dedekindring. Man stellt sich X als glatte Kurve vor. Die
Inklusion O — O, in eine Lokalisierung induziert fir jeden Punktp € X einen Morphismus

op: Xy =5SpecOy — X

X, ist infinitesimale Umgebung von p in X.
/ﬁ X = Spec O

p

generischer Punkt
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(d) Singularititen.

(¢)

Sei O noethersch, jedes von (0) verschiedene Primideal mazimal, aber O nicht unbedingt
ganz abgeschlossen. Beispiel:

e O=17Z[\d mitd=1 mod 4
o O=C[X,Y]/(Y?— X?)

X = Spec O ist eine Kurve, die in denjenigen Punkten Singularititen besitzt, fir die O,
kein diskreter Bewertungsring ist: das mazimale Ideal pO, wird ndmlich nicht mehr durch
ein einziges Element erzeugt wird.

X = Spec O

generischer Punkt

Beispiel: O = C[X,Y]/(Y? — X3). Wegen der kanonischen Surjektion
ClX,Y] — O

sind die Primideale von O in Bijektion zu den Primidealen von C[X,Y], die (Y? — X?)
enthalten. Fiir abgeschlossene Punkte gilt also

(X —a,Y =b) 2 (Y*=X°) |
es muss also f,g € C[X,Y] geben mit
Y- X?=f(X—a)+g(Y —b)
Setze Y = b und X = a. Die abgeschlossene Punkte von Spec O sind durch die Primideale
p=(X—aY —b) mod (Y- X?

mit (a,b) € C?, b* —a® = 0 gegeben. Der einzige smgulare Punkt ist der Nullpunkt, der
dem maximalen Ideal po (X,Y) mit X = X mod (Y? — X?) und Y =Y mod (Y? — X?)
entspricht. poO,, wird von X und Y erzeugt, kann aber nicht durch ein einziges Element
erzeugt werden.

Der Ubergang zum ganzen Abschluss O von O fihrt nach dem Satz von Krull-Akizuki zu
einem Dedekindring O. Die Inklusion © < O induziert einen Morphismus

Spec O — Spec O,
der geometrisch die Singularitit auflost.

Erweiterungen.

Sei Ok ein Dedekindring, K = Quot(Ok), L/K eine endliche separable Erweiterung und
Oy, der ganze Abschluss von Ok in L. Sei X = Spec Ok und X, = Spec Oy, und sei der

Schemahomomorphismus
f : XL — XK
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induziert durch die Inklusion Qg — Op. Sei p ein mazximales Ideal in O und

pOL = Pt R

Dann sind P ... B, die Punkte von X, die unter f aufp abgebildet werden:

X

/\/XK

Verzweigungspunkte.

Dieses Bild ist nur korrekt, wenn die Restklassenkdrper von Ok algebraisch abgeschlossen
sind, z.B. fir Ox = C[X]|. Dann liegen wegen Y e;f; = n = [L : K] idber jedem nicht
verzweigten Punkt von Xy genau n Punkte von X. Ist L/K galoisch mit Galoisgruppe
G, so induziert jedes o € G durch o : Op — Op einen Automorphismus des Schemas
o: X — Xi. Da Ok punktweise fest bleibt, ist das Diagramm

g

X7 > X1

XK

kommutativ. Alle o € G sind also Decktransformationen der Uberlagerung X /Xx. Fiir
die Gruppe Autx, (Xp) der Decktransformationen gilt

Dies ist der Anfang einer tiefen Beziehung zwischen Galoisgruppen und Fundamentalgrup-
pen.
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