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1 Tensorprodukte und Differentialformen

1.1 Tensorprodukte

Bevor wir Differentialformen studieren, wollen wir eine allgemein niitzliche Begriffsbildung aus
der linearen Algebra einfiihren.

Definition 1.1.1
Sei K ein Koérper und seien V.W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann ist eine K-
bilineare Abbildung eine Abbildung

a: VW—X,

die in beiden Argumenten K-linear ist, fiir die also a( v+ Nv',w) = Aa(v, w) + Na(v', w) und
a(v, \w + Nw') = Aa(v,w) + Na(v,w') fir alle \, ' € K und v,v' € V, w,w' € W gilt.

Offenbar ist dann fiir jede lineare Abbildung ¢ : X — X’ auch die Abbildung ¢oa : VW —
X' bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorrdaume V, W einen “universellen”
K-Vektorraum V' ® W mit einer “universellen” bilinearen Abbildung V x W — V @ W gibt, so
dass alle anderen bilinearen Abbildungen V' x W — Z durch lineare Abbildungen V@ W — Z
beschrieben werden kénnen.

Definition 1.1.2
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V,W ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V @ W und einer bilinearen Abbildung

k: VW —= VW
(v,w) = VW

mit der folgenden universellen Eigenschaft: zu jeder bilinearen Abbildung
a: VW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢, : V @ W — X mit
=y 0kK.

Wir driicken dies durch das folgende Diagramm aus:

VXW—L>VeW

|
\ F!%

X

Betrachtung 1.1.3.

1. Damit ist die Theorie bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriick-
gefiihrt.

2. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, es giibe zwei Vektorrdume V @ W und V@W und
zwei universelle bilineare Abbildungen

k: VW= VeW E: VWS VeWw.



Man benutzt die universelle Eigenschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare Ab-
bildung & eine eindeutige lineare Abbildung ¢z : V @ W — VW mit ¢z o k = &.

Durch Vertauschen der Rollen von x und & erhélt man ebenso eine lineare Abbildung
Gp : VOW — V @ W mit ¢, o & = k. Wir finden

VoW
|
/ | 5
. Y
VxW—--=VW
|
\ |
" %

VoW

Die Abbildungen xk = idygw ok und ¢, 0@z ok beschreiben die gleiche bilineare Abbildung
VxW —V&®W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft folgt
¢0¢r = idygw. Durch Vertauschen der Rollen von  und & folgt analog ¢z0¢, = idygyy -

. Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, stellen wir erst die folgende Voriiberle-
gung an: sei M eine Menge und X ein K-Vektorraum. Wir suchen einen zu der Menge
M gehorigen K-Vektorraum V (M), so dass fiir einen beliebigen K-Vektorraum X die
Abbildungen von Mengen M — X in Bijektion zu K-linearen Abbildungen V(M) — X
stehen:

Lin(V(M), X) = Abb(M, X) .

Sei dazu V(M) der Vektorraum derjenigen K-wertigen Funktionen auf der Menge M, die
nur fiir endlich viele Element von M einen Wert ungleich Null annehmen. Offenbar bilden
dann die Funktionen (6,,)men mit 6,,(m’) = 6,y eine Basis von V(M). (Man beachte,
dass nur endliche Linearkombinationen sinnvoll sind - deswegen auch die Endlichkeitsbe-
dingung an die Funktionen in V' (M).)

Einer Abbildung ¢ : M — X von Mengen ordnen wir nun die lineare Abbildung f :
V(M) = X zumit f(3,,crr AmOm) = D menmr AmOpm) mit Ay, € K. Umgekehrt ordnen
wir einer linearen Abbildung f : V(M) — X die Abbildung ¢ : M — X von Mengen
zu mit p(m) := f(0,,). Man zeigt leicht, dass diese Zuordnungen zueinander invers sind.
Man nennt V(M) den von der Menge M frei erzeugten Vektorraum.

. Um die Existenz des Tensorprodukts zu zeigen, wéhlen wir eine Basis B := {b;};c; von
V ound B’ := {b};err von W. Da eine bilineare Abbildung a : V' x W — X durch ihre
Werte auf allen Paaren (b;, b;) von Basiselementen eindeutig festgelegt ist, betrachten wir
die Abbildung von Mengen
a:BxB — X
(bi,b/») — O[(bi,b/~)

J J
Nach Punkt 3. entspricht dieser Abbildung eindeutig eine lineare Abbildung ¢, : V(B x
B) — X.

Wir kénnen also das Tensorprodukt V' @ W beschreiben durch den Vektorraum V(B x B')

derjenigen K-wertigen Funktionen auf der Menge B x 8, die nur fiir endlich viele Elemente
einen Wert ungleich Null annehmen.

Wir bezeichnen mit b; ® b die Funktion 5(bi,b3_), die auf dem Paar (b;,t}) den Wert Eins

und sonst den Wert Null hat. Zusammen mit der bilinearen Abbildung

VxW — V(BxB)
(bi, b,) — (5(1,1.71);_) =0,® b;

J
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erfiillt der Vektorraum V(B x B’) die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts , denn
der bilinearen Abbildung o : V xW — X wird die eindeutig bestimmte lineare Abbildung
G : VOW — X mit ¢o(b; ®b;) = a(bs, b;) zugeordnet,.

J

5. Insbesondere ist fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V, W die Dimension des Tensor-
produkts gleich dimg V @ W = dimg V' - dimg W'.

6. Die Elemente des Vektorraums V' ®@ W heiflen Tensoren, die Elemente der Form v ® w :
k(v,w) mit v € V und w € W Tensorprodukte oder reine Tensoren. Die Tensorprodukte
erzeugen V ®@ W aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt eines Vektors
veVund w e W.

Bemerkung 1.1.4.

1. Sind V, W reelle oder komplexe Vektorrdaume und tragen iiberdies die Struktur eines
Hilbertraums, so ist das Tensorprodukt V @ W ein Skalarproduktraum mit einem Skalar-
produkt, fiir das

(v@w, v @uw) = (v,w) ¥, ) firalev,o' eV undw,w €W

gilt, aber kein Hilbertraum. Man kann aber V' ® W als metrischen Raum vervollstandi-
gen, indem man alle Cauchy-Folgen hinzunimmt und Cauchy-Folgen identifiziert, wenn
ihre Differenz eine Nullfolge ist. Man zeigt dann, das dieser Raum V&W eine natiirliche
Struktur eines Hilbertraum trigt. Warnung: er hat aber nicht mehr die universelle Eigen-
schaft eines Tensorprodukts. Die Tensorproduktheorie von topologischen Vektorrdaumen
ist deutlich komplizierter.

2. Es gilt dann fiir Riume quadratintegrabler Funktionen L?(RP)&L?(RY) = L*(RP x RY).

3. Wenn die Elemente der Hilbertraume V' und W Wellenfunktionen quantenmechanischer
System beschreiben, so beschreiben Elemente des Hilbertraums V&®@W Wellenfunktion des
gekoppelten Systems. Zum Beispiel beschreibt der Hilbertraum L?(R?)®C? die Kopplung
von Orts- und Spinfreiheitsgraden eines Teilchens mit Spin oder C? @ C? die Kopplung
zweier Spins. Tensorprodukte von Hilbertrdumen treten daher natiirlich bei der Beschrei-
bung von Systemen mehrerer Teilchen auf. (Bei identischen Teilchen muss man sich auf
Unterrdume einschrénken, um die Bose- oder Fermi-Statistik des Teilchens zu beriicksich-
tigen.)

Wir definieren nun das Tensorprodukt von zwei linearen Abbildungen.

Betrachtung 1.1.5.
Je zwei K-lineare Abbildungen

¢o: V=V VW — W
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte
pRY: VoW -V oW

Dazu betrachten wir das Diagramm:

VW, Vew (1)
|
¢>le I PRy

Y
VIxW 2.V oW
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Da die Abbildung ® o (¢ x 1) offenbar bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft
der Tensorprodukts die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ ® 1. Diese erfiillt also

(YY) (vew)=¢v)@Y(w) firveV undweWV .

Betrachtung 1.1.6.
Wir wollen diese Strukturen nun auch in Koordinaten beziiglich Vektorraumbasen betrachten.
Sei K ein fester Korper.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und BY) = (ey,...e,) eine geordnete
Basis. Wir schreiben einen Vektor z € V' in dieser Basis als

n
x:E r'e; mitx' € K.
i=1

Man nennt manchmal einen Vektor z € V einen kontravarianten Vektor in V.

2. Sei V* = Hom(V,K) der Dualraum von V, also der Vektorraum der Linearformen auf
V. Die zur Basis BY) = (ey,...e,) duale Basis B"") = (e!,...e") besteht aus den
Linearformen e’ mit e(e;) = 0% Wir schreiben Linearformen, also Vektoren § € V* im
Dualraum, als Linearkombination

ﬁzZﬁiei mit 3; € K.
i=1

Man nennt manchmal dann auch 5 € V* einen kovarianten Vektor zu V.

3. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorriume mit geordneten Basen BY) = (ey,...,e,)
und BW) = (e4,..., ¢! ). Eine lineare Abbildung A : V' — W beschreiben wir durch die

Bilder der Basisvektoren
Ae; = Z a' e ;
i=1
(a* ;) ist die darstellende Matrix von A. Oft vereinbart man, dass iiber gleiche oben
und unten stehende Indizes summiert werden muss, und ldsst das Summenzeichen weg:
Ae; = a' ;€ Dies ist die Einsteinsche Summationskonvention, die in Differentialgeometrie
und allgemeiner Relativitédtstheorie hdufig verwendet wird.

4. Seien V, V' und W, W’ endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢ : V. — V' und
¢ : W — W lineare Abbildungen. Seien BY) = (e,...,e,), BY) = (¢},...€.) sowie

m

BWI(fr,..., f»), B = (f{,... f!) geordnete Basen. Dann sind die darstellenden Matri-
zen gegeben durch

o(ei) = akie;c und  P(f;) = bkifl; :
Dann folgt aus dem kommutierenden Diagramm in Betrachtung|1.1.5
P R@Y(e; ® f;) = a” b’ je;c ® f]
und folglich fiir einen allgemeinen Tensor z7¢; ® f; € V@ V'
¢ @ p(xe; @ f;) = 27 el @ f
Die Beschreibung von ¢ ® v in Koordinaten ist also
¢ @Y (x79) = (a* b ;7).

Man sagt, “obere Indizes werden kovariant transformiert”.
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Bemerkungen 1.1.7.
1. Aus der Bilinearitdt von x folgt, dass auch das Tensorprodukt von Abbildungen bilinear

ist:
: (M1 + X202) @Y = M1 @Y + A @Y
¢ @ (M1 + Athe) = 0 @MYL+ & ® Aty

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertriglichkeit mit direkten Summen:
MeWheW=WeW)s (VaeW),
und analog im anderen Argument.

3. Man hat kanonische Isomorphismen
auv,w : U®(V®W) — (U@V)@W
U@ vew) —» (LV)w

mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U @ (V ® W) und (U ® V) @ W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

4. Die Skalarmultiplikation in V' liefert kanonische Isomorphismen

KoV 5 V VoK — V
ARV = A-w VRN — A0

mit Umkehrabbildung v — 1 ® v bzw. v — v ® 1, mit deren Hilfe man den Grundkorper
K als Eins unter dem Tensorprodukt auffassen kann.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

Cuyv : UV — VU
URU — vRu ,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt cyy o cpy = idygy.

6. Benutzen wir das assoziative Tensorprodukt, so konnen wir jedem K-Vektorraum V die
Tensoralgebra

TV)=vVOgavWhagv®g. |

mit V© := K und VU := V® ... ® V mit j Faktoren, bilden. Durch das offenbare
Produkt

VO xvO 5 yu+H)
(M®...0V,unR..0w) — NME®..U;QW®... Q0w
wird dies zu einer (unendlich-dimensionalen, Z, -graduierten) assoziativen K-Algebra. Die
Tensoralgebra von Hilbertraumen (und Unterrdume davon) tritt in natiirlicher Weise bei

der Beschreibung von Systemen der Quantenstatistik auf, bei denen die Teilchenzahl nicht
fest ist.

Bemerkungen 1.1.8.
1. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

Ve wr - (Ve W)
a®@f = (Vew=al)-fw)

ein Isomorphismus.



2. Insbesondere konnen wir Bilinearformen auf V' x W mit Linearformen auf V ® W, also
Elementen in (V ® W)* identifizieren und somit durch Tensoren in V* ® W* beschreiben.
In der Beschreibung durch Komponenten treten zwei untere “kovariante” Indizes auf.

Wir hatten den Mafltensor einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ ken-
nengelernt. Sei U C R¥ und ¢ : U — R" eine lokale Parametrisierung. Sei fiir v € U
das Bild p := ¢(u) € M und (01, ...0kp) eine Basis des Tangentialraums 7, M. Dann
liefert die Restriktion des euklidischen Skalarprodukts des umgebenden Raums R™ auf
T,M eine (positiv definite) Bilinearform 7,M x T,M — R und somit einen Tensor in
(M) @ (T,M)"

3. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

VEoW — Homg(V, W)
aw = (v a(v)w)

ein Isomorphismus. Insgesamt ermdoglicht dies ein Kalkiil fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume, bei dem alle Homomorphismen — insbesondere mulitlineare Abbildungen und
Multilinearformen — durch geeignete Tensoren beschrieben werden.

Bemerkungen 1.1.9.
1. Hat man in allen Vektorrdumen eine Basis gewahlt, so kann man Tensoren durch ihre
Koordinaten beschreiben: (' ir..;;) beschreibt einen Tensor in Vi ®@ ... ®@ V; @ Wi ®
... ®@ W/. Eine Basiswechselabbildung im v-ten Faktor V,,

I 47 )
e; =17 ,¢;

fiihrt dann fiir den Tensor zu neuen Koordinaten (¢ jZE:::j"'). Fiir untere (“kovariante”)
Indizes ist entsprechend die zu ¢ transponierte Matrix zu nehmen.

2. Auf dem Raum der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist die
Spur eine wichtige Linearform:

tr:Endg(V) 2 V'@V — K

Im Tensorkalkiil setzt man also einen oberen und einen unteren Index gleich und summiert
dariiber. Diese Operation nennt man auch das Verjiingen eines Tensors. Auch ein Tensor
mit mehr als einem oberen und unterem Index zum gleichen Vektorraum kann verjiingt
werden; dies entspricht einer partiellen Spur.

1.2 Differentialformen und der Stokessche Integralsatz

Wir folgen [F3, §19-§21]. Sei K ein Kérper und V' ein K-Vektorraum. Bei der Einfithrung der
Determinante haben wir alternierende k-(Multi-)Linearformen V* — K kennengelernt.
Definition 1.2.1

1. Eine alternierende k-Form auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung

w: VFESK,

die in jedem Argument linear ist also eine multilineare Abbildung ist, und die verschwin-
det, sobald wenigstens zwei Argumente gleich sind:

w(vy,...,v5) =0,

sobald es t,j mit i # j gibt, so dass v; = v;.
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2. Fiir k € N bezeichnet man mit A*V* wird den Vektorraum aller alternierenden k-Formen
VF — K. Speziell setzt man A°V* := K. Es ist A'V* = V*,

Bemerkungen 1.2.2.

1. Eine alternierende Linearform kann durch eine lineare Abbildung V*) — K beschrieben
werden.

2. Allgemeiner ist eine alternierende k-lineare Abbildung eine Abbildung
a:VxVx...xV-W

mit der Eigenschaft, dass
a(vi, ..., v) = sign(o)a(veay, - - Voiy) -

3. Das k-fache #uflere Produkt eine K-Vektorraums V ist ein Vektorraum A*(V), zusammen
mit einer k-multilinearen alternierenden Abbildung A : V x ... x V — A*V| so dass es
fiir jede k-lineare alternierende Abbildung « : V¥ — W genau eine lineare Abbildung
bo : N¥*V — W gibt, so dass das Diagramm

ARV

g

kommutiert. Durch diese universelle Eigenschaft ist A*V bis auf eindeutige Isomorphie

charakterisiert. Die Existenz des &ufleren Produkts zeigt man, indem man den Vektorraum
AV = T®*V/L mit L dem linearen Erzeugnis

L := span (vl ® ... @ v —sign(o)ve) @ ... @ Vo) | 0 € Sk, v; € V)
betrachtet.

4. Wir schreiben
A1, 08) = v Avg A ... Ay € APV

Wir werden gleich diesen Ausdruck noch einmal anders fiir den Fall von Linearformen

einfithren, also fiir A¥V*.

Da die Abbildung A : V¥ — A¥V alternierend ist, gilt offenbar

V1 AV AL A = 8ign(o) ey AL A Ugr -

5. Eine alternierende k-Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' kann als ein
Element (eines Unterraums) des K-Vektorraums (V*)®* angesehen werden. Diese kann
man natiirlich als Elemente in der Komponente V* @ ... @ V* = (V® ... ® V)* der
Tensoralgebra T'V* des Dualraums auffassen.



Allerdings ist das Produkt zweier alternierender k-Formen in der Tensoralgebra nicht mehr
alternierend. Wir miissen daher fiir alternierende Formen ein anderes Produkt einfiihren.

Definition 1.2.3
Seien y,...,¢r € V* Linearformen. Wir definieren das duBere Produkt oder Dachprodukt

01 A ... Ny € AFV* durch

(P A Apr)(vr, o) o= det ((¢i(v)))1<i<k)

Bemerkung 1.2.4.
Man zeigt leicht: Ist ¢, ..., ¢, eine Basis von V*, so bilden die Elemente ¢;, A ... A pj, mit
1 <j, <...<jr <n eine Basis von AFV*.

Dazu betrachte eine zu (p;) duale Basis (e;); von V. Man zeigt dann, dass eine beliebige
alternierende Form w € A*V sich eindeutig schreiben lisst als

w= Z Wiy s €igy -+ 1€y )Pis N oo N iy

11 <12<...<ij

Es folgt dimyg AFV* = (Z) fiir 0 < k < n und dimg A*V* = 0 fiir & > n.

Satz 1.2.5.
Es gibt genau eine bilineare Abbildung (genannt dufleres Produkt oder Dachprodukt)

A ARV AYVE s AR
(w,0) = wAo,

mit der Eigenschaft, dass

(GL A ANQR) NI A AY) = (L A AR AP AL A Y)

fiir alle 1-Formen ¢;,1; € V*.

Definition 1.2.6
1. Wir definieren das dubere Produkt oder Dachprodukt von alternierenden Formen durch
die Abbildung aus Satz[1.2.5 Speziell setzt man fira € K= AV:aAw=wAa=a-w.

2. Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V nennt man die direkte Summe
AV = @iV APV

die duBere Algebra von V.

Bemerkungen 1.2.7.
1. Die Dimension der &ufleren Algebra eines Vektorraums V' der Dimension dimg V' = n ist

dimKAV:Z<Z):2”.
k=0

Insbesondere ist die duflere Algebra eines endlich-dimensionalen Vektorraums endlich-
dimensional.



2. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Dachprodukt assoziativ ist,
(w1 VAN wg) /\(A)g = W1 A ((,L)Q A wg)

fiir alle w; € A¥ und alle Werte von ki, ko, k3 € N. Ferner ist das Dachprodukt alternie-
rend: fiir w € A*V und o € A'V gilt

wAho=(-)"orw. (2)
3. Die duflere Algebra von Hilbertrdumen tritt in natiirlicher Weise bei der Beschreibung
von fermionischen Vielteilchensystemen auf.

Betrachtung 1.2.8.
e Sei U C R" offen, f : U — R stetig differenzierbar. Bei der Einfithrung des Differentials
hatten wir df als Abbildung

U— (R")*,pdf(p) = dfy

aufgefasst. Fiir jedes p € U ist R" der Tangentialraum 7,U der n-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit U.

e Wir wollen im Folgenden die Tangentialrdume 7, U fiir verschiedene p auseinanderhalten.
Wenn wir die Vereinigung U,cpT,U bilden, so sei diese stets disjunkt:

| | U= {J{p} xT,U .

peU peU

Man nennt den Dualraum T;U := (T,U)* auch den Kotangentialraum von U in p. Ebenso
betrachtet man wieder die disjunkte Vereinigung U,ey7,;U.

o Wir fassen jetzt das Differential df auf als Abbildung
U — UperT, U mit pw— df(p) € T,U,
wobei die Linearform df (p) € T,U auf einem Tangentialvektor v € T,U den Wert

df (p)(v) = Zax]m v;

hat.
e Speziell betrachten wir fiir die Koordinatenfunktionen z; jetzt die Differentiale dx; : U —
UperT,U. Sei ey, . .., e, die kanonische Basis von R" = T,U; es gilt
"< Or;
d.ij(@i) = Z a_l.kék,z - 52] .
k=1
Also ist fiir jedes p die Menge dz(p), . .., dx,(p) die zur kanonischen Basis e, ..., e, von
R" = T,U duale Basis von T;U = R", und es gilt
af
d dzx;
f(p) = . ou; - (p) - dz;(p)

Im Sinne der folgenden Definition ist das totale Differential df von f eine Differentialform
erster Ordnung.




Definition 1.2.9
Sei U C R" offen. Unter einer Differentialform der Ordnung k oder kurz einer k-Form auf U
versteht man eine Abbildung

w: U= | |ATU mit w(p) € AFTIU.

peU

Bemerkung 1.2.10.

Nach Bemerkung [1.2.4]ist fiir jedes p € U durch daj, (p) A ... Adx;(p), 1< i <...<je<n
eine Basis von AkT;U gegeben, und jede k-Form w auf einer offenen Menge U C R"™ lésst sich
also darstellen als

wp)= D> fia®) drj, A Adag,

1<j1<...<ji<n

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f; _j, : U — R.

Definition 1.2.11
Sei U C R"™ offen und

1<ii<...<jr<n

eine k-Form auf U.

1. Die Differentialform w heiBt stetig differenzierbar (bzw. stetig, bzw. r-mal stetig differen-

zierbar), wenn alle ( Z ) Koeffizientenfunktionen f;, _;, diese Eigenschaft haben.

2. Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung k definieren wir eine (k +
1)-Form dw, die dufiere Ableitung der Differentialform w, durch

dw = Z dfj1~~~jk A dl’jl VAN dl’jk.

1<ii<..<jr<n

Natiirlich ldsst sich dw dann schreiben als Linearkombination der Basiselemente dzj, A... A
dxj, . : man schreibt

n
Of .
dw ::Z Z %d%/\d:ﬂﬁ A Ndxg,
j=11<j1<...<jr<n J
und ordnet die Indizes so um, dass sie strikt monoton wachsend angeordnet sind.

Satz 1.2.12.
Sei U C R" eine offene Menge.

1. Seien wy,ws stetig differenzierbare k-Formen auf U und A, p € R. Dann gilt

d(Awy + pws) = Adwy + pdws .
2. Sei w eine stetig differenzierbare k-Form und 7 eine stetig differenzierbare [-Form. Dann
gilt
dwAn) = (dw) A+ (=1)Fw A dny .
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3. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare k-Form w auf U gilt d(dw) = 0.

Bewelis.

1. Die erste Behauptung ist eine offensichtliche Folge der Differentiationsregeln fiir den Gra-
dienten.

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Produktregel fiir die Koeffizientenfunktionen und
der graduierten Symmetrie aus Bemerkung [1.2.7,1 : fiir

w = Zf;dxl und 7= Zgjdxj

=k |J|=l
gilt

dwAn) = > ,(gsdfr + frdgs) Adzp Adz,
= (Crdfr ANde) ANy gsday) + (=1 Q2 fr Adar) A (3, dgy A day)
= dwoAn+(—1)*wAdn .

3. Die dritte Behauptung folgt aus der Symmetrie der Hesseschen Matrix:

d*w = i

2

dl’l/\dx]/\d.le/\/\d.T]k:O

2,J=1
O
Wir fiithren weitere Notation ein:
Definition 1.2.13
Sei U C R" eine offene Teilmenge, wobei R™ mit der Standard-Orientierung versehen ist.
1. Das vektorielle Linienelement ist das n-Tupel von 1-Formen d35 := (dxy, . ..,dx,)T aufU.

2. Das vektorielle (Hyper-)Flichenelement ist das n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS :=
(dSy,...,dS,)T auf U mit

auslassen

ie1 ~ =

Beispiele 1.2.14.
Wir betrachten Differentialformen auf dem R™ mit der Standard-Orientierung. Sei U C R”
offen. Wir betrachten Differentialformen verschiedener Ordnung und ihre d&ufleren Ableitungen.

1. Eine stetig differenzierbare 0-Form auf U ist eine stetig differenzierbare Funktion f : U —
R. Thr Differential df = 0, fdz' + ... 0, fdx™ = (grad f,d5) ist eine 1-Form.

2. Betrachte das Volumenelement dV := dxy Adxs A ... Adx,. Jede stetig differenzierbare n-
Form auf U ist von der Form ¢ dV mit einer stetig differenzierbaren Koeffizientenfunktion
¢:U — R, und hat dulere Ableitung 0.
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3. Sei 9 eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form. Schreiben wir mit einem Vektorfeld b und
dem vektoriellen Hyperflachenelement d.S,

¥ = (b,dS) = bydzy A. .. Aday —boday Adas A Adzp+. ..+ (—=1)" " bpdar AL Adz,_1
so ist die duere Ableitung die n-Form

dlp = (81b1 + 82b2 + ...+ 8nbn)dx1 N d]?g VAR dl’n = (leb) . dV .

Konkret fiir n = 3 sieht dies so aus: die 2-Form
W = (b,dS) = bydxy A dg + bydas A dy + bsday A diy
hat die duflere Ableitung

dw = (811)1 + 321)2 + agbg)dllfl N dl’g N dl’g = (le b) -dV .

4. Sei ¢ eine stetig differenzierbare 1-Form auf dem R3. Wir schreiben dann die 1-Form mit
einem Vektorfeld a in der Form ¢ = (a,ds), und rechnen nach, dass gilt:

d(p = (81(,02 — 82(,01)d$1 A dl’g + (81(,03 — 83(,01)dl’1 A de’3 + (62(,03 — 834,02)de A dl’g

-,

= (rota,dS)

mit dem vektoriellen Flichenelement dS = (dwy A dxs, —dxy A dxs,dxy A dxs)?.

Wir haben so die Differentialoperatoren Rotation, Divergenz und Gradient durch Differen-
tialformen verstanden.

Definition 1.2.15
Sei U C R™ offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w auf U heiit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

2. Fiir k > 1 heifit eine stetige k-Form w auf U exakt, falls es eine stetig differenzierbare
(k — 1)-Form n auf U gibt, so dass w = dn gilt.

Lemma 1.2.16.
Sei U C R" offen. Jede auf U stetig differenzierbare exakte k-Form ist geschlossen.

Beweis.
Zu einer exakten k-Form w finden wir nach Definition [1.2.15|eine (k — 1)-Form 1 mit w = dn.

Dann gilt wegen Satz[1.2.12/3
dw=d’n=0.

O

Eine Teilmenge U C R"™ heiflt sternformig, wenn es einen Punkt zy € U gibt, so dass fiir
jeden Punkt z € U die Verbindungsstrecke Tox ganz in U liegt.
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Theorem 1.2.17. [Lemma von Poincaré.]
Ist eine offene Teilmenge U C R™ sternformig, so ist jede geschlossene k-Form auf U mit & > 1
auch exakt.

Beweis.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei xq = 0. Es reicht aus, k-Formen der Form

w= f(z) de;, N... Ndx;,
auf U zu betrachten. Hierzu definieren wir die (k — 1)-Form

k 1
I(w) == z:(—l)""1 [/ dt - tklf(t:c)} zigday, N ANdxg, Ao N dag,

a=1 0

wobei die 1-Form dz;, ausgelassen wird. Das Integral ist definiert, weil tz € U liegt, da U
sternformig ist. Dann gilt
(%) w= ldw+dlw .

Fiir eine geschlossen Form w folgt hieraus sofort w = dlw, so dass w exakt ist.
Die Gleichung (x) folgt durch direkte Rechnung: es gilt

dlw = SF_ (1) 'z,.d []01 dt - tk—lf(m)} dzi, A ... Nz, A ... Ada,

30k (—1)et [fol dt - tk_lf(tx)} dzi, Adas, A Nz, A A dx;,

= ¢ (—1) gy d [ [t g1 f(m)} Ndzi A...dzy. A... Adzg,

+k [fol dt tk’lf(tx)] dai, A ... A dr;,

Wir schreiben das Integral im zweiten Summanden um:
k [y de tv 1 f(ta) = R f(tn)], — [ dt 7S5, Oaf(te)as
= f(@) = Jy At 35, Dsf(ta)as

und rechnen die Ableitung des Integrals im ersten Summanden aus:

n

d [/01 dt - t"f—lf(tx)] => [/01 dt t’“aﬁf(m)} dzg

B=1

Damit finden wir insgesamt fiir den ersten Summanden in (*):
dlw = Yh_ Y0 (~1)! [fol dt t’“(‘?gf(tx)} widrg Adzg, A ... Adz,, A .. dz,
+f(z)dx;, A Ndzy, — [fol dt t* 375 85f(tx)x5] dr;, A ... Ndx;,

Wir berechnen auch explizit den zweiten Summanden in (%): wir finden
dw = Z@Bf(x)dxg ANdzi A .. N dxg,
B=1

und somit
ldw = 75, [fol dt - tkagf(tx)} zg ANdxy A... ANday,
+ 5 Sk (~1)e [fol dt - t*0g f(tz) | zidxs Adzyy A ... A cfv,\a Ao N dxy,

Der Vergleich liefert nun (). O
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Bemerkung 1.2.18.
Aus dem Poincaréschen Lemma, zusammen mit den Beispielen[1.2.14] folgt fiir jede sternférmige
offene Menge U C R3:

1. Ist a : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rota = 0, so existiert eine stetig
differenzierbare Funktion f : U — R mit a = grad f.
Denn fithre wie in Beispiel [1.2.14[4 eine 1-Form ¢ := (a, d5) ein; dann ist

dy L2103 (rota,dS) =0 .

Nach dem Poincaréschen Lemma [1.2.17] gibt es eine Funktion f : U — R mit
o = df "= (grad f,d)

also a = grad f.

Anwendung: in der Elektrostatik gilt fiir das elektrische Feld rot E = 0. Daher gibt es eine
skalare Funktion V', das elektrische Potential, mit — grad V' = E. Ein erster Ansatz ist
daher, das elektrische Feld als 1-Form auf R? einzufiihren.

2. Ist b: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so existiert ein stetig
differenzierbares Vektorfeld a : U — R3 mit b = rota.

Denn fiithre wie in Beispiel |1.2.14]3 eine 2-Form 1 := (b, d§> ein; dann ist nach |1.2.14.3
die auflere Ableitung di) = divbdV = 0. Nach dem Poincaréschen Lemma [1.2.17| gibt es
eine 1-Form ¢ mit ¢ = dy. Schreiben wir ¢ = (a, ds) mit einem Vektorfeld a, so folgt

-,

(rota, dS) PE* dp = o = (b, dS)

und somit b = rota.

Anwendung: fiir das magnetische Feld gilt div B = 0; also existiert ein Vektorfeld A, das
Vektorpotential, so dass B = rotA. Ein erster Ansatz ist daher, das magnetische Feld als
2-Form auf R? einzufiihren.

Definition 1.2.19
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

W = Z fjlmjkda:jl FANAN d.ijk

1<j1<...<jp<n

eine k-Form auf U und ¢ : V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

1<j1<...<jrk<n

eine k-Form auf V', der Riicktransport oder Pullback p*w.

Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:

Satz 1.2.20.
1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt

" (AMwr 4+ Aows) = Mi@™(w1) + Ao (w2) .

14



2. Der Riicktransport ist vertrdglich mit dem Dachprodukt,
P (wAn) =g (W) Ap*(n) -

3. Der Riicktransport ist vertréglich mit der &ufleren Ableitung: ist ¢ zweimal stetig diffe-
renzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p*w) = ¢ (dw) .
4. Ist weiterhin W C RP offen, v : W — V stetig differenzierbar, so ist
(porp)w=1"(pw).

Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiele 1.2.21.
Seien V' C R™ und U C R" offene Teilmengen, ¢ : V' — U eine stetig differenzierbare Abbil-
dung. Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢; : V" — R liefern 1-Formen

£ o

1. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = > | f;dx; auf U finden wir deshalb

Prw = Z(fz o p)dip; = Z (Z(fz © 90)2;01> dt;

i=1 j=1 =1

2. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochst moglichen Grad hat. Da Differential-
formen alternierend sind, folgt

a(th ce 7tk)

Es folgt fiir den Riicktransport einer m-Form auf R" zu einer m-Form auf R™:

11<29...<lk
i, - pi,)
fw = i det =2 N dty A ... Adty .
Y w ( <Z<' (flkOSO) S a(tl,,tk) 1 k
11 <19...<ip
3. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... Adx,
©'w= fop(detdp)dt; A... Ndt, . (3)
Formen von hochst moglichem Grad transformieren sich also mit der Determinante.
Definition 1.2.22

Sei U C R" offen. FEine n-Form
w= fdry N... Ndx,
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auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeffizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

/Aw::/Af(x)d"x.

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R™.

Definition 1.2.23

Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dy)z) > 0, so heifit der Diffeomorphismus ¢ orientierungserhaltend; andernfalls heifit er
orientierungsumkehrend.

Satz 1.2.24.
Seien U,V C R" offen und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Sei U zusammenhéngend; dann
ist ( entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdxy N... Ndx,

eine stetige n-Form auf V. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = /gp*w;
©(A) A

ist ¢ orientierungsumkehrend, so gilt

/ w = —/gp*w.
»(A) A
Beweis.

Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten (3]) von Differentialformen in Beispiel [1.2.21
und dem Transformationssatz fiir Integrale. O

Definition 1.2.25
Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

1. Unter einem Atlas 2 fiir M versteht man eine Menge {y; : T; — V; : j € J} von Karten
von M, deren Bilder M iiberdecken, also | J; V; = M.

2. Laésst sich fiir M ein Atlas 2l finden, so dass fiir je zwei sich schneidende Karten aus 2 der
zugehorige Kartenwechsel-Diffeomorphismus 7 orientierungserhaltend ist, so nennt man
die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Orientierbarkeit ist eine Eigenschaft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,2) eine durch den Atlas 2
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist eine
Struktur.)

4. Alle weiteren Karten von M, die wir einem Atlas %A, der eine Orientierung definiert,
hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientierung definiert, nennen wir
positiv orientiert; alle anderen Karten negativ orientiert.
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Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhéngend ist, so gilt: entweder ist M nicht orientierbar,
oder es existieren genau zwei Orientierungen: zu jeder Orientierung 2 gibt es auch noch die
entgegengesetzte Orientierung —2A.

Definition 1.2.26
Sei U C R" offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M,2l) eine orientierte k-dimensionale Unter-

mannigtaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,2) erklirt werden. Man beachte, dass der
Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfaltigkeit ist.

e In dem Fall, in dem es eine einzige Karte o : T -+ V C M gibt mit A C V, setzt man
[ o=
1(A
(A,20)
Aus Satz folgt, dass dies unabhéngig von der gewéhlten Karte ¢ ist.
e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 2l positiv orientierte Karten

oj: T;—=V,CM,j=1,...,m, mit

AclUw,
J
mit einer der Uberdeckung (V;); untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Teilung
der Eins
Uvi—Rr fir j=1...,m,
Wir setzen

A= AN supp(a;) C V.

und nennen die k—Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der vorge-
henden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

[emS ] menr

(A2)

Man zeigt wie beim Beweis des klassischen Satzes von Stokes, dass diese Definition der
Integrierbarkeit und des Integrals unabhédngig von der Wahl der Karten und der Teilung
der Fins ist.

Definition 1.2.27

1. Sei (M,2) eine durch den Atlas 2 orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte Karte. Man nennt fiir einen Punkt p € M die
Basis (01¢)(p), - - -, (Okp)(p) des Tangentialraums T,,M und alle gleich-orientierten Basen
des Vektorraums T, M (beziiglich ) positiv orientiert.
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2. Ist n > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so ist
ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vektorfeld
v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor auf M ist,
und so dass gilt: Ist (v, ...,v,—1) eine beziiglich 2 positiv orientierte Basis von T, M, so
ist (v(p),v1,...,v,_1) eine beziiglich der Standardorientierung des R™ positiv orientierte
Basis von R".

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [F'3], §20].

Bemerkungen 1.2.28.

1. Wenn eine Hyperfliche M C R" eine Orientierung 2l besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperflache lasst sich umgekehrt durch ein Einheits-Normalenfeld
v charakterisieren.

3. Fir ein Kompaktum A C R" mit glattem Rand O0A sprechen wir von der
kanonischen Orientierung des Randes 0A, wenn sie durch das duflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Flachenelement aus Definition [1.2.13} dies ist ein
n-Tupel von (n — 1)-Formen, ds = (dSy,...,dS,)T. Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld f =

—

(fi,.-.y fu): U — R™der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung setzen.

Satz 1.2.29.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R", die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R" orientiert sei. Sei f = (fi,...,fn): U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ (£.08) = [ (@) v@nasta)

Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vdS geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis.
Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: es sei U offen im R?
und M C U eine Fliche im R?, die mit nur einer Karte ¢ : T =+ M beschrieben wird, wobei T

offen im R? ist.
Es sei f = (f1, f2, f3) : U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

[ 18.98) = [ (@) vta)as).
K K
Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(¢) € M gegeben durch das Vektorprodukt
Oip X Do
v(p(t) = —22 22
PO = (e x gl
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Wir rechnen dann

fK<f’ d§> = / fld[EQ VAN dZ‘g - / fgd.’El VAN de’g —|—/ fgd(L’l A dl’g
K K

= f o (" frdgpa A dps — " fadpr A dps + @™ fsdpr A de2)
e~ K

_ / “f Ops Op3  Opa Ops
oo\ s T T o on

Lo, (2P 201 Des O
7o ot T oty ot

Op1 Opy  Op1 Ops
* : — : dt; A dt
+e'fs (atl oty Oty Ot 1A

o 890>
— O F, % SN Aty Adty
[p—l(K) < 8751 8252 ! 2

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements dS eingesetzt, dann die
Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann die Ket-
tenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form {iber
die Teilmenge ¢ !(K) C R% Dieses Integral ist:

/kﬁd§>=:/’ (0" (), Brp x Dup)dtydl
K o~ (K)

= [ o). vl [P0 x Daldady
e~ 1K) db:(rx)

=Léq@xw@Mﬂw.

Definition 1.2.30
1. Sei H;, C R¥ der Halbraum

{(21,...,7) € R* | 2, < 0}.

Wir versehen den Rand 0H), mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v mit
v(x) = e fiir x € OHy gegebenen Orientierung.

2. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt p € M
heift Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls in jeder
Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M\ A liegen. Die Menge aller dieser
Randpunkte bezeichnen wir mit dy; A. Dies ist eine Teilmenge der Untermannigfaltigkeit

M.

3. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y; A, wenn gilt: Es existiert fiir

jedes p € Oy A eine Karte o : T =V von M mit p € V, so dass o(H,NT) = ANV und
e(OH, NT) = 0y ANV gilt. Eine solche Karte von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:

19



Beobachtung 1.2.31.

1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt mit glattem
Rand, so ist 0)s A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

2. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhdlt man eine
induzierte Orientierung auf dem Rand 0j;A: Man wéhle nur randadaptierte Kar-
ten, die positiv orientiert sind, und schrianke diese auf den Rand 0;;A ein.

3. Im Fall k£ = n, M C R" offen, A wie in 2, ist die auf dy;A durch die kanonische
Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das duflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 1.2.32.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit & > 2, mit kompaktem Triger. Dann

gilt
/ dw = / w .
Hy, dH,,
Bewelis.

e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als
k: —
W= Z(—l)rlfjd:cl JANIAN 7 R ANANY £
j=1

mit C'-Funktionen fi,..., fi. In der von der randadaptierten Karte induzierten Karte
B:RF1 — OH) des Randes mit (t,...,t51) = (0,¢1,...,tx_1) gilt

ﬁ*w = fl(O,tl, c. ,tkfl)dtl VANRAWAN dtk,1 3

also folgt fiir das Randintegral
/ W = fl(O, tl, N ,tk_l)dk_lt .
6Hk Rk—1

e Wir berechnen das Integral der k-Form

k
dwzz%dm/\.../\dmk

X
j=1 "/

iiber den Halbraum J, = R_ x R*"! Fiir jedes feste (z,...,2x) € R*! folgt, da die
Komponentenfunktion f; kompakten Triager hat

——(z1,x9,...,x)dx; = f1(0, 29, ..., 2)) .

Es folgt durch weitere Integration:

/ a—(xl,xg,...,a:k)dxl...dxk: f1(0, g, ... xx)dxs . . . day .
Hy, X1 Rk—1
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Fir 2 <j <k gilt

afj / /afj —
— dzy...dz, = —dx; |dzy...dz;...dzs .
/I"Ik 63:]- (11,@, 735k) x Ty S < R@afj T T ZTj Ty

Fiir festes (z1,...,%j-1,%;41,..., %)) hat die Funktion z; — f;(x1,...,z;) kompakten
Tréger. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(o,fﬂg,...,l’k)dilfg...dl'k:/ w .
Hk Rk71 8Hk

Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollsténdigen Form formulieren:

Theorem 1.2.33 (Stokesscher Integralsatz im R").

Sei U offen im R"™. Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit
k > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum
A C M mit glattem Rand 0y, A, wobei wir dy;A mit der von M induzierten Orientierung

versehen:
/ dw = / w .
A A A

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Beweis.
e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten Atlas
ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins «, . ein und zerlegen die (k—1)-Form

w:
w= E Qp e
p

Es geniigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu beweisen.

e Wir nehmen daher an, dass M Nsupp(w) kompakt und ganz in einer Karte ¢ : @ — V C M
aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die Differentialform p*w auf Q C R* kann
daher durch Null zu einer auf ganz R* stetig differenzierbaren Differentialform @ mit
kompaktem Tréger fortgesetzt werden. Es gilt

(%) /dw d:6f/ 0" (dw) 3/ dgp*w:/ do .
A HiNQ HiNQ Hy

e Betrachte die Einbettung
f: RFT — RF
(ur, .. up—1) = (0,u1, ..., up_1)

und

Qo := BHOH, N Q) C R*! .

Dann ist
Vi=pof:Qy— Vyg:=0uANV

eine Karte des Randes 0,7 A. Dann ist
(xx) / w Yo = B*p*w = g0 = / w .
aij QO Qo Rk71 aHk
Die Gleichheit von () und (**) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma [1.2.32]
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Korollar 1.2.34.
Sei U C R" offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/ dw=0".
M
Bewelis.

Da M kompakt ist, wiahle im Stokesschen Satz [1.2.33] A = M. Da die Mannigfaltigkeit M
keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir wollen nun noch aus dem Stokesschen Satz [1.2.33| zwei klassische Integralsétze ableiten.

Bemerkungen 1.2.35.

1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R®. Ferner sei ein
differenzierbares Vektorfeld F' : U — R? gegeben, das mit dem vektoriellen Linienelement
ds aus Definition [1.2.13] eine 1-Form w := (F,ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliche M mit glattem Randweg ¢ : [a,b] — M, der
positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dS) aus Beispiel [1.2.14]4

[ (ot F (), v(z))dS(z) / (ot F, dS) — / o

A

EE w:/ (F,d3)
oA oA

- [ (o), #ha.

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

2. Der klassische Satz von Gauf} ist der Spezialfall kK = n des Satzes von Stokes [1.2.33] Mit
der (n — 1)-Form w = (F,dS) ist hierbei wie in Beispiel |1 3

dw = (divF) -dxy A\ ... Ndzx, .

[, divFdme = / / / (F,dS)
BMA 6]MA

(F,v)dS(z
8A

Wir finden
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2 Funktionentheorie

2.1 Komplexe Differenzierbarkeit

In der Funktionentheorie beschéftigt man sich mit Funktionen, im einfachsten Fall auf nicht-
leeren offenen Teilmengen von C, die komplex differenzierbar sind.
Bisher haben wir nur Ableitungen komplexwertiger Funktionen reeller Variablen

f:U—=C mit UCR" offen

definiert. Der Korper der komplexen Zahlen C kann als zwei-dimensionaler reeller Vektorraum
aufgefasst werden. Daher ist der Begriff der reellen Differenzierbarkeit und reellen Ableitung
von Funktionen

f:U—=C mitUcC offen
definiert; die Multiplikation im Kdrper C im Urbildbereich geht dabei nicht ein.

Bemerkung 2.1.1.
Wir erinnern an grundlegende Definitionen zu komplexen Zahlen.

1. Sie wurden eingefiihrt als Paare reeller Zahlen, C = {z + iy | ,x,y € R}, die wir als
Punkte in der Gaufischen Ebene darstellen.

Im

anY
C

x = Rez ist der Realteil, y = Imz der Imaginérteil von z = x + iy € C. Die Abbildung

C - C
z=x+1y — Z:=r—1

gegebene Abbildung heift komplexe Konjugation. Fiir den Betrag |z| einer komplexen

Zahl z =z 41y € C gilt
|z| == Va2 +y? =2z .

2. Zu jedem z € C gibt es r € Ry und ¢ € R, so dass z = re'¢ gilt. Es ist 7 = |z| eindeutig
bestimmt; fiir z € C* = C\ {0} ist der Winkel ¢ bis auf ein additives Vielfaches von 27
eindeutig bestimmt. Fordert man ¢ € (—m, 7|, so heifit ¢ =: arg z, das (Haupt-) Argument
von z; es ist eindeutig bestimmt.
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Es gilt dann
z=|z]e¥ =exp(In|z| +iarg z) .

Fir z € C\ Ry ist dies eine Darstellung von z in Polarkoordinaten.

Es gilt fiir das Hauptargument

x
arccos ———— fir y > 0

2+ y?
x
—arccos ——— firy <0

3. C ist ein Korper; in Polarkoordinaten schreibt sich die Multiplikation (z, z’) +— 2z’ und
die Inversenbildung z + 27! besonders einfach. Zum Beispiel ist fiir 2 = re? € C das
multiplikative Inverse z~!

arg z =

=l

4. Auflerdem ist C mit der durch
d(z1,22) = |z1 — 29| fiir 21,29 € C,
definierten Metrik ein vollsténdiger metrischer Raum (und als solcher homéomorph zu
R? mit der metrischen Struktur, die aus der Norm auf R? folgt). Es ist also definiert, was
eine offene Menge U C C ist: U heifit offen, wenn es zu jedem a € U ein r > 0 gibt, so
dass die offene Kreisscheibe

By(a) ={zeCl||lz—a| <1}
in U enthalten ist.

5. Wie bei jedem metrischen Raum haben wir Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit. Da
C vollsténdig ist, konvergieren komplexe Cauchy-Folgen in C gegen einen (eindeutig be-
stimmten) Grenzwert.

Wir treffen zwei Verabredungen:

e Sei B C C eine Teilmenge. Wenn z, Haufungswert von B\ {z} ist und g : B\ {20} — C
eine Funktion, so ist mit lim g(z) immer lim g(z) gemeint.
2—20 z9>z
z€B\{z0}

e Ein Gebiet ist eine nicht-leere, offene und zusammenhéngende Teilmenge der komplexen
Ebene C.

Definition 2.1.2
1. Sei U C C offen und nicht leer. Eine Funktion

f:U—=C.

heiffit im Punkt zy € U komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(ZO + Z) B f(ZO) —. f,(ZO)

z—0 z

existiert.

2. Eine Funktion heifit im Punkt zy € U holomorph, wenn sie in einer Umgebung von z
komplex differenzierbar ist.
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3. Eine holomorphe Funktion auf U ist eine auf U komplex differenzierbare Funktion f.

Beispiele 2.1.3.
1. Ist f konstant gleich ¢ € C, so ist f komplex differenzierbar mit Ableitung ' = 0. Fiir
die Funktion f(z) = z gilt f'(z9) = 1 fiir alle z5 € C.
2. Wir betrachten die komplexe Konjugation:

f:C

C
A z

—
—

Dann gilt fiir 2,2z € C mit z # 0:

flaot2)—flz) _z2tz—= =
z z z
Der Grenzwert limz_mé existiert nicht: fiir die Folge wu;, := % reeller Zahlen mit
limg oo up = 0 gilt limy o Z:: = 1. Aber fiir die Folge v, := % rein imaginérer Zah-
len, fiir die ebenfalls limy_,o, v = 0 gilt, finden wir limg_, z:];: =—1.

Die Funktion f ist also in keinem Punkt zy5 € C komplex differenzierbar, obwohl f in
jedem Punkt zy € C reell stetig differenzierbar ist.

Bemerkungen 2.1.4.

1. Da komplexe Differenzierbarkeit formal genau so definiert ist wie Differentiation im R",
lassen sich Regeln wie Summen - , Produkt-, Kettenregel und 1'Hospital analog wie im
Reellen beweisen. Man muss nur statt Intervallen offene Teilmengen von C als Definiti-
onsbereiche betrachten. Insbesondere sind polynomiale Funktionen als Folge von Beispiel
2.1.3]1 und Produkt- und Summenregel holomorph.

2. Man zeigt auch wie bei reeller Differenzierbarkeit: Eine Funktion f : U — C ist genau
dann in einem Punkt zy € C komplex differenzierbar, wenn es eine Konstante ¢ € C, eine
Kreisscheibe B.(0) mit € > 0 und eine Funktion

¢:B(0) > C mit lim 2 (%)

z—0 Z

=0

gibt, so dass
flzo+2) = f(20) +c-z+p(2) fir ze€ BA(0)

gilt. In diesem Fall ist ¢ = f'(zp).

Satz 2.1.5.
Sei U C Coffen, zp € U und f : U — C. Man schreibe f(z,y) = u(x,y)+iv(z,y) mit z = z+iy,
wobei (z,y) € R? und u(z,y),v(z,y) reelwertige Funktionen sind.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. fist in zg komplex differenzierbar.
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2. f ist in (xg,yo) reell-differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen:

0 0

8_3(330,?/0) = 8—2(37073/0)
O o t0) = — (20, 30)
By Zo,Yo) = o Zo, Yo

Dies ist ein System von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung an die
reellwertigen Funktionen u und v in zwei Variablen.

Beweis.
Sei f in zy komplex differenzierbar und A := f’(zy) € C. Das ist genau dann der Fall, wenn

():hmf(ZO"‘t)—f(Zo)—At

t—0 ‘t’

(4)
gilt. Wir spalten in Real- und Imaginérteil auf:
A=a+ifundt=h+1k mit «,5,hkeR

und somit

At = ah — Sk +i(ak + Sh) .

Da eine komplexwertige Funktion genau dann konvergiert, wenn ihr Real- und Imaginéarteil
konvergieren, ist dquivalent zu

u(zo + h,yo + k) — u(zo, o) — (h — k)

limp, 1)—0 =0
|(h, F)] (5)
. v(xo + hyyo + k) — v(xo, y0) — (ak + Bh)
R0 0] -
Mit den linearen Abbildungen
Lis:R*—= R,

die durch
Li(h,k) :==ah — Bk und Lo(h,k) = ak+ Sh

gegeben sind, folgt aus den Gleichungen , dass die reellwertigen Funktionen u,v : R? — R
in (zo,yo) differenzierbar sind. Der Vergleich der Koeffizienten von A und k in L, und Ly zeigt,
dass komplexe Differenzierbarkeit dquivalent zu den Gleichungen

g—Z(xo,yo) = o = g_Z(-CEo,yo)
%(Ioayo) = —f = —%(xoyyo)
1st. O

Man beachte, dass wir auch die folgende Identitdt mitbeweisen haben:

, , 0 0 0
fl(z) =A=a+if = a—Z(l'o’yo) +Za—2(5€0,y0) = a—i(l’o,yo) .

Als einfache Folgerung haben wir das

Korollar 2.1.6.
Sei U C C ein Gebiet, und sei f : U — C auf U holomorph und f'(z) = 0 fiir alle z € U. Dann
ist f auf U konstant.
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Beweis.
Nach dem vorangegangenen Satz ist dann f auf U differenzierbar und es gelten fiir f =
u + v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Uy =vy, und uy = —v,

sowie f' = u, + iv,. Aus f' = 0 folgt somit u, = v, = 0 und aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen das Verschwinden aller partiellen Ableitungen. Nach einem Satz aus
der Analysis folgt auf dem Gebiet U daher, dass die reellen Funktionen u und v und somit
auch f auf U konstant sind. O

Korollar 2.1.7.
Ist f = u+ v holomorph auf einem Gebiet U und existieren auch noch stetige zweite partielle
Ableitungen von u und v, so sind u und v harmonische Funktionen, d. h. es gilt in U:

Au=Av=0.

Beweis.
Dies folgt mit direkter Rechnung aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen:

Ugy = (ux)x = (Uy)a: = (U:E)y = _(uy)y = Uy -

Bemerkung 2.1.8.

1. Fiir die Funktion f(z) = 22 kann man die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Diffe-
renztialgleichungen leicht explizit iiberpriifen.

2. Mit Hilfe des Differentialoperators
0 _1(o 9
0z 2\ 0x Ay

0

kann man die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen umschreiben zu EE f(z0) =
z

0:

1/0 0 1 ’
—(— —l—i—) (u+z’v)zi(ux—vy)—i—%(uy—i—vx):().

0

Zum Beispiel erhilt man fiir die Funktion f(z) = Z, dass 5 f (20) = 1 fiir alle 2z, € C.
Z

Es folgt die aus Beispiel [2.1.3]2 bekannte Tatsache, dass f nicht holomorph ist.

3. Dies rechtfertigt, eine Funktion f auf R? umzuschreiben zu
1 _ 1 _
flay) =1 (56+2).-5(:-2

und im Wirtingerkalkiil formal nach unabhéngigen Variablen z, z zu differenzieren.

Es gibt auch einen Kalkiil von komplexen Differentialformen fdz + gdz auf R? mit den
Einsformen dz = dz + idy und dz = dz — idy auf R2.
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4. Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt, dass die Jacobische Deter-
minante einer in einer Umgebung von z5 € C holomorphen Funktion f dort gerade gleich
Us¥y — UV = Uy + 05 = | ()]

ist. Ist speziell f/(zy) # 0, so ist f ein (lokaler) Diffeomorphismus.

Definition 2.1.9
1. Eine lineare Abbildung L : R¥ — R" heifit konform, wenn eine der beiden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

e Die Abbildung L ist injektiv und fiir je zwei von Null verschiedene Vektoren v, w € R*
gilt
(Lv, Lw) B (v, w)
Lol - | Lwll {0l - [Jw]l -

e Es gibt eine Zahl p # 0, so dass fiir die darstellende Matrix A von L gilt A'A = p*E.

(Es ist leicht zu sehen, dass aus der zweiten Bedingung (Lv, Lw) = p*(v,w) und somit
die erste Bedingung folgt. F'ir die andere Richtung verweisen wir auf [Koe, p. 176].)

2. Eine differenzierbare Abbildung f : U — R™ auf einer offenen Menge U C RF heifit
konform im Punkt ¥ € U, wenn ihr Differential df(x) : R* — R" in x eine konforme
lineare Abbildung ist.

Bemerkungen 2.1.10.

1. Aus der ersten Charakterisierung konformer Abbildungen folgt, dass konforme Abbildun-
gen Winkel erhalten.

2. Ist A die darstellende Matrix einer konformen Abbildung und & = n, so ist p LA eine
orthogonale Matrix. Man nennt dann A eine Ahnlichkeitsmatrix.

3. Nach der Kettenregel werden die Tangentialvektoren differenzierbarer Kurven durch den
Punkt z unter f durch das Differential df(z) abgebildet. Daher ist eine differenzierbare
Abbildung f : U — R? konform in z € U, wenn fiir alle differenzierbaren Kurven 71,7,
mit y(0) = 2z = 4,(0) sich die Kurven f o~ und f o~ in f(z) im gleichen Winkel
schneiden wie die Kurven ~; und 7, im Punkt z.

Satz 2.1.11.
Sei U C R? ein Gebiet und f = u+iv : U — C reell differenzierbar. Dann ist f in z € U genau
dann konform, wenn die beiden folgenden Bedingungen gelten:

e Das Paar (u,v) oder das Paar (v,u) erfiillt in z die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.

o Es gilt u2(z) +v2(2) # 0.

Beweis.
Eine reelle 2 x 2-Matrix ist genau dann orthogonal wenn sie entweder von der Gestalt

a f a B
(—504) oder (5_&)
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ist, also eine Drehung oder eine Spiegelung ist, und o? + 3% = 1 gilt. Also ist die Jacobische

Matrix ( Zx Zy ) genau dann eine Ahnlichkeitsmatrix, wenn die beiden Bedingungen gelten.
z Uy
O

Korollar 2.1.12.
Eine holomorphe Funktion ist genau dann konform im Punkt z € U, wenn f'(z) = u,(z) +
ivy(z) # 0. Holomorphe Funktionen erhalten die Orientierung.

Man iiberlegt sich leicht, dass die komplexe Exponentialfunktion die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillt und somit holomorph ist. Es liegt also auch nahe, fiir sie eine
Umkehrfunktion zu suchen und zu untersuchen, ob diese holomorph ist.

Beispiel 2.1.13.

1. Wir definieren den Hauptzweig des komplexen Logarithmus durch
log:C* — S:={zx+iy|ly € (—m, 7]},

logz:=1In|z| +iargz .

Hierbei wdhlen wir das Hauptargument aus Bemerkung [2.1.1,.2. Dann ist log die Umkehr-
funktion der Exponentialfunktion

exp: S — C".

2. Die Funktion log : C* — §' ist allerdings auf der negativen reellen Achse nicht stetig: Sei
r € R, dann ist —z € R* auf der negativen Halbachse, und sowohl

(r—1 f(—ril
Tn = 2™ %) alsauch 2! =z

sind Folgen, die gegen —x konvergieren, denn €™ = e~ = —1. Da die Folgenglieder
beider Folgen, m — % und —7 + % im halbofffenen Interval (—x, 7] liegen, folgt

1 1
logx, =Inz +i(r —=) und logz, =lnzx+i(-7+-=) |,
n n

lim logz,, = Inx +ir = log(—x),
n—oo

lim log 2!, = Inz — im # log(—x) .
n—o0

Es ist also auch nicht moglich, dass log auf der ganzen punktierten Ebene C* holomorph
ist. Aber die Restriktion auf die geschlitzte Ebene

(%) log:C*\R_ — S

logz = In|z| +iargz
ist bijektiv, mit der Umkehrfunktion

exp: S = C*\R_, S={z+iyeClye(-mn)} .
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/// Re 7 //ﬁ

/ —im
Die in (x) definierte Funktion log ist holomorph, denn es ist
log(z + iy) = In\/2? + y? +isgny - ATCCOS ——e
T/ T2 + y2
u(x,y ~
v(z,y)
cony . 4 1 firy=0 wzo _y
gy = I firy<0 /2
woraus durch Differenzieren folgt fiir y # 0:
Y x
x4y = - d 9 = :
v (T, ) o " un vy(z,y) e
Das gilt auch fir z > 0,y = 0, und aulerdem
T )
2\, Y) = 55— d Y) = .
u (‘T y) l‘2 +y2 un uy(x y) ZE2 +y2

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also erfiillt, die Funktion log ist
auf C* \ R_ holomorph, und es folgt

f(2) = (up +ivy) (z,y) = = = :é'

2.2 Potenzreihen

Wir benutzen nun Reihen mit Werten in einem komplexen Banachraum £, um mehr Funktionen
auf C zu erhalten. Zur Vereinfachung mag man sich den Fall F = C vorstellen.

Definition 2.2.1

Fine unendliche Reihe der Form -

Z a,(z — 20)"

v=0
mit a,, € E heifit Potenzreihe mit den Koeffizienten a, um den Entwicklungspunkt z, € C. Die
Menge der z € C, fiir die die Reihe konvergiert, heifit der Konvergenzbereich der Reihe.

Wir wollen untersuchen, wo Potenzreihen konvergieren, ob sie gegen eine holomorphe Funk-
tion konvergieren und was in diesem Fall die Ableitung ist.
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Lemma 2.2.2 (Abelsches Lemma).
Es sei E ein Banachraum und zg, z; € C. Die Potenzreihe )" > a,(z — zp)
z = z; konvergent. Wir setzen r; := |z; — zo|. Dann gilt

Y seil an der Stelle

1. Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € B, (20).

2. Die Reihe konvergiert gleichméflig absolut auf jeder abgeschlossenen Kreisschreibe |z —
20l < p <y

Beweis.
Da die Potenzreihe > 07 ja,(z — 2) fiir z = 21 konvergiert, bilden ihre Glieder eine Nullfolge,
sind also insbesondere beschrinkt. Es gibt also eine reelle Zahl ¢ > 0, so dass

|(IV|T'T - ‘al/(zl - ZO)Vl S &
fiir alle v € Z>(. Ohne Einschrénkung sei r; > 0; wir haben also die Abschéitzung

c
la,| < v fur alle v € Zsg .
1

Fiir |z — 29| < p < ry erhalten wir daraus die Abschétzung
14 v c 14 v
lav(z = 20)"| = lavllz — 20" < 0" = ¢q
1

mit q := % Wegen 0 < p < rq ist 0 < ¢ < 1. Also ist die geometrische Reihe )"  ¢” eine
konvergente Majorante fiir die Potenzreihe fiir solche z. O

Satz 2.2.3.
Zu jeder Potenzreihe Y 7 ja,(z — z)” auf C mit Werten in einem Banachraum E existiert
genau ein r € [0, 00], der Konvergenzradius der Potenzreihe, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe |z — zg| < p < r ist die Reihe gleichméBig absolut
konvergent.

2. Fiir |z — 29| > r ist die Reihe divergent.
Es gilt die Formel von Cauchy-Hadamard

-1
r= (lim sup +/ ]a,,])

V—00

Bemerkungen 2.2.4.

1. Wir erinnern an die Definition des limes superior einer Folge reeller Zahlen als grofiter
Grenzwert aller konvergenten Teilfolgen. Hier haben wir es mit Folgen nicht-negativer
reeller Zahlen zu tun, so dass der limes superior genau dann existiert, wenn die Folge
nach oben beschréinkt ist. Ist sie dies nicht, so setzen wir den limes superior gleich oco.
Fiir konvergente Folgen fallen limes superior und Grenzwert zusammen.

2. Ist limsup,_, {/|a,| = 0 oder = oo, so ist der Konvergenzradius » = oo bzw. r = 0 zu
setzen.
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3. Die Formel von Cauchy-Hadamard liefert nicht immer einen rechnerisch zweckméfligen
Weg zur Bestimmung des Konvergenzradius.

Beweis.
Die erste Aussage folgt schon aus dem Abelschen Lemma [2.2.2] Sei

~1
T= (lim sup v/ \al,\)
V—r00
1. Wir betrachten zunéchst den Fall 0 < 7 < oo und wéhlen ein rg mit 0 < ro < 7. Es gilt
also . )
— = lim sup v/|a,| < — .
r V—00 To

Daher existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

. 1 1
Van| < — & a,| < — .
To

n
T

Hieraus folgt die Abschétzung

n ‘Z_ZO‘ "
|an(z — 20)"| < 7

To

woraus fur alle z mit |z — 29| < 79 nach dem Majorantenkriterium durch Vergleich mit
der geometrischen Reihe die gleichméflige absolute Konvergenz der Reihe folgt. Da ry mit
0 < ro < 7 beliebig gewihlt war, folgt die Konvergenz der Potenzreihe Y 7 ja,(z — 29)”
fir alle z mit |z — 29| < 7. Wir haben somit die untere Abschéitzung 7 < r an den
Konvergenzradius r.

2. Sei nun 7 endlich, 0 < 7 < oo, und wéhle ry mit 7 < ry. Das heifit aber

i<i:limsup m.
To r n—00
Daher existiert eine monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen ny,ns, ..., so dass
1 B
o < |an, |
fiir alle p € N, also
(rol)”P < |an,| .

Fiir |z — 29| > 1o folgt daher fiir alle p € N
|an, (2 — 20)™| > 1,

so dass die Potenzreihe " a,(z — zp)" schon deswegen nicht konvergent sein kann, weil
ihre Glieder keine Nullfolge sind. Da rq beliebig mit r < ry war, folgt die Divergenz der
Potenzreihe Y 7 ja,(z — 2o)” fir alle z mit |z — 29| > 7. Wir haben somit die obere
Abschétzung 7 > r an den Konvergenzradius r.
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Beispiele 2.2.5.

1. Die Reihe )7, n"2" hat wegen limsup ¢/n” = limsupn = oo den Konvergenzradius
r=0.

2. Die Exponentialreihe > 7 | %T,L hat wegen des Quotientenkriteriums Konvergenzradius

r = oo. Alternativ sieht man aus der Stirling-Formel n! ~ +27mn(2)" > (%), dass

limsup { % = 0 und somit r = oo gilt.

Satz 2.2.6 (Isoliertheit der Nullstellen).

Die Potenzreihe f(z) = > 07 a,(z — z9)” auf C mit Werten in einem Banachraum E habe
Konvergenzradius r > 0. Falls nicht alle Koeffizienten a, gleich Null sind, so existiert ein
r" < r, so dass fiir alle z € C mit 0 < |z — 2| < r’ der Wert f(z) von Null verschieden ist.

Beweis.
Sei h die kleinste natiirliche Zahl mit a;, # 0. Dann schreibe

f(z)=(2— Zo)h<ah +ani1(z —20) +...) ;

die Reihe ¢(z) := ap + apy1(z — 20) + . .. konvergiert dann nach dem Kriterium von Cauchy-
Hadamard auch dort gleichméfBig, wo f konvergiert und definiert eine stetige Funktion. Wegen
g(z0) # 0 gibt es also ein 7’ > 0, so dass ¢g(z) # 0 fur alle z mit |z — 29| < 7’ erfiillt ist. O

Korollar 2.2.7.

Sind zwei Potenzreihen f, g auf der gleichen Kreisschreibe mit dem Mittelpunkt zg als Entwick-
lungspunkt absolut summierbar und stimmen ihre Werte dort iiberein, so stimmen alle ihre
Koeffizienten iiberein.

Beweis.

Betrachte f(z) — g(z) = Y oo y(@n — by)(z — 2)". Wiren nicht alle Koeffizienten dieser
Potenzreihe gleich Null, so wiire nach Satz die Funktion f(z) — g(z) auf einer punktierten
Umgebung von zy ungleich Null. O

Eine wichtige Eigenschaft von Potenzreihen ist die Tatsache, dass man sie ineinander ein-
setzen kann. Wir halten dies ohne Beweis fest:

Satz 2.2.8.
Sei g eine Potenzreihe mit Werten in C, die auf einer Kreisscheibe um 0 € C konvergiert. Sei
f eine weitere Potenzreihe mit Werten in einem Banachraum E mit Konvergenzradius r um
z=0.

Gilt dann ¢(0) € D,(0), so existiert eine kleine Kreisscheibe D in C um 0 derart, dass fiir
u € D die Potenzreihe ¢ in die Potenzreihe f eingesetzt gleichméfig absolut konvergiert.

Wir wollen nun den Begriff der Potenzreihe benutzen, um eine wichtige Funktionenklasse
einzufiihren.

Definition 2.2.9
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1. Sei U C C offen. Wir nennen eine Abbildung f : U — FE in einen Banachraum E
analytisch, wenn zu jedem Punkt zy € U eine offene Kreisschreibe D (zy) C U existiert,
so dass auf D.(zy) der Wert von f gleich einer absolut summierbaren Potenzreihe in der
Variablen z — z ist.

Auf Grund von Korollar[2.2.7] ist diese Potenzreihe eindeutig bestimmt.

2. Eine Funktion f heit ganz , wenn sie gleich einer Potenzreihe ist, die auf dem ganzen
Raum C absolut summierbar ist.

Polynomiale Funtionen sind offenbar ganze Funktionen. Nach Beispiel [2.2.5]ist die komplexe
Exponentialfunktion eine ganze Funktion. Wir miissen noch klaren dass absolut summierbare
Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzradius analytische Funktionen liefern. Dies zeigt der
folgende Satz, den wir ohne Beweis bringen:

Satz 2.2.10.
Die Potenzreihe f(z) = >~ a,2" mit Werten in einem Banachraum E sei auf einer Kreisschei-
be um den Ursprung 0 € C mit Radius r absolut summierbar. Dann ist f(z) auf der offenen
Kreisscheibe D,.(0) analytisch.

Genauer gesagt ist f(z) fiir jeden Punkt b € D,(0) gleich der Summe einer auf der Kreis-
schreibe D,_p(b) absolut summierbaren Potenzreihe in z — b.

Man {iberlege sich, dass Linearkombinationen analytischer Funktionen wieder analytisch
sind. Der Konvergenzradius der Reihe Y a,2" + > b,2" ist grofer oder gleich dem Minimum
der Konvergenzradien.

Wir wollen nun Differenzierbarkeitseigenschaften von Potenzreihen untersuchen.

Lemma 2.2.11.
Hat die Reihe > 7 a,(z — 29)” mit Werten in einem Banachraum E Konvergenzradius r, so
hat auch die gliedweise abgeleitete Reihe

o
Z va,(z — z)"
v=0

Konvergenzradius r.

Beweis.
Wegen /v = exp(*%2%) — 1 fiir v — oo hat die Reihe Y>>0 va,(z — 2)” nach der Formel von

v

Cauchy-Hadamard auch Konvergenzradius r. Wegen

Z va,(z — z0)" = (2 — 2) (Z va,(z — Zo)y_l)

konvergiert die gliedweise abgeleitete Reihe fiir ein z # 2z, genau dann, wenn die Reihe
Yoo o vay(z — z)" fiir dieses z konvergiert. O

Wir wollen nun zeigen, dass analytische Funktionen differenzierbar sind.

Satz 2.2.12.
Sei > 7, a,(z—2)” eine absolut summierbare Potenzreihe mit Werten in einem Banachraum E
und Konvergenzradius r > 0. Die Funktion f : D,(29) — E sei definiert durch die Potenzreihe

f(z) = Z a,(z — z)" .
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Dann ist f(z) auf D, (zo) differenzierbar und es gilt fir z € D,.(z)

oo
-1
g a,v(z — 2p)"

v=0

Beweis.
Nach einer Verschiebung kénnen wir ohne Einschrankung zy = 0 annehmen. Fiir jedes n € N
zerlegen wir die Reihe in die Partialsumme der ersten n Summanden und einen Rest:

f(z) = salz )+R (2)
W) = Y la
Ru(z) = >0 a,z”

Nach Lemma [2.2.11]ist die gliedweise abgeleitete Potenzreihe

[oe)
= E va,z’ "
v=1

fiir |z| < r konvergent. Nach den Rechenregeln fiir die Ableitung von Polynomen ist

fi(z) = lim &/ (2) fir 2| <7r.
n—oo
Wir wihlen ein beliebiges z; € C mit |z| < r und zeigen, dass f in z; differenzierbar ist mit
Ableitung fi(z1). Dazu wihlen wir p € R mit |z;| < p < r und betrachten z € C mit |z] < p,
2 # z1. Wir formen um

[EELo) — fi(zy) = elHbimlbl il — (s
oo o (20) 4 o (21) — fi(z) + Del=Ralr)

Wir schétzen drei Terme getrennt in geeigneter Reihenfolge ab:

1. Es gilt
Rn(z)_Rn(zl) _ ZOO a ZV_ZIV

z—2z1 v=n "V z—z

ZOO_ ay(zV—l + Z”*QZl 4+ 4 z21”_2 + Zlu—1) .

v=n

Aus den Annahmen iiber den Betrag von z und z; folgt daher die Abschéitzung

R (2) — Ru(21) }OO: 1
< 4
‘ zZ— 2 o V:n|ay|yp

Da p < r kleiner als der Konvergenzradius r der abgeleiteten Potenzreihe f; ist, gibt es
zu jedem vorgegeben € > 0 ein N7 € N, so dass fiir alle n > Ny gilt

[e o]

Zu!a,,]p”_l <

v=n

W m

Also gilt fiir alle n > Ny und z € C mit |z]| < p und z # z; die Abschitzung

€

’Rn<z) — Ro(21)

Z— 21
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2. Da lim, o 8,(21) = fi(z1) gilt, finden wir zu jedem vorgegebenen € > 0 ein Ny € N, so
dass fiir alle n > N, gilt

€

|sn(21) = fi(z1)] < 3"

3. Sei jetzt ein n > max{Ny, No} gewihlt. Da das Polynom s,(z) in z; komplex differen-

zierbar ist, existiert zu jedem gegebenen € > 0 ein § > 0, so dass fiir alle z € C mit
0<|z—2z| <0 gilt

sn(2) — sn(21)

zZ— 21

<

Wl ™

—5,(21)

Wihlt man nun § > 0 so klein, dass aus |z — 21| < ¢ folgt |z] < p, und wihlen wir ein
n > max{ Ny, Ny}, so folgt fiir alle diese z

f(z) = f(=) € € € _
Z— 2 f1(21)<3+3+3—€.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.2.13.
Differenziert man f sukzessive, so erhdlt man durch vollstdndige Induktion fiir alle z mit |z —
2| <1

k+1)! k+2)!
f(k)(z) = klay + ( T ) ap+1(z — z0) + ( o ) api1(z —20)2 + ... .
Setzt man speziell z = z, so folgt f*)(z) = klag, d.h. fiir alle k
_ f(k)(Z())
ap = Ll .

Daraus folgt eine “Taylorformel” fiir analytische Funktionen:

69 (4,
f =Y
k=0 '

Wir erhalten somit:

Korollar 2.2.14.

Jede auf einer offenen Teilmenge U C C analytische Funktion ist auf U unendlich oft komplex
differenzierbar und somit insbesondere holomorph. Ihre sdmtlichen Ableitungen sind auf U
analytisch.

Wir werden spéter in Korollar [2.4.10] zeigen, dass jede auf einer offenen Menge U holomor-
phe Funktion auf U analytisch ist.

Korollar 2.2.15.

1. Da alle polynomialen Funktionen

P:C—C mit P(z):Zakzk mit a, € C
k=1

analytisch sind, folgt nochmals, dass sie komplex differenzierbar sind, mit P’(z) =

S kagzt L
k=1
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2. Die durch Potenzreihen definierten Funktionen exp,sin und cos : C — C sind komplex
differenzierbar. Insbesondere gilt

exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = — sin
sowie die bekannten Ableitungsregeln sinh’ = cosh und cosh’ = sinh.

Wir betrachten auch holomorphe Stammfunktionen:

Definition 2.2.16
Sei f : U — C eine holomorphe Funktion. Eine Funktion F : U — C heifit (holomorphe)

Stammfunktion von f auf U, falls F' auf U holomorph ist und fiir ihre komplexe Ableitung
F'(z) = f(z) auf U gilt.

Satz 2.2.17.
Es sei die Potenzreihe >~ a,2™ auf der Kreisscheibe D,.(0) absolut konvergent und definiere
eine analytische Funktion f : D,(0) — E. Dann ist auch die Potenzreihe

o

Z n —11— 1anz"+1

n=0

auf D, (0) absolut konvergent und liefert eine Stammfunktion fiir f.

Beweis.
Es bleibt nur die Konvergenz der Reihe zu zeigen, die sich aus der Abschétzung

an2n+1

1
n+1

S |an| ‘Zn+1‘

ergibt. O

Wir wollen noch einige Folgerungen aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen
ziehen. Sei wieder E ein komplexer Banachraum.

Lemma 2.2.18.

Sei f(z) =Y 0" an(z — 2)" eine auf der offenen Kreisscheibe D, (%) und g(z) = > ", bn(z —
wp)™ eine auf der Kreisscheibe D, (wy) absolut konvergente Potenzreihe. Gibt es eine nicht-leere
offene Teilmenge U C D, (z9) N D, (wp) auf der f(z) = g(z) gilt, so stimmen die Funktionen f
und ¢ auf dem gesamten Durchschnitt der Kreisscheiben iiberein.

Beweis.

Entscheidend im Argument ist die konkrete Form des Durchschnitts. Es sei u € U und v €
D, (z9) N D, (wy) beliebig. Dann liegt das « und v verbindende Segment auch im Durchschnitt
D, (29) N Dy(wp) der beiden Kreisscheiben. Fiir reelles t setze

h(t) == flu+tv —u)) = glu+tv —u)) .

Dann ist die Funktion h(t) auf einer offenen Teilmenge, die das Interval [0, 1] enthélt, definiert
und analytisch. Sei A die abgeschlossene Teilmenge der ¢ € [0, 1], auf der h(s) = 0 fiir alle
0 < s < tgilt. Da U offen ist, liegt in A eine offene Umgebung von 0, daher ist die obere
Grenze p von A strikt positiv. Aus Stetigkeitsgriinden ist aber auch h(p) = 0.
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Da h analytisch ist, gibt es eine Potenzreihenentwicklung im Punkt p, die fiir [t — p|
hinreichend klein gegen h konvergiert. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen
folgt dann aber, dass h(t) fiir [t — p| hinreichend klein gleich Null ist. Wére nun p < 1, so
wiirde dies der Definition von p widersprechen; also gilt p = 1, woraus die Behauptung folgt. O

Wir machen uns als néchstes von der Voraussetzung frei, dass offene Kreisscheiben vorliegen.

Satz 2.2.19.

Sei A C C eine zusammenhdingende offene Menge und f, g zwei auf A analytische Funktionen
mit Werten in einem Banachraum FE. Falls eine nicht-leere offene Teilmenge U C A existiert,
so dass f(x) = g(z) auf U gilt, so stimmen die Funktionen auf ganz A iiberein.

Beweis.

Das Innere B der Teilmenge von A, auf der f und g iibereinstimmen, ist trivialerweise offen;
nach Voraussetzung ist U C B, also ist B nicht leer. Wir zeigen nur noch, dass B auch
abgeschlossen in A ist. Aus der Tatsache, dass A zusammenhéingend sein soll, folgt dann
A = B. Sei a € A ein Beriihrungspunkt von B. Finde eine in A enthaltene offene Kreisscheibe
U mit Mittelpunkt a, auf der f und g durch absolut konvergente Potenzreihen beschrieben
werden. Nach der Definition von B enthilt U N B eine Kreisscheibe, auf der f(z) = g(x) gilt.
Nach Lemma gilt f = g auf U, also U C B und daher insbesondere a € B. Also ist B

auch abgeschlossen und somit A = B. O

Wir bringen noch eine dhnliche Aussage, bei der die Voraussetzungen leichter handhabbar
sind:

Korollar 2.2.20.

Es sei U C C eine zusammenhdngende offene Teilmenge von C sowie f und g zwei auf U
analytische Funktionen mit Werten in einem Banachraum FE. Falls eine kompakte Teilmenge
H C U existiert, so dass fiir unendlich viele z € H gilt f(z) = g(z), so stimmen die Funktionen
f und g auf ganz U {iberein.

Beweis.

Sei z, eine Folge paarweise verschiedener Punkte von H, fiir die f(z,) = g(z,) gilt. Da H
kompakt ist, hat die Folge einen Haufungspunkt b € H. Jede in U enthaltene Kreisscheibe um
b enthélt unendlich viele Punkte, auf denen f und g iibereinstimmen. Weil f und g analytisch
sind, stimmen sie auf einer hinreichend kleinen Kreisscheibe P um b mit absolut konvergenten
Potenzreihen in z — b iiberein. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen folgt dann
aber, dass f(x) = g(x) auf der offenen Kreisscheibe P gilt. Die Behauptung folgt nun aus Satz
2.2.19 O

Wir fassen zusammen: ist U C C offen und zusammenhdngend, so heifit eine Menge M C U
eine Eindeutigkeitsmenge von U, wenn je zwei auf U definierte und analytische Funktionen, die
auf M {ibereinstimmen, auch auf ganz U iibereinstimmen. Wir haben also folgende Beispiele
von Eindeutigkeitsmengen:

1. Nichtleere offene Teilmengen der zusammenhédngenden Menge U, vgl. Satz [2.2.19]

2. Kompakte unendliche Teilmengen von U nach Korollar [2.2.20] Insbesondere sind Folgen
paarweise verschiedener Punkte, die einen Haufungspunkt besitzen, eine Eindeutigkeits-
menge.
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3. Ferner auch nichtleere Durchschnitte der Form U N (b+R) mit U C U offen. Insbesondere
ist jede auf U analytische Funktion, falls U N R nicht leer ist, durch ihre Einschriankung
auf R definiert. Im allgemeinen kann aber nicht jede auf U N R analytische Funktion zu
einer auf ganz U analytischen Funktion fortgesetzt werden.

2.3 Komplexe Kurvenintegrale

Fiir die weitere Entwicklung der Funktionentheorie miissen wir iiber Wege in der komplexen
Ebene zu integrieren konnen.

Definition 2.3.1

1. Sei I = [a,b] C R ein nicht nur aus einem Punkt bestehendes kompaktes Intervall. Eine
Kurve oder Weg in C ist eine stiickweise stetig differenzierbare Abbildung v : I — C. Gilt
~v(I) c U C C, so nennen wir y eine Kurve in U.

2. Der Punkt ~(a) heifit Anfangspunkt, der Punkt v(b) Endpunkt der Kurve. Gilt v(a) =
~(b), so heiit v geschlossene Kurve. Ist v konstant, so sagen wir, vy reduziere sich auf
einen Punkt.

3. Mit v : I :=la,b] — C ist auch v° : I — C mit 7°(t) = v(a + b — t) wieder eine Kurve,
die zu vy entgegengesetzte Kurve.

4. Sei I = [b, c] ein weiteres kompaktes Intervall und I := I U ;. Ist dann ~y, : I; — C eine
auf I definierte Kurve mit v, (b) = ~(b), so definieren wir die Aneinanderreihung als die
Kurve

v ={ 10l

die auf I, definiert ist.

Man beachte, dass das Bild (1), die sogenannte Spur des Wegs, durchaus Selbstiiberschnei-
dungen haben kann. Manchmal arbeitet man auch in der Funktionentheorie etwas allgemeiner
mit Wegen, die Stammfunktionen von Lebesgue-integrierbaren Funktionen sind; will man nicht
die Lebesguesche Integrationstheorie voraussetzen, so fordert man manchmal, dass der Weg
Stammfunktion eine Regelfunktion ist.

Definition 2.3.2

Sind 71, v, zwei auf Iy bzw. Iy definierte Kurven, so nennen wir v, und vy, dquivalent, wenn eine
monoton wachsende bijektive Abbildung ¢ : I, — I, existiert, so dass ¢ und ¢! stiickweise
stetig differenzierbar sind und v, = 3 0 ¢ gilt.

Bemerkungen 2.3.3.

1. Man macht sich leicht klar, dass eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege vorliegt.

2. Ist der Weg « auf dem Intervall I = [a, b] definiert, so gibt es auf jedem anderen Intervall
Iy := [c,d] einen zu 7 dquivalenten Weg 7;: dazu finde eine affine bijektive Abbildung
t— @(t)=at+  mit a, € R und o > 0 von [; auf I und betrachte v, := v o ¢

3. Betrachte nun auf C die Standardkoordinate z als komplexwertige Funktion C — C,
namlich die Identitét. Thr Differential dz ist eine komplexwertige Einsform auf C. Sei
U C Coffenund f : U — C stetig. Dann ist f(z)dz eine stetige komplexwertige Einsform.
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Wenn wir sie iiber die von v parametrisierte ein-dimensionale reelle Untermannigfaltigkeit
von C integrieren, miissen wir die stiickweise stetige komplexwertige Einsform

V' (f(2)dz) = f(y(£))Y (t)dt

iiber das Intervall [a,b] integrieren:

Lf(Z)dz = /abf(”y(t))fy’(t)dt '

Definition 2.3.4
Sei v ein auf I = [a,b] definierter Weg und f eine stetige Abbildung der kompakten Menge
~(I) in einen komplexen Banachraum E. Das Integral

/ f(2)dz = / Atf (/)Y (1) € E

wird das Integral von f lings des Wegs oder Wegintegral entlang v genannt.

Die folgenden Aussagen sind klar:

Lemma 2.3.5.
1. Sind die Wege v und ~; dquivalent im Sinne von Definition [2.3.2 so folgt aus der Ket-

tenregel
f(z)dz = d
/7 (z)dz /’Yl f(2)dz

2. Fiir den dem Weg ~ entgegengesetzten Weg ~° gilt

/70 f(2)dz = —Lf(z)dz

3. Ist die Aneinanderreihung zweier Wege v und v, definiert, so gilt
f(2)dz = /f(z)dz " / f(2)dz
V71 v m

4. Sei 7y ein geschlossener Weg auf I = [a, b]. Fiir beliebiges ¢ € I betrachte die Abbildung

Ye:le,e+b—a] — C

() = v(t) fir e<t<b
e o vyt —b+a) fir b<t<c+b—a

Dann ist auch . ein geschlossener Weg und es gilt

/7 c F(2)dz = /7 F(2)dz

fiir jede stetige Abbildung f : v(I) — E. Das Integral lings eines geschlossenen Weges
ist also nicht vom Anfang des geschlossenen Weges abhéngig.

Beispiele 2.3.6.
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1. Sei f:C — Cmit f(z) := 2% Durch F(z) := 3z* ist eine Stammfunktion von f auf C
gegeben. Fiir den Weg

0:0,1] > C mit ¢(t):=t-(1+1)

ist das Kurvenintegral

[ feaz= [ peariy-a = [ e
1
:(—2+22')%t3 ; :-%(1-@)_

Man beachte dabei, dass ¢ kein geschlossener Weg ist.

2. Sei f wie in 1.; fiir den geschlossenen Weg ¢
0:[0,27] = C  mit @(t) :=re” mit r >0 fest

ist das Kurvenintegral

2 ] ) 2 ‘ Z"I“S .
/f(z)dz = / (,r. e“)Qireltdt — 7/7,,3/ €3ltdt = — eg’Lt — 0 )
v 0 0 3i 0

3. Fiir denselben geschlossenen Weg ¢ wie in 2. betrachte die Funktion
1
f:C\{0} = C mit f(z):=-.
z

f besitzt auf C\{0} keine Stammfunktion, denn der komplexe Logarithmus log : C* — C
ist nach Beispiel [2.1.13| nur auf der geschlitzten Ebene C* \ R_ differenzierbar. Es gilt

2m . it 2
/f(z)dz:/ . dt:z'/ dt = 2ri
" o ret 0
Bemerkung 2.3.7.

Die Funktion f : U — C habe eine Stammfunktion F' auf U. Sei ¢ : [a,b] — C ein Weg in U.
Nach der Kettenregel ist die Ableitung der Funktion

G:la,b) — C
t o= Fe(t))
gleich
G'(t) = F'(p(t) - £'(t) -
Also gilt

/ f(2)dz = / Fo®) () dt T Gy — Gla) = Fo(b)) — Flp(a)) .

Ist insbesondere der Weg ¢ geschlossen, also ¢(a) = ¢(b), so folgt f(p f(z)dz =0.
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Definition 2.3.8
Sei seien 7,71 zwei auf demselben kompakten Intervall I definierte Kurven und U eine offene
Menge in C, die sowohl (1) als auch =, (I) umfasst.

1. Eine Homotopieﬂ von 7y in 7y, innerhalb von U ist eine stetige Abbildung
o: I x[a,f] = U
mit o < f und o, f € R, so dass ¢(t, ) = vo(t) und p(t, 5) = 1 (t) fiir alle t € I gilt.

2. Eine Kurve 7y heifit homotop zu einer Kurve v, in U, wenn es eine Homotopie von y, in
v1 in U gibt. Ein Weg, der homotop zu einem konstanten Weg ist, heifit auf diesen Punkt
zusammengziehbar.

3. Offenbar ist fiir jedes feste € [a, B] die Abbildung t — (t,&) eine Kurve in U. Sind 7y,
und v, geschlossene Kurven, so nennen wir o eine Konturhomotopie von vy in ; innerhalb
von U, falls t — ¢(t,€) fiir jedes £ € |« 3] eine geschlossene Kurve ist. Sagen wir, zwei
geschlossene Kurven seien innerhalb U homotop, so soll dass immer besagen, dass eine
Konturhomotopie (und nicht nur eine Homotopie) existiert.

Satz 2.3.9.
Sei U eine offene Teilmenge von C. Die Relation “innerhalb von U homotop sein” ist eine
Aquivalenzrelation sowohl von Kurven als auch von geschlossenen Kurven.

Bewelis.

1. Die Reflexivitit folgt aus der im zweiten Argument konstanten Homotopie (t, &) = (¢)
fir alle £ € [a, f].

2. Die Symmetrie folgt aus der Tatsache, dass, wenn ¢ : I X [«, 5] — U eine Homotopie von
Yo auf ~; ist,

eine Homotopie von 7, auf 7y in U ist.

3. Die Transivitit sieht man folgendermaflen: Ist andererseits ¢ : I x [o/, 5] — U eine
Homotopie von 7, auf v, in U, so kénnen wir eine Homotopie von 7y auf 7, in U definieren:

O:1Ix[a,8+B8—-0a] — U
o(t, &) { p(t,§) fir a<i<p
’ Y(t.E+a = B) fir B<E<P+B—o

Beide Vorschriften liefern die gleiche Funktion fiir ¢ = . Man {iberlegt sich leicht, dass die
Vorschrift stetig ist, Werte in U annimmt und dass gilt §(¢, &) = 7o(t) und 6(¢, f'+5—a/) =
Yo(t) fiir alle ¢ € 1.

!Eine Homotopie in unserem Sinn wird in de Literatur auch freie Homotopie genannt. Bei einer Homotopie im
engeren Sinne wird dann vorausgesetzt, dass beide Wege gleiche Anfangs- und Endpunkte haben, und gefordert,
dass die Homotopie Anfangs- und Endpunkte festléisst.
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O

Wir brauchen noch den folgenden Sachverhalt aus der mengentheoretischen Topologie, die
wir auch schon beim Beweis des Gauflschen Integralsatzes verwendet haben:

Lemma 2.3.10 (Lebesguesche Eigenschaft).

Ist E ein kompakter metrischer Raum und (U)) ¢, eine offene Uberdeckung von E, so existiert
ein p > 0, so dass jede offene Kugel vom Radius p in einer der offenen Mengen U, enthalten
ist.

Beweis.
Jeder Punkt x € E liegt in einer offenen Menge Uy(,). Finde fiir jeden Punkt x € E also eine
offene Kugel D, () C Ux(). Schon die Kugeln D, j»(x) bilden eine offene Uberdeckung von E.
Weil E kompakt ist, finde endlich viele Punkte z; € F, so dass schon die endlich vielen Kugeln
D, j2(7;) den Raum F iiberdecken. Setze p gleich dem Minimum der r,, /2.

Dann leistet dieses p das Gewiinschte: sei x € E beliebig. Dann liegt = in einer der Kugeln
Dy, s2(x;). Fiir jedes y € D,(z) gilt wegen d(x,y) < p nach der Dreiecksungleichung

wobei wir p <, /2 benutzt haben. Daher ist D,(z) C D,, (x;). Nach Konstruktion liegt aber
D,, (z;) in einer offenen Menge Uj. O

Wir bereiten nun einen zentralen Satz der Funktionentheorie vor. Er gilt fiir Funktionen auf
C, die lokal eine komplexe Stammfunktion haben. Dies gilt nach nach Satz fiir analytische
Funktionen. Wir iiberlegen uns nun, dass auch holomorphe Funktionen lokal Stammfunktionen
haben. Dafiir brauchen wir ein wenig Vorbereitung;:

Definition 2.3.11

1. Es seien zy, 29,23 € C. Dann bezeichnen wir die von zy, zo und z3 aufgespannte abge-
schlossene Dreiecksfliche mit

A,z i ={2=tiz1 +taza +t323 | t1,ta,t3 > 0,8 + o+ 13 =1} .
Wir wollen annehmen, dass solche Dreiecke nie ausgeartet sind.

2. Wir bezeichnen mit C', ,, ., den Rand von A, ., ., genau einmal durchlaufen, angefangen
bei z1, weiter nach z, und iiber z3 zuriick nach z,. Offenbar ist dies ein geschlossener Weg.

Satz 2.3.12 (Cauchy, Goursat).
Sei E ein komplexer Banachraum. Sei U C C offen und f : U — E holomorph. Seien 21, 29, 23 €
C derart, dass die abgeschlossene Dreiecksfliche A, ., ., ganz in U enthalten ist. Dann ist

/O f(z)dz =0 .

21,292,223

Bewelis.
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e Wir setzen A :=A,, ,, ., und C := C,, ,, .,. Wir verbinden die Mittelpunkte der Kanten
von A mit Strecken und zerlegen so das Dreieck in vier Dreiecke A; mit Réndern Cj,
wobei i € {I,II,I11,1V}. Offenbar gilt dann

/ f(z)dz = f(z)dz + (z)dz + (z)dz + f(z)dz ,
C Cr

Crr Crrr Crv

da die inneren Strecken zweimal mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen werden
und sich daher die entsprechenden Terme wegheben. Daraus folgt mit der Dreiecksunglei-

chung
JRCLE f(2)dz
C C1

wobei wir mit C'; dasjenige der vier Dreiecke bezeichnen, fiir das das Integral den grofiten
Absolutbetrag hat.

<4

)

e Indem man das Dreieck €} wieder in vier Dreiecke zerlegt, findet man &hnlich ein Un-
terdreieck Ay von A;. So fihrt man induktiv fort und findet geschachtelte Dreiecke

Az‘ ) Ai—}—l ) .... BEs gllt
/; (Z) z \/Cn (Z) z

e Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert zy € Mo, A,,. Insbesondere gilt z5 € U.
Fiir jedes r > 0 gibt es tiberdies N = N(r), so dass

<4"

: (6)

A, C D,(z) firallen>N .

e Wegen 2, € U ist f in zg komplex differenzierbar. Es existiert also eine auf U stetige
Funktion ¢ : U — E, so dass

f(2) = f(z0) + (2 — 20)p(2) mit @(20) = f'(20)
Wegen der Stetigkeit der Funktion ¢ in zy existiert zu jedem e > 0 ein 6 > 0, so dass

lo(2) — f(20)] < € fiir alle z mit |2 — 2] <0 .

e Wir wihlen nun n so grof, dass A,, C Us(zp) gilt, und zerlegen

/Cn f(z)dz = /cn f(zo)dz+/on f'(20)(z — zo)dz+/cn (0(2) = f'(20)) ( — 20)dz .

Die ersten beiden Terme sind nach Bemerkung Null, da fiir die konstante Funktion
und fiir die Funktion z — 2z — zp holomorphe Stammfunktionen existieren.

Wir schéitzen den dritten Term ab, indem wir bemerken, dass aus C, C Bs(zy) folgt
lo(2) — f'(20)] < €. Fiir zwei Punkte z,zg € C,, folgt elementar |z — 29| < I(C),), wobei
[(C},) die Lange des Dreieckszugs ist. Daher ist

< el(C,)* .

f(z)dz

Cn

Ebenso sieht man elementar [(C,,1) = 51(C,,). Daher folgt

1
2

1

f(z)dz| < e4—nl(0)2 :

Cn
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Zusammen mit Gleichung @ folgt

/Cf(z)dz

Dies gilt fiir jedes € > 0, woraus die Behauptung folgt.

< €l(C)? .

Wir konnen nun schlief3en:

Satz 2.3.13.
Sei K C C eine konvexe offene Menge und f : K — C eine stetige Funktion, so dass fiir jedes
Dreieck A C K die Beziehung

(%) /C F(z)dz =0 .

21,22,23

gilt. Dann besitzt f auf K eine holomorphe Stammfunktion. Genauer ist fiir jedes a € K die
fir z € K durch Integration iiber die Strecke [a, z] € K gewonnene Funktion

F(z) = [ ]f(C)dC

eine Stammfunktion.

Beweis.
Sei h € C so klein gewéhlt, dass die Punkte z, 2+ h € K in k liegen; betrachte das Dreieck mit
Eckpunkten a, z, 2 + H in K. Es gilt wegen der Voraussetzung (x)

F(z+h) - F(z) = /[ o

Daraus folgt

F(z+h)— F(z) 1
A —f(Z)‘—m

< max |f(() = f(2)] .

" CElzztn]

/[ RIUGENC)

Fiir h — 0 folgt wegen der Stetigkeit von f, dass F' = f. O

Korollar 2.3.14.
Jede holomorphe Funktion hat eine lokale holomorphe Stammfunktion.

Bemerkung 2.3.15.
Man mag sich fragen, warum wir fiir diesen Satz einen so groflen Aufwand getrieben haben.
Denn sei f komplex differenzierbar und betrachte die komplexwertige Einsform

w= fdz = (u+iv)(dzx + idy)

auf U, wobei u, v wieder reellwertige Funktionen sind. Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen:

dw = (uy + vy)(dy Adx) + i(u, + iv,)da A dy
= (—uy —vy)dz Ady +i(—vy + uz)dz Ady =0
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Wenn wir wiissten, dass f stetig differenzierbar ist, so wére w geschlossen und nach dem Lemma
von Poincaré lokal exakt. Wir hatten aber keine Annahmen iiber die Stetigkeit der
Ableitungen gemacht.

Auf einer kleinen Umgebung U schreiben wir dann w = dF’ und schlieflen fiir jeden geschlos-
senen Weg « in U mit Hilfe des Satzes von Stokes wie in Korollar [1.2.34}

/w:/dF:().
¥ ¥

Indem man dann geschlossene Wege “aneinander baut”, kommt man zu der Behauptung des
folgenden Theorems:

Theorem 2.3.16 (Cauchyscher Integralsatz).
Sei U C C offen und f eine holomorphe Abbildung von U in einen komplexen Banachraum FE.
Sind I'y, 'y zwei geschlossene Wege in U, die innerhalb U homotop sind, so gilt

f2)dz = | f(z)dz
Iy Ty

Damit ist der Wert eines komplexen Wegintegrals als Invariante der Homotopieklasse des
Weges identifiziert. Er ist tatsdchlich sogar eine Invariante der Homologieklasse, was wir aber
in dieser Vorlesung weder herleiten noch benutzen werden.

Eigentlich ist dies ein Satz iiber die Homotopie-Invarianz des Kurvenintegrals lokal exakter
Einsformen, der allgemein fiir Einsformen im R" gilt, vgl. [K2, §5.5].

Beweis.
e Seien die beiden geschlossenen Kurven I'y,I'y auf I = [a,b] definiert und sei ¢ eine auf
I X [, ] definierte Homotopie von I'; nach I'y in U. Da ¢ stetig ist, ist L := ¢(I X [a, (])
eine in U enthaltene kompakte Menge. Es existieren nach Korollar [2.3.14] endlich viele
Punkte a; mit 1 < k < m in L und zu jedem k eine Kreisscheibe D,, (ax) C U, so dass
gilt:

1. Die endlich vielen Kreisscheiben iiberdecken die kompakte Menge L.
2. Auf jeder Kreisscheibe hat f(z) eine holomorphe Stammfunktion.

e Nun existiert nach der Lebesguesgeschen Eigenschaft ein p > 0, so dass fiir jedes
x € L die offene Kreisscheibe um = mit Radius p in mindestens einer dieser Kreisscheiben
enthalten ist. Die Funktion f(z) hat also fiir jedes x € L auf der offenen Kreisscheibe
D,(z) eine Stammfunktion.

e Da die stetige Abbildung ¢ auf dem Kompaktum I X [«, 5] gleichméBig stetig ist, existiert
ein € > 0 derart, dass aus
[t—t| <eund | —¢&|<e

die Ungleichung |¢(t,&) — p(t',&)| < p/4 folgt. Wir zerlegen daher die Intervalle durch
Zwischenpunkte:

—findetpy=a<t; <...<t,_1 <t,=bmit t;;1 —t; <e.

~finde =< << < =Fmit i —§ <e

e Definiere fiir 1 < j < s — 1 Streckenziige durch
t—t;

tiy1 — t;

vi(t) = p(ti, &) + (p(tiv1, &) — ot &)
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fiir t;, <t <ty und 0 < ¢ < r — 1. Ferner sei 79 = I'y und ~, = TI's. Dies sind alles
geschlossene Wege in U. Wir wollen die Behauptung dadurch zeigen, dass wir zeigen

[ﬁ f(z)dz = . f(2)dz

firalle 0 <j <s-—1.
Wir haben die Situation so eingerichtet, dass alle Punkte
v;(t) und ;41 (¢) mit ¢; <t <ty

in der offenen Kugel Q;; := D,(¢(t;,§;)) liegen. Wir finden Stammfunktionen g;; auf Q;,
fiir die auf Qy; gilt g;;(2) = f(2). Da Qi1 N Qi; nicht leer und zusammenhéngend ist,
ist die Differenz ¢;,_1 ; — g;; auf dem Durchschnitt konstant.

Wir rechnen nun mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen [2.1.5( und
der Bemerkung nach Satz fiir eine holomorphe Funktion g = g1 + igs:

900) = TR0 + FE (0, ()40

H2(n(0):72(6) 2(0) + 152 00(0).22(0) 25(0)

s (091 09 i 4
(T2 ol + ing(0)

g(v(@) - A (t)

Damit wird aber nach Bemerkung [2.3.7 das Integral iber den Streckenzug -;

tiv1 r—1

I, fe)s = Z fosopga =3 [ g ooy

=0

— Z (955 (75 (ti1)) = 945 (75(t2)))

1=0

Wir miissen also nur die Beziehung

Zgz‘j(%'(tiﬂ — gij(;(t Zgu Vi1 (tir1)) = gij(vj+1(t:))

fiir 0 < j < s —1 oder, was dquivalent ist,

[y

r—

(9i (v (ti1)) = 9o (Vi1 (tinn)) — 9i5 (5 (80)) + i (V541 (8:))) = 0O

~
Il
o

beweisen.

Nun gehéren aber 7;(¢;) und ;11 (¢;) fur 1 <4 < r—1 beide zum Durchschnitt Q;_1 ;N Q;j,
so dass nach der obigen Bemerkung die Differenzen
9i(7i(t0) = 955 (V41 () = 9i-1,5(75(t0)) — gi1,5(yj1(83))
gleich sind und sich die zu zeigende Gleichheiten auf die Gleichheiten
gr-15(%i(tr)) = gr—15 (Vi1 (tr)) = 90, (73 (t0)) + o5 (7j+1(te)) = 0

reduziert. Da aber die Wege 7, und 7,41 geschlossen sind, gilt v;(¢y) = ~;(¢.) und
Yit+1(to) = 7j+1(t,). Beide Punkte gehoren zur zusammenhéngenden Menge Qg; N Q1 ;.
Dabher ist die Differenz g,_; j — go; auf dieser Menge konstant, was die Behauptung zeigt.
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Korollar 2.3.17.
Es seien v, und 7, zwei Wege in einer offenen Menge U C C mit dem gleichen Anfangspunkt «
und dem gleichen Endpunkt v. Es gebe ferner eine Homotopie

¢ :la,b] x [a, B] = U

von 71 in 7, innerhalb von U, welche Anfangs- und Endpunkte festldsst, ¢(a,§) = u und
(b, &) = v fiir alle £ € [a, f]. Dann gilt fiir jede auf U holomorphe Funktion f die Beziehung

/71 f(z)dz = /Wf(z)dz :
Beweis.

Der Weg ~3(t) := 4{(t — b+ a) mit t € [b,2b — a] ist zu 7{ #quivalent. Offenbar sind die
Aneinanderreihungen v, V3 und 7, V3 jeweils geschlossene Wege. Sie sind auch in U homotop:

_ et fira<t<b
Yt &) = { v3(t) fiir b <t <20 —a

ist ein Konturhomotopie innerhalb von U. Der Cauchysche Integralsatz [2.3.16] liefert

[ﬂf(z)der/%f(z)dz:[mf(z)der/%f(z)dz

und damit die Behauptung. O

Definition 2.3.18

FEin einfach zusammenhéingendes Gebiet U C C ist eine zusammenhéngende offene Menge mit
der Eigenschaft, dass jede geschlossene Kurve in U innerhalb von U homotop zu einer geschlos-
senen Kurve ist, die sich auf einen Punkt reduziert. [}

Bemerkungen 2.3.19.

1. Offenbar ist jede zu einer einfach zusammenhéngenden Menge homoomorphe offene Teil-
menge U C C wieder ein einfach zusammenhédngendes Gebiet.

2. Ein Gebiet U C C heifit in Bezug auf den Punkt a € U sternférmig, wenn fiir jedes z € U
das a und z verbindende Segment in U enthalten ist. Eine solche Menge ist offenbar
zusammenhéngend. Ist 7 irgend eine geschlossene Kurve in U, dann ist

p(t,8) =a+(1-8) (v(t) —a)

fiir 0 < € < 1 eine Konturhomotopie von 7 in eine auf den Punkt a reduzierte geschlossene
Kurve. Also ist ein sternformiges Gebiet insbesondere einfach zusammenhéngend.

3. Eine offene Kugel ist in Bezug auf jeden ihrer Punkte sternformig und daher einfach
zusammenhédngend.

2Es ist hierbei unerheblich, ob man nur Homotopien im engeren Sinn oder, wie wir es tun, auch freie
Homotopien zulésst.
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4. Die punktierte komplexe Ebene C \ {0} ist weder sternférmig noch einfach zusam-
menhédngend: man betrachte etwa den Weg

v:[0,2nr] — C\ {0}
t +— exp(int)

mit n # 0. Wir werden im n#chsten Unterkapitel sehen, dass dieser Weg nicht zusam-
menziehbar ist.

Wir konnen nun ein weiteres zentrales Resultat der Funktionentheorie festhalten:

Theorem 2.3.20.
Sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann hat jede auf U holomorphe Funktion
f eine auf dem ganzen Gebiet U definierte holomorphe Stammfunktion.

Da analytische Funktionen inshesondere holomorph sind, gilt der Satz insbesondere fiir alle
analytischen Funktionen.

Bewelis.

e Sind a, z zwei Punkte aus U und vy, v2 zwei Wege in U mit Anfangspunkt a und Endpunkt
z, so konnen wir, nachdem wir gegebenenfalls v, durch einen dquivalenten Weg ersetzen,
die Wege 7Y und 7, verketten und erhalten einen geschlossenen Weg v := ¥ V v, in
U. Weil U als einfach zusammenhéngend vorausgesetzt wurde, ist dieser Weg zu einem
Punkt in U homotop. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt f7 f(z)dz = 0. Daher gilt

[ﬂf(x)dx _ /Wf(x)d:c |

e Wir kénnen demnach auf ganz U eine Funktion g(z) definieren, indem wir einen Punkt
a € U wéhlen und fiir jeden Punkt z € U einen beliebigen Weg ~, von a nach z. Dann
setzen wir g(z) = f% f(z)dz. Man zeigt dann wie im Beweis von Satz W, dass diese
Funktion eine komplexe Stammfunktion von f ist.

O

Man kann umgekehrt zeigen: hat auf einem Gebiet jede analytische Funktion eine Stamm-
funktion, so ist das Gebiet einfach zusammenhéngend.

2.4 Die Cauchysche Integralformel

Wir beginnen mit einem vorbereitenden Lemma:

Lemma 2.4.1.
Fiir jeden Punkt @ € C und jeden in C \ {a} enthaltenen geschlossenen Weg v nimmt das
Wegintegral [ dz/(z —a) Werte in 2miZ an.

Beweis.
Der Weg v sei auf dem Intervall I = [b, ¢| definiert. Betrachte auf I die Funktion

h(t)::/tw.

by V(s)—a
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Diese Funktion hat auf I die Ableitung

v'(t)
v(t) —a’

mit Ausnahme einer hochstens abzéhlbaren Teilmenge. Fiir die Funktion

g(t) =" (4(t) — a)

B(t) =

folgt somit
Jt)=e " (1) +7 (1) =0.
Daher ist g(t) konstant und wir finden mit ~(b) = 0 die Gleichung g(b) = v(b) — a, also

hit) _ V() —a .
7(b) —a
Nun ist aber der Weg v geschlossen, v(b) = ~(c), und daher exp(h(c)) = 1. Damit ist
h(c) € 2miZ. O
Definition 2.4.2
Die ganze Zahl
1
(a:vy) i = — - 7
o) 1= 5 [ dxfle =) e

heifit der Index oder die Windungszahl des Punktes a in Bezug auf den Weg v oder auch der
Index des Weges ~ in Bezug auf den Punkt a.

Aus dem Cauchyschen Integralsatz[2.3.16|folgt sofort, dass zwei geschlossene Wege in C\{a},
die in dieser Menge homotop sind, den gleichen Index in Bezug auf a haben.
Halten wir umgekehrt den Weg fest, so finden wir:

Lemma 2.4.3.
Sei 7y : I — C ein geschlossener Weg. Der Index j(a; ) ist auf jeder Zusammenhangskomponente
des Komplements A := C \ (/) der kompakten Menge (/) konstant.

Beweis.

Sei B eine in der offenen Menge A enthaltene offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt  und Radius
r. Wahle h € C mit |h| < r. Dann gehort « + h nicht zu v(/); daher erhalten wir durch eine
Verschiebung um —h

jlx+h;y) = j(z;m)

mit dem geschlossenen Weg v, : t — 7(t) — h. Dann ist aber die Familie von Verschiebungen

p:1x[0,1] — C\A{z}
(t,6) = ~(t) —¢&h

eine Konturhomotopie von v in 7 innerhalb C\ {z}. Nach dem Cauchyschen Integralsatz[2.3.16
ist daher j(z;7v) = j(x,71) = j(x+h;v); der Index ist also lokal konstant im ersten Argument. O

Beispiel 2.4.4.
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e Wir betrachten den geschlossenen Weg

€n s I =10,27]
t o= et

%
dessen Bild der Einheitskreis U(1) := {z € C||z|] = 1} ist. Der Weg ¢, heiit der
n-fach durchlaufene Einheitskreis.

c c .
c
1 mal —1 mal
2 mal

e Die Menge C\ S* hat offenbar zwei Zusammenhangskomponenten:
B:={z€Cl|lz| <1} und FE:={z€C|z|>1}

Denn als sternférmiges Gebiet ist die offene Kreisscheibe B zusammenhéngend. £ ist
zusammenhéngend als Bild von (1, 400) x [0, 27] unter der stetigen Abbildung (z,t)
re'. Beide Mengen sind in C \ S* sowohl offen als auch abgeschlossen.

e Aus der Definition folgt sofort

1 2 int
j(o;en)z—/ ne™ v =
0

271 eint

Also ist nach Lemma j(z;€,) = n fir jedes z € B. Da nach dem Cauchyschen
Integralsatz homotope Wege gleichen Index haben, folgt, dass fiir n # m die Wege €, und
€, nicht homotop sein konnen.

e Die Aussage j(z;¢,) = 0 fir alle z € E folgt aus dem folgenden allgemeineren Lemma.

Lemma 2.4.5.
Ist ein geschlossener Weg + in einer abgeschlossenen Kreisscheibe D,(a) enthalten, so ist
j(z;v) = 0 fiir jedes z mit |z —a| > .

Wir haben eine einfache Folgerung:

Korollar 2.4.6.
Fiir jeden auf I definierten geschlossenen Weg ~ in C ist die Menge der Punkte x € C\ v(1),
fiir welche j(z;7) # 0 ist, in C relativ kompakt.

Beweis.
Diese Menge ist nédmlich nach dem vorangegangenen Lemma [2.4.5| in jeder die kompakte
Menge (/) umfassenden abgeschlossenen Kreisscheibe enthalten. O

Wir halten schlieilich noch fest:
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Satz 2.4.7.
Es sei U C C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und ~ : I — U ein geschlossener Weg in
U. Dann gilt fiir jeden Punkt x € C\ U die Beziehung j(x;~) = 0.

Beweis.

Nach Voraussetzung gibt es ein kompaktes Intervall J C R und eine Konturhomotopie ¢ :
I x J — U von ~ auf einen sich auf einen Punkt reduzierenden geschlossenen Weg ~,. Wegen
x & (I x J) folgt nach dem Cauchyschen Integralsatz [2.3.16| die Beziehung

d
/ z :/ dz _0 .
L 2= o 2T

Der Weg €, in der punktierten komplexen Ebene C \ {0} aus Beispiel hat Index
j(0;€,) = n. Daher kann die punktierte Ebene nicht einfach zusammenhéngend sein.

O

Wir kommen nun zu einem weiteren zentralen Satz der Funktionentheorie:

Theorem 2.4.8 (Cauchysche Integralformel).
Es sei U C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und E ein komplexer Banachraum. Sei
ferner f : U — E eine holomorphe Abbildung. (Dies schlieBt wegen Korollar den Fall
ein, dass f analytisch ist.) Dann gilt fiir jeden auf einem kompakten Intervall I definierten
geschlossenen Weg v in U und jedes x € U \ (I) die Beziehung

1 f(z)dz

jlz;y) f(w) =

211 y 2o

Eine holomorphe Funktion ist also insbesondere auf einer Kreisscheibe durch ihren Mittel-
werte auf dem Rand der Kreisscheibe festgelegt.

Ein entsprechender Satz gilt allgemein fiir harmonische Funktionen, und es sind ja nach
Korollar die reellwertigen beiden Funktionen Ref und Imf harmonisch, wenn f zweimal
stetig differenzierbar ist.

Bewelis.

e Zum Beweis betrachten wir die auf U folgendermaflen definierte Funktion

JEIG) i 5 £
9= e
fl(z) fur z =x

Man iiberlegt sich, dass diese Funktion stetig und fiir z # = holomorph ist.

e Da U einfach zusammenhéngend ist, betrachte eine Homotopie ¢ : I x [0,1] — U von ~
auf den konstanten Weg in x. Hierbei gelte « & ~.(I) fiir € # 0.

Fiir € > 0 betrachte den Weg ~.(t) = ¢(t, €) der zu 7 homotop ist. Nach dem Cauchyschen
Integralsatz 2.3.16| gilt fiir jedes € > 0

/Vg(z)dz - /%g(z)dz.
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Da g stetig ist, finden wir hinreichend kleine € ein Schranke |g(z)| < M fiir alle z auf ~..
Daher gilt fiir das rechte Integral

L 6 9(z)dz

und auch das linke Integral muss verschwinden. Schreiben wir

9(z) = f2) :

— f(z)
so folgt die Behauptung aus der Definition des Index.

e—0

< Ml(vy) = 0

Z—XT Z—X

Wir brauchen die Abschétzungen im folgenden Satz:

Satz 2.4.9.
Sei v : I = [b,c] — C ein geschlossener Weg in C und ¢ eine stetige Abbildung von (/) in
einen komplexen Banachraum E. Dann ist die Funktion

o) = [ 40

r—z

mit Werten in F auf dem Komplement des Bildes () definiert und analytisch.
Genauer gesagt setzen wir fiir einen beliebigen Punkt a € C\ y(I)

Cp = /—g(:lr)dx ckE .
¥

($ __a)k+1

Dann ist die Potenzreihe 7 ¢, (z — a)™ konvergent auf jeder offenen Kreisscheibe B, (a) C
C\ (1) und ihre Summe ist gleich f(z).

Beweis.
Sei 0 > 0 der Abstand von a zur Spur von 7:

0 :=d(a,(I)) = mind(a,y(t)) .

Gilt fiir z € C die Ungleichung |z — a| < ¢ - § mit einer geeigneten reellen Zahl 0 < ¢ < 1, so
gilt fiir jeden Kurvenpunkt = € v(I) die Beziehung

o0

L 1 B (z—a)"
e ) g

r—a n=0
diese Reihe konvergiert, weil sie wegen der Abschétzung

(z —a)"

1 n
(x — a)+ < 54

eine geometrische Reihe als Majorante hat.

Die Funktion g soll stetig sein und ~y(I) ist kompakt. Daher existiert eine Schranke M > 0
mit |g(z)| < M fiir alle € y(I). Da  stetig differenzierbar ist, gibt es m > 0 mit |/ (¢)] < m
auf /. Daher gilt fiir jedes t € I die Ungleichung

VD9 () (z = a)"
(Y(t) = a)m+!
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Daher ist die Reihe mit dem allgemeinen Glied

Y09 — )
() -y

fiir diese z gleichméBig absolut konvergent. Es folgt dann, dass die Reihe ) °  c,(z — a)”

auf der Kreisscheibe |z — a| < ¢d gleichméBig absolut konvergiert und Summe f besitzt. Die
Funktion f ist analytisch, da sie die angegebene Potenzreihenentwicklung besitzt, da wir
Summation und Integral vertauschen diirfen. O

Korollar 2.4.10 (Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel).
Es sei U C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und E ein komplexer Banachraum. Sei
ferner f : U — E eine holomorphe Funktion.

1. Dann kann f auf jeder offenen Kreisscheibe B,(zy) C U als eine absolut konvergente
Potenzreihe entwickelt werden. Insbesondere sind holomorphe Funktionen analytisch und
auf ganz C definierte holomorphe Funktionen ganz im Sinne von Definition [2.2.92.

2. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Weg v : I — U und jedes z € U \ y(I) und jedes k € N

die Beziehung @)
(k) kI f(z)dz
He e = o [ G

Beweis.
1. Wir rechnen mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel

f(x)dz _/ f(x)dz
A

2mij(z,v)f(2) = T — 2 x—20) — (2 — 20)

:t/x—gﬁﬁgﬁ>

[3 saa =2
= 3 ([ ) -y

k=0

wobei wir im letzten Schritt die absolute Konvergenz aus Satz [2.4.9 angewendet haben,
um Summe und Integral zu vertauschen. Hieraus folgt die Analytizitidt von f.

2. Sei zg € U\ v(I). Da f analytisch ist, gibt es § > 0, so dass fiir alle z mit |z — zo| < 0
nach Bemerkung |2.2.13| die Reihe

)(z — )k

< (g
=> j(z7) o
k=0

konvergiert. Wegen des Eindeutigkeitssatzes Korollar stimmen die Koeffizienten der
Potenzreihen iiberein, was die behauptete Gleichheit liefert.

Korollar 2.4.11.
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1. Sei U C C offen und f : U — C (einmal) komplex differenzierbar. Dann ist die Funktion
f in U beliebig oft komplex differenzierbar und somit beliebig oft stetig differenzierbar.
Es folgt auch, dass Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion harmonische re-
ellwertige Funktionen sind, vgl. Korollar [2.1.7]

2. Aus dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen analytischer Funktionen folgt, dass
die Nullstellenmenge einer nicht konstanten holomorphen Funktion diskret ist.

Wir ziehen noch eine Folgerung aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel:

Korollar 2.4.12 (Cauchysche Ungleichungen).

Sei E ein komplexer Banachraum, B,.(zy) C C eine offene Kreisscheibe und f : B,(zy) — E eine
analytische Funktion. Ferner gebe es eine Schranke M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € B,(2).
Dann koénnen wir auch fiir alle Ableitungen von f eine Schranke angeben:

|
£ (z)| < M=
,r.n

Beweis.
Wir wihlen 0 < p < r und betrachten den geschlossenen Weg

v [071] — BT(’ZO) )
t =z + pemit

Wir wenden die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel [2.4.10] auf diesen Weg an und
schliefen mit j(zo;7y) = 1, vgl. Beispiel

! f (w)dw
(n) N I AL
‘f <ZO)} 2m — zp)" 1
B f 20 +p627”t)p27me2’”tdt
- p62mt>n+1
< —M —277 g
2w pn P
Da dies fiir alle p < r gilt, folgt die Behauptung. O

Korollar 2.4.13 (Satz von Liouville).

Sei f : C — E eine auf ganz C definierte holomorphe Funktion mit Werten in einem komplexen
Banachraum E. Es existiere eine natiirliche Zahl N € Ny und eine Konstante a > 0, so dass
die Abschéitzung

[f(2)] < a(l+[2)Y

fiir alle z € C gilt. Dann ist f eine polynomiale Funktion hochstens N-ten Grades.
Im Spezialfall N = 0 folgt, dass jede beschrénkte ganze Funktion notwendigerweise konstant
ist.

Beweis.
Schreibe f(z) = > 7 ¢,2" mit Koeffizienten ¢, = % f™(0). Aus der Cauchyschen Ungleichung
2.4.12] angewandt auf die Kreisscheibe B,.(0), folgt

(r+ 1)V '

| < a -
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Da r bei einer ganzen Funktion beliebig grofl gewihlt werden kann, folgt ¢, = 0 aufler fiir
n<N. O

Bemerkung 2.4.14.
Man beachte, dass es nicht konstante reell-differenzierbare Funktionen wie zum Beispiel

sin: R — R
gibt, die auf ganz R differenzierbar und beschréankt sind.

Korollar 2.4.15 (Fundamentalsatz der Algebra).
Sei p(z) ein nicht-konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Dann hat p(z) eine kom-
plexe Nullstelle.

Beweis.

Sei
p(z) =ap+a1z+ ...+ a,z" € Clz]
mit a,, # 0. Angenommen, es wire p(z) # 0 fiir alle z € C. Dann ist 1/p(z) auf ganz C definiert
und holomorph und somit eine ganze Funktion. Sei eine reelle Zahl r so gewahlt, dass fiir alle
0 <k <n —1 die Ungleichung
k> (n+ 1)|%

gilt. Wir schitzen damit ab fiir |z| > r:

a Tnfk
<
CLnZn_k - Tn—l(n_|_1)
und somit
QAp—1 ag n r’
=la,z"|- |1 > la,z"-[1— > |ay,
P = o |+ 2 S (1 ) 2l

so dass die ganze Funktion 1/p fiir |z| > r beschrinkt ist. Als stetige Funktion ist aber p auf der
kompakten Menge |z| < r ohnehin beschriankt, so dass 1/p auf ganz C beschrinkt und somit
nach dem Satz von Liouville [2.4.13]| konstant wére. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. O

2.5 Laurentzerlegung

Der Satz von Liouville zeigt, dass es “wenige” holomorphe Funktionen gibt; zum Beispiel gibt
es wenige auf C doppelt-periodische Funktionen. Es ist daher wichtig, eine grofiere Funktionen-
klasse zur Verfiigung zu haben. Dazu lassen wir einzelne Punkte einem Gebiet der komplexen
Ebene zu, an denen eine holomorphe Funktion nicht definiert sein muss. Dies fithr uns dazu,
ringférmige Gebiete zu betrachten.

Lemma 2.5.1.
Es sei U C C offen und 0 < rg < rq reelle Zahlen. Der offene Ring oder das Ringgebiet

Sror =12 € Clrg < |2| <11}
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sei so gewihlt, dass sein Abschluss S, in U enthalten ist. Dann gilt fiir jede analytische
Abbildung f : U — E in einen komplexen Banachraum F fiir jedes z € S,,,, die Beziehung
1 f(x)dz 1 f(x)dz

f(2) = 5= .
271 m T—Z2 271 w T—Z

mit geschlossenen Wegen ' 4
Yo(t) =ree”  und Yy (t) = re”

wobei 0 <t < 27.

Beweis.
Wie beim Beweis der Cauchyschen Integralformel bemerken wir, dass die durch

oy { B
f'(z) fir z = 2

auf U definierte Funktion g auf dem Ringgebiet S, analytisch ist. Nun ist

o(t,€) == €Erie™ + (1 — &)roe™

fiir 0 <t < 27 und 0 < ¢ < 1 eine Konturhomotopie von vy in ; innerhalb U. Nach dem
Cauchyschen Integralsatz [2.3.16|ist also

[m g(z)dxr = [/1 g(x)dzx .

Fiir einen Punkt z mit ry < |z| < ry ist aber j(2;7) = 0 nach Lemma und j(z;71) =1
nach Beispiel 2.4.4] Aus

fde o do_f flo)de o f de
T —=z f()Lom—z /%x—z f()/mx—z

——
=0 =2m

o

folgt die Behauptung. O

Damit ergibt sich:

Satz 2.5.2 (Entwicklung auf Ringgebieten).

1. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma existieren eine fur |z| < r;
konvergente Potenzreihe g;(z) = >~ ¢,2" und eine fiir |z| > r, konvergente Potenzreihe
g2(z) = > 2, d,z7" in 1/2 ohne konstantes Glied derart, dass auf dem Ringgebiet S,
die Beziehung

or1
f(2) = 91(2) + g2(2)
gilt.
2. Die Potenzreihen mit diesen Eigenschaften sind eindeutig bestimmt.
3. Fiir jeden geschlossenen Weg v im Abschluss des Ringgebiets S,,,, gelten die Beziehungen

: 1 f(z)dx , 1 .
0;7v)en, = — d 0;v)d, = — " d
0 = 5 [ wmd 0y o (o)

21 ~
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Beweis.
e Nach Satz gilt fiir |2] < r; mit a =0

f(x
27m Tr—z ch

1 / f(x)dz
Cn = — b
2mi J., gntl

wobei die Reihe fiir |z| < 7 konvergiert.

mit

Andererseits gilt fiur |z| > ryp und |z| = 7 die Reihenentwicklung

mn—l

1 1 -
z—x_z(l—f)—; zn

wobei die rechte Seite fiir alle x mit |x| = ry fiir festes z gleichméfBig absolut konvergiert.
Wir diirfen daher Integral und Summe vertauschen und erhalten

?

f o
211 zZ— Zd

Y0

— 1 n—1
d, = 57 | ¢ flz)dx |

wobei die Reihe fiir |z] > ry konvergiert. Zusammen mit Lemma folgt

fl)de 1 [ flz)de

1) = 2_7rz " $—z 21 o T—Z
S IR WA
n=0

Damit ist der erste Teil der Aussage, die Existenzaussage, bewiesen.

e Zur Eindeutigkeit: Nun sei auf dem Ringgebiet S, ., eine Reihendarstellung

071

f(z) = Zanz +Zb z "

n=0

gegeben, wobei beide Reihen auf dem Ringgebiet konvergieren. Zunéchst sei v ein auf
einem kompakten Intervall I definierter geschlossener Weg im Innern des Ringgebiets
Sror, - Es gibt dann Werte ¢,¢' € I mit

[y(t)] =inf[y(s)| =27 und |y(t")] = sup |[y(s)| =+’
sel sel
Daher gilt
ro <1 <|y(s)| <r' <

fir jedes s € I. Fiir r < |z| < 7’ sind die beiden Reihen nach dem abelschen Lemma
gleichmiBig absolut summierbar. Daher gilt nach fiir jede ganze Zahl m die
Beziehung

/zm_lf(z)dz = Z n / Zldy Z by, / 2y
Y n:O Y n:l v
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e Da Z]:_+11 fiir k # —1 eine komplexe Stammfunktion der Funktion z* ist, folgt aus Bemer-
kung , dass fg 2Fdz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg o gilt. Die weiteren Gleichungen

folgen damit aus der Definition des Index.

o Liegt der Weg v im Abschluss S, des Ringgebiets, so gibt es einen etwas groferen
offenen Ring Si_¢)r, (14e)ri, der in U enthalten ist und wir konnen die eben erlangten
Ergebnisse auf dieses Ringgebiet anwenden.

Dies fiihrt uns zu der folgenden

Definition 2.5.3

1. Unter einer unendlichen Reihe der Form Z;O:_OO a, versteht man das Paar von Reihen

Eine solche Reihe heifit konvergent, wenn die beiden Reihen ) " ja, und >~ a_, kon-
vergieren. Dann heifit ihre Summe ) > ja, + > .-, a_, der Grenzwert von .~ ay.

n=—oo

2. Analog fiihrt man die Begriffe der absoluten und der gleichméfBigen Konvergenz fiir solche
Reihen ein.

3. Eine Laurentreihe mit Entwicklungspunkt zy € C und Werten in einem komplexen Ba-
nachraum F ist eine Reihe der Form

oo

Z an(z — 2z0)" mita, € E

n=—oo

Unsere Ergebnisse liefern uns sofort:

Satz 2.5.4 (Laurentzerlegung an einem isolierten Punkt).
Es sei U C C offen und a ein isolierter Punkt von C\ U, d.h. es gibt eine Umgebung V' in
C von a, so dass VN (C\ U) = {a} gilt. Ferner sei » > 0 so gewihlt, dass alle Punkte der
abgeschlossenen Kreisscheibe mit |z — a| < r mit Ausnahme von a in U liegen.

Sei E ein komplexer Banachraum und f : U — FE eine analytische Abbildung. Dann gilt fiir
alle z mit 0 < |z — a| < r die Laurentzerlegung

e}

f(z)= ch(z —a)" + Zdn(z —a) "= Z cn(z —a)"

n=-—00
mit c_, = d, fiir n > 1. Dabei konvergieren beide Reihen fiir 0 < |z — a| < 7 und es ist

1 f(z)dx g - 1

n:%ﬂy(x—a)’“rl " omi

(z —a)" ' fz)de ,

o

wobei v der geschlossene Weg t + a + ref mit 0 < ¢ < 27 ist.
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Beweis.
Dies folgt sofort, indem man Satz auf den Ring p < |z — a| < r mit beliebig kleinem
p > 0 anwendet. O

Bemerkungen 2.5.5.
1. Wir werden in Satz [2.5.14] sehen, dass die Reihe

u(z) = i d,x"
n=1

eine ganze Funktion mit «(0) = 0 definiert.

2. Ist u = 0, so stimmt f auf der offenen Menge U := {2z € C|0 < |z — a| < r} mit der
Funktion

g(z) = ch(z —a)"

n=0

iiberein. Die Funktion g ist auf der ganzen offenen Kreissschreibe D,.(a) analytisch.

3. Ist umgekehrt f die Einschrinkung einer auf der ganzen Kreisscheibe D,(a) definierten
analytischen Funktion f; auf U, so gilt nach Satz f1 = ¢g und somit u = 0.

Definition 2.5.6
In der eben beschriebenen Situation mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen definieren wir:

1. Die Funktion u(1/(z — a)) heifit Hauptteil der Funktion f in der Umgebung von a oder
in a. Die Funktion g(z) heifit Nebenteil von f. Die Zerlegung

f(z) = g(2) +u(l/(z — a))
heifit Laurentzerlegung der Funktion. Sie ist nach Satz eindeutig.

2. Ist der Hauptteil u # 0, so sagen wir, a sei ein isolierter singuldrer Punkt von f.

3. Ist der Hauptteil u ein Polynom vom Grad n > 1, so nennen wir a einen Pol von f der
Ordnung n oder auch der Polstellenordnung n.

4. Andernfalls, d.h. wenn es unendlich viele Werte von m mit d,, # 0 gibt, nennen wir a
einen wesentlich singuldren Punkt oder eine wesentliche Singularitdt von f.

5. Allgemein definieren wir die Ordnung w(a; f) von f im Punkt a wie folgt:

e w(a; f) = —oo, wenn a eine wesentliche Singularitét von f ist.

e w(a; f) = —n, wenn a ein Pol der Ordnung n > 1 ist. (Man beachte das Vorzeichen:
fiir Pole ist w(a; f) negativ.)

e w(a;f) =m, wenn f # 0 und u = 0 ist und in der Potenzreihe )  c,(z — a)",
die fiir 0 < |z — a| < r gleich f(z) ist, m die kleinste ganze Zahl mit c,, # 0 ist. Ist
m > 0, so nennen wir auch a eine Nullstelle der Ordnung m von f.

e Schliefilich setzen wir noch w(a;0) = oo fiir die konstante Funktion 0.
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Beispiele 2.5.7.

1. Die Funktion f(z) = %, die auf C\ {0} definiert ist, hat in z = 0 einen Pol der Ordnung
2.

2. Wir tragen ein Beispiel zur Entwicklung auf Ringgebieten nach: Die gebrochen rationale

Funktion
2

J(z) = 22 —4z+3
ist auf C\ {1,3} definiert. Wir konnen sie schreiben als

1
C1—2 z2-3°

f(2)

Wir suchen die Laurententwicklung von f auf dem Ringgebiet S; 3. Fiir |z > 1 gilt

(o) o0

1 1 1 1 1 1
1—2 2z 1-1 2 Z_n__zznﬂ
z n=0 n=0
Fiir |z] < 3 gilt dagegen
1 11 1 &2, N
z—3__§'1—§__§'7;(§) __7;3%1

Somit gilt auf dem Ringgebiet S 3 die Zerlegung f(2) = g(z) + h(1/z) mit der fir |z| < 1

konvergente Reihe
h(z) = — Z 2"
n=1

und der fiir |z| < 3 konvergenten Reihe

00 o
g(Z) - _Z 3n+l -’
n=0

Man beachte, dass die Funktion f in z = 0 holomorph ist und daher ihr Hauptteil
verschwindet.

Es folgt sofort aus den Definitionen:

Lemma 2.5.8.

1. Sind sowohl f als auch g auf der offenen punktierten Kreisscheibe U := {z € C|0 <
|z — a| < r} definierte analytische Funktionen mit Werten in demselben Banachraum, so
Ist

w(a; f +g) > min (w(a; f),w(a; g))

2. Ist eine der Funktionen komplexwertig, so ist w(a; fg) = w(a; f) + w(a;g), falls beide
Zahlen w(a; f) und w(a; g) endlich sind.

3. Jede auf U analytische Funktion f, die in a endliche Ordnung n hat, kann eindeutig in
der Gestalt

f(z) =(z—a)"fi(2)
geschrieben werden, wobei n positiv oder negativ sein kann und f; auf U analytisch ist
und im Punkt a Ordnung 0 hat, f;(a) # 0.
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4. Ist f auf U analytisch, komplexwertig und von der endlichen Ordnung m, so folgt aus dem
Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen und dem Einsetzungsprinzip, dass ein v’ mit
0 < r' < r existiert, so dass 1/ f auf der offenen punktierten Kreisscheibe 0 < |z —a| < 17’
analytisch ist. Dann gilt

wla;1/f) = —w(as; f) .
Es gilt:

Satz 2.5.9.

Ist eine Funktion f mit Werten in einem komplexen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C | 0 < |z — a| < r} analytisch, so gilt genau dann w(a; f) > n mit
n € Z, wenn eine Umgebung V' von a in C existiert, so dass die Funktion (z — a)™" f(z) auf
V' N U beschrankt ist.

Bewelis.

e Gelte w(a; f) > n mit n € Z. Dann hat die Funktion (z — a)™"f(z) im Punkt a nicht-
negative Ordnung und ist daher die Einschréinkung auf U einer auf der ganzen Kreisschei-
be B, (a) definierten analytischen Funktion, die insbesondere stetig ist. Sie ist daher lokal
beschrankt.

e Sei umgekehrt (z —a)™ f(z) auf V N U beschrénkt. Wir untersuchen nur den Fall n =0
und wenden dann das Ergebnis auf die Funktion f(2) := (z —a) " f(z) an.

Dann folgt aus Satz und dem Mittelwertsatz, dass fiir |f(2)] < M auf U fiir jedes
0 < p < r die Ungleichung |d,,| < Mp™ fiir jedes m > 1 erfiillt ist. Da p beliebig gewihlt
ist, muss d,,, = 0 fiir jedes m > 1 sein.

Definition 2.5.10

Sei eine Funktion f mit Werten in einem komplexen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C | 0 < |z — a| < r} analytisch und a eine Singularitdt von f. Dann
heiBt die Singularitét in a hebbar , falls sich f holomorph auf die offene Menge UU{a} fortsetzen
Iisst, d.h. wenn es eine analytische Funktion f : U U {a} — E gibt mit f|y = f.

Beispiel 2.5.11.
Die Funktion sin(z)/z fiir z # 0 hat in z = 0 eine hebbare Singularitidt, denn wir kénnen sie
holomorph mit Wert 1 fortsetzen.

Wir erhalten als Spezialfall aus Satz fiir n = 0 das

Korollar 2.5.12 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Sei eine Funktion f mit Werten in einem komplexen Banachraum E auf der offenen punktierten
Kreisscheibe U := {z € C|0 < |z — a| < r} analytisch und a eine Singularitidt von a. Dann
ist die Singularitdt a genau dann hebbar, wenn die Funktion f auf einer Umgebung von «a
beschrénkt ist.

Beispiel 2.5.13.
Sei f: C" - C mit f(z) := ex. Dann ist z = 0 keine hebbare Singularitit von f, denn
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wegen xh—>r§0 e” = oo gibt es keine Umgebung U von 0 , so dass f in U \ {0} beschrinkt ist. Die

z€eR
Reihenentwicklung
o0 1 )
fz)=> 17
n=0

zeigt, dass bei z = 0 eine wesentliche Singularitat vorliegt.

Satz 2.5.14.

Sei U C C ein Gebiet, a ein isolierter Punkt von C\ U und f : U — FE eine analytische
Abbildung in einen komplexen Banachraum E. Dann ist der Hauptteil von f in a eine ganze
Funktion.

Beweis.
Wir setzen zur Vereinfachung a = 0. Wir haben dann nach Satz die Darstellung mit rg
hinreichend und dann beliebig klein

-1 f(w)dw

~ 2mi ),

1
w|=rg w — >

fiir alle |z| < = und z # 0. Weil auch die Funktion z — £ fiir z % 0 holomorph ist, ist nach

Satz die Funktion u auf By, (0) \ {0} holomorph. Wir miissen noch zeigen, dass sich u
durch u(0) = 0 holomorph fortsetzen lasst. Fur |w| = o und |z| < % gilt die Abschatzung:

1 1 1 1
w——l = —wl 2 |~ lul = 5| =7 > 0.
z z z

Mit M := maxX|y|=r, | f(w)| folgt daher

1 1

lu(z)] < %M 2mrg =0 firz—0

|§\—7"0

Insbesondere ist der Hauptteil v in einer Umgebung von 0 beschrankt, hat also nach dem
Hebbarkeitssatz [2.5.12] eine hebbare Singularitdt bei z = 0. Also ist v auf der ganzen offenen
Kreisscheibe Bj ., (0) holomorph. Der innere Ringradius ro kann aber beliebig klein gewéhlt
werden, so dass die Aussage fiir beliebig grofle Kreisscheiben gilt. Daher ist die Funktion ganz. O

Wir halten noch einmal explizit fest:

Satz 2.5.15.

Sei eine Funktion f mit Werten in einem Banachraum E auf der offenen Menge U := {z €
C | 0 < |z —a| < r} analytisch und a eine Singularitdt von f. Dann besitzt f eine Laurentent-
wicklung > °>° _ ¢,(z — a)" und es gilt

1. a ist genau dann hebbare Singularitét, wenn ¢, = 0 fiir alle n < 0.
2. a ist Polstelle der Ordnung m > 1, wenn c¢_,, # 0 gilt, aber ¢, = 0 fiir alle n < —m.

3. a ist eine wesentliche Singularitéit, wenn unendlich viele n < 0 existieren mit ¢, # 0.

Wir wollen noch im Falle komplexwertiger Funktionen die Situation an wesentlichen Singu-
laritdten beschreiben:

63



Theorem 2.5.16 (Satz von Picard).

Sei a € C eine wesentliche Singularitdt der analytischen Funktion f : U — C. Dann sind
nur zwei Fille moglich: Fiir jede punktierte Umgebung U von a gilt f(U) = C, oder es gilt
f(U) =C\ {¢} fiir genau ein ¢ € C.

Mit anderen Worten: eine analytische Funktion nimmt also in jeder Umgebung einer we-
sentlichen Singularitét a jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme an. Eine komplexwertige
Funktion f ist also “extrem nervos” in der Néhe einer wesentlichen Singularitidt. Als Beispiel
betrachte man die Funktion f(z) = ¢*/* um den Punkt a = 0.

Die fiir den Beweis dieser Aussage notigen Methoden kénnen wir allerdings in dieser Vorle-
sung nicht bereit stellen. Wir verweisen auf Kapitel 10.4 von
Reinhold Remmert und Georg Schumacher: Funktionentheorie 2. Dritte, neu bearbeitete Auf-
lage, Springer 2007.

2.6 Das Residuum und Berechnung von Integralen

Wir hatten schon im Beweis von Satz [2.5.2] gesehen, dass fiir jeden geschlossenen Weg o das
Integral fg 2Fdz fiir k # —1 verschwindet, weil die monomiale Funktion z — 2z* dann eine
Stammfunktion hat. Dies legt eine besondere Rolle des Koeffizienten c_; in einer Laurentent-
wicklung nahe.

Definition 2.6.1

Sei eine Funktion f mit Werten in einem Banachraum E auf der offenen Menge U = {z €
C|0 < |z —a| < r} analytisch und a eine Singularitit von f. Der Koeffizient d; € E im
Hauptteil von f wird das Residuum von f im Punkt a genannt. Wir schreiben

di =: Res,—, [ .

Bemerkungen 2.6.2.
1. Nach der Koeffizientenformel aus Satz 3 fiir Laurentreihen ist das Residuum gleich
dem Mittelungsintegral
1
Res.—, f = —/ f(z)dz
270 J)e-al=
fiir p klein genug.
2. Ist die Singularitit von f in a hebbar, so ist nach dem Cauchyschen Integralsatz [2.4.9)
das Residuum Res,—, f = 0.

3. Eine analytische Funktion f(z) habe einen Pol der Ordnung m an der Stelle zy, so dass
wir als Laurentreihe finden

f(2) =a_m(z—20)"" 4+ a my1(z —20) "™+

Dann hat die Funktion
(2= 20)"f(2) = @em + @i (2 — 20) + - ..

eine hebbare Singularitét in zy. Wir setzen sie holomorph fort. Dann gilt die fiir praktische
Rechnungen wichtige Formel

1 dmfl
(m— 1)l dzm=1 1=z

() Reseesy(f) Eay = ((z = 20)™f(2))
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Beispiele 2.6.3.

1. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = 2. Aus der Reihenentwicklung der cosinus-

Funktion )

cosz:l—izlz...

fiir alle z € C folgt Res,—o f = 1.

2. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = e'/*. Wegen der Reihenentwicklung

o0

11
=D i

n=0
fiir z # 0 folgt Res,_ge'/* = 1.

3. Betrachte fiir z # 0 die Funktion f(z) = €'/, Aus der gleichen Reihenentwicklung fiir
2 £ 0 folgt Res,_ge¥/** = 0.

4. Sei U offen in C und a € U. Die Funktionen g, h : U — C seien holomorph. Ferner gelte
g(z0) # 0 und h habe in z, eine einfache Nullstelle, d.h. es gibt eine Potenzreihenentwick-

lung h(z) = > 07 bu(z — 20)™ mit W' (2) = by # 0.
Dann existiert

lim (2 — ZO>9(Z) _ 9(20) £0 .

2—20 h(z) by
und ()
9 9\=o0
Res., (1) = .
0 \n) = W)
5. Die Funktion f(z) @tz hat i 3 einen dreifachen Pol. Sei
. Die Funktion f(z) := in zg = 3 einen drei n Pol. Sei
(z — 3)3(z + 3) ’
zZ+2 1
= (z—23)3 = =1-
o) = (3P = =
ist ¢(2) = —=— al
so ist g (z)—m,aso wegen ()
1 =2 1

Resassl) = 51 5oap ~ a6

Wir konnen nun einen weiteren klassischen Satz der Funktionentheorie formulieren:

Theorem 2.6.4 (Residuensatz).
Sei U C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, (a,) eine endliche oder unendliche Folge
verschiedener Punkte von U und S die Menge der Punkte dieser Folge. Alle Punkte von S seien
in U isolierte Punkte.

Ist nun f eine analytische Abbildung von U \ S in einen komplexen Banachraum FE und ~
ein geschlossener Weg in U \ S, so gilt

/f(z)dz = QWiZj(an; v)Res,—q, (f) -

Dabei gibt es auf der rechten Seite nur endliche viele von Null verschiedene Glieder.
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Beweis.

1. Wir kénnen die holomorphe Funktion f auf alle hebbaren singuldren Punkte in S analy-
tisch ausdehnen. Wegen Res,, (f) = 0 fiir hebbar singulédre oder nicht-singulére Punkte
tragen solche a,, zur Summe auf der rechten Seite nicht bei. Daher kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass jedes a,, € S ein nicht hebbarer singuldrer
Punkt fiir f ist.

2. Als Néchstes wollen wir uns iiberlegen, dass fiir jede kompakte Teilmenge K C U der
Schnitt K N S hochstens endlich viele Elemente enthélt. Denn U \ S ist nach Annahme
offen in C, also ist K N.S abgeschlossen. Somit ist K MN.S auch kompakt und als kompakte
diskrete Menge K NS endlich.

3. Es sei I das Intervall, auf dem der Weg ~ definiert ist. Sei

Pi={z€Ulj(zv) # 0}

die Menge der Punkte, die in Bezug a_uf den Weg v nicht-verschwindenen Index haben.
Nach Korollar ist der Abschluss P von P beschrankt und somit in C kompakt.

Wir beschreiben diesen Abschluss P noch etwas genauer: Da die Menge der Punkte in
C\~(I), in denen der Index einen gegebenen Wert annimmt, nach Lemma offen ist,
liegen die Punkte des Abschluss P entweder auf dem Weg ~(I) oder in der offenen Menge
P.

4. Wir iiberlegen uns schlielich, dass die abgeschlossene Menge P in der offenen Menge U
enthalten ist. Andernfalls giéibe es in P einen Randpunkt von U. Dieser miisste nach dem
letzten Resultat in Punkt 3 entweder auf der Kurve (/) liegen, was nach Voraussetzung
iiber v nicht sein kann, oder einen von Null verschiedenen Index in Bezug auf die Kurve ~
haben, was nach Satz[2.4.7 nicht sein kann, da der Randpunkt nicht in der offenen Menge
U liegen kann. Also enthilt der Abschluss P keinen Randpunkt von U und es gilt P C U.

Dies beendet unsere Diskussion der Topologie der Situation.

5. Da U als einfach zusammenhéngend vorausgesetzt wurde, finden wir eine Konturhomo-
topie ¢(t,£) mit t € I und £ € J mit J einem kompakten Intervall von « innerhalb U in
einen einpunktigen Weg.

Wegen der Stetigkeit von ¢ ist das Bild M := ¢(I x J) der Konturhomotopie eine kom-
pakte Teilmenge von U. Man kann sich M als die Teilmenge von U vorstellen, die durch
die Kurven der Konturhomotopie iiberstrichen wird.

Auch die endliche Vereinigung M U P ist kompakt. Es sei H C N die Menge natiirlicher
Zahlen, fiir die a,, € M U P gilt. Sie ist nach 2. endlich. Dies sind also die Indizes der
Singularitdten von f, die im Bild der Konturhomotopie liegen oder deren Index in Bezug
auf v nicht verschwindet.

Fiir jedes n € H sei u,, der Hauptteil von f im Punkte a,,. Man beachte, dass wegen Satz
der Hauptteil u,, eine ganze Funktion ist.

6. Mit B bezeichnen wir
B = U\UngH{an} .
Jede in U enthaltene kompakte Umgebung eines beliebigen Punktes z € B hat wegen

2. einen endlichen Durchschnitt mit S. Daher ist eine hinreichend kleine Umgebung von
x € B in B enthalten; die Menge B ist somit offen.
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7. Da H nach 5. endlich ist, ist die Menge B \ Upen{a,} offen. Wir betrachten auf ihr die

Funktion .

zZ—ap,

9(2) = f(2) = > un( )

Die Pole von f in U liegen in S = U,gp{a,}U Uen {a,}. Die erste Teilmenge liegt nicht
in B, nach Definition von B. An den endlich vielen Punkten der zweiten Teilmenge hebt
sich der Hauptteil von f gegen einen der Summanden weg. Daher lédsst sich die Funktion
g zu einer auf ganz B holomorphen Funktion fortsetzen.

Nach Definition von B gilt fiir das Bild M der Homotopie M C B, denn wir hatten
bei der Konstruktion von B nur die a, entfernt, die nicht in M liegen. Daher ist
sogar innerhalb der offenen Menge B zu einem einpunktigen Weg homotop. Nach dem

Cauchyschen Integralsatz |2.3.16| gilt fvg(z)dz =0, also

Lf(z)dz: Z/un(z_lan)dz.

neH Y

8. Betrachte nun jede der endlich vielen Funktionen w,,( in einem offenen Ring um a,,

der v(I) enthélt, so ergibt sich die Behauptung aus

un(de = [ (252 (= = a,)7) dz

Z;il (un,j f’y(z —a,) ) dz
= 270 Up—1 - Jan;y) = 270 - j(an;y) - Resq, (f)

zfan)

Hierbei haben wir zuédchst ausgeniitzt, dass auf der kompakten Menge (1) die Laurent-
Entwicklung gleichméfig konvergiert, so dass wir Integration und Summation vertauschen
diirfen. Das Integral fv(z — a,)’dz verschwindet fiir j # —1, da dann der Integrand die

komplexe Stammfunktion (z — a, )™ /(j + 1) hat.

O

Der Residuensatz erlaubt es, explizit bestimmte Integrale auszurechnen, die zum Teil im
Rahmen der reellen Analysis nicht elementar zugénglich sind. Wir diskutieren fiinf Beispiel-
klassen.

Korollar 2.6.5 (Typ 1).
Seien p(x,y) und ¢(x,y) Polynome mit reellen bzw. komplexen Koeffizienten in zwei Unbe-
stimmten. Sei ¢(z,y) # 0 fiir alle z,y € R mit 2?2 + y? = 1.

Setze @.1)
T,y
R(x,y) :=
(®3) q(z,y)
Dann gilt
2m
/ R(cost,sint)dt = 27 Z Res.—.(f) ,
0 a€B1(0)
wobei f die rationale Funktion
1.1 1.1 1
fz) = —R(5(z + 2), (2 = 0))

ist. Man beachte, dass in der Summe wieder tatséchlich nur endlich viele Terme beitragen.
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Beweis.
e Fiir alle z € C mit |z| =1 ist 7= 1 und daher

(z+%) = 1(z+%) = Rez
(z—3) = 2(2—2) = Imz

wl"'l\)l»—-

reell. Wegen (Rez)? + (Imz)? = 1 ist g(Rez,Imz) # 0 fiir alle z auf dem Einheitskreis in
der komplexen Ebene, also hat die rationale Funktion f auf dem Einheitskreis keine Pole.

e Nach dem Residuensatz ist daher

1
27T2aeBl(o)ReSz:a<f) = E/||1 f(2)dz
1 1 1.1 1..1
R ol R<§(z+ ;)7 Z(Z - ;));dz [Defn. von f]
1

1 o1 , L
— Z\/0 R(§(€Zt+€_n),2—i(6n—G_Zt)) e_lt’lfltdt

27
= / R(cost,sint)dt.
0

Beispiel 2.6.6 (zu Typ 1).
Wir berechnen

/'271' dt
o a-+cost

fira € R und a > 1. Es ist R(m,y):%%x, also
1 1 2
f(z)_;'a—i—%(z—l—%) 2242z 41

Es gilt 22 4+ 2az + 1 = (2 — a)(z — 3) mit Nullstellen
a=—-a+vat—-1 f=—-a—Va*—1.

Wegen der Voraussetzung a > 1 sind beide Wurzeln reell. Man rechnet leicht nach, dass aus
a > 1 folgt |o| < 1. Wegen o - =1 folgt || > 1. Wir finden somit nach Satz

2 _ 1 i 1 1
ot — 4 Res:—q =) =B 47Ta_—[3 = 27rm

2 dt o
fO atcost QWRGSZ:a

Wir kommen nun zu einer zweiten Klasse von Integralen, die man mit Hilfe des Residuen-
satzes ausrechnen kann.

Korollar 2.6.7 (Typ 2).
Seien p(z) und ¢(z) zwei polynomiale Funktionen mit reellen Koeffizienten. Es gelte

gradq > gradp + 2

und ¢(z) # 0 fiir alle € R. Betrachte die rationale Funktion

die keine Pole auf der reellen Achse hat. Dann gilt:
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1. Das uneigentliche Integral der Funktion |R(x)| und auch der Funktion R(z) existiert.

2. Das Integral ergibt sich zu

% k
/ R(x)dx = 2mi Z Res.—q, R(2) ,

—00 =1

wobei ay, as, ... a die Polstellen der Funktion R(z) in der komplexen oberen Halbebene
H={zeC| im(z) > 0} sind.

Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung einer auf R definierten Funktion auf die obere Halb-
ebene kann man also reelle Integrale berechnen.

Bewelis.

e Wegen der Annahme iiber das Nennerpolynom ¢ ist die rationale Funktion R stetig auf
R. Sei

n

= zm: b,2" und gq(z) = ZCVZV
v=0

v=0
mit n —m > 2 und ¢, # 0. Fiir 2z # 0 finde

bo
>t T+ by
R(z) = P& _ e .
q(z) zZ—l—...—i—cn

Fiir |z| — oo strebt der zweite Faktor gegen b,,/c,, ist also insbesondere beschrinkt. Also
existiert M > 0 und ¢ > 0, so dass

|R(2)| < [z"7"| - M firalle |z|>c¢

gilt. Wegen n —m > 2 folgt

1
|R(2)| < e : fir alle |z] > c. (7)

Insbesondere gilt fiir z = x reell und fiir 0 < ¢ < A

JHR()|de = /|R |dx+/A|R( )|dz
< /\R \dx+M/C [wegen (7)]

=/0 <>\dx+M(—§+>

¢ M
< / |R(z)|dx + — < o0
0 c
Das Integral fOA | R(x)|dx mit nicht-negativem Integranden ist offenbar monoton wachsend
als Funktion von A und gleichméBig in A beschrénkt. Es folgt, dass der Grenzwert

A
lim |R(x)|dx
A—o0 J

existiert und einen endlichen Wert hat. Gleichermafien schlief3t man fiir

0
lim |R(z)|dz .

B—oo _B
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e Wir betrachten fiir jedes r > 0 den geschlossenen Weg ~, mit

() = t fir —r<t<r
V)= peitt=r) firr<t<r+nw

Die Kurve ist also die Aneinanderhéingung des Intervalls [—r, r] auf der reellen Achse mit
einem Halbkreis «, in der oberen Halbebene vom Radius r. Da ¢ ein Polynom ist, hat
R hochstens endlich viele Polstellen in der oberen Halbebene. Wir wihlen der Radius r
des Halbkreises ;. so grof3, dass der Halbkreis alle Polstellen der rationalen Funktion R
in der oberen Halbebene umfasst. Dann gilt nach dem Residuensatz

/aT R(z)dz + /T R(z)dx = /% R(z)dz = QWiZk;Reszaj R(z) .

'

Wir schétzen das erste Integral {iber den Halbkreis «,. ab:

far R(Z)dz‘ = UOTF R(Te”)m’e“dt‘ < Tfow |R(re')|dt
< rip=Ax

wobei wir wieder die Abschétzung benutzt haben. Dieser Beitrag geht fiir r — oo
gegen Null. Da auflerdem gilt
lim R(x)dx :/ R(z)dz ,

r—oo [

s o0

folgt die Behauptung.

Beispiel 2.6.8 (zu Typ 2).
Wir zeigen

* de : r
5 = lim arctanz| =m.
o T + 1 r—00 T

Es gilt 22 +1 = (2 — i)(z + i), also hat die Funktion -~ genau eine Polstelle in der oberen

22+1
Halbebene H, namlich +. Es gilt
1 1 1
Res,—; —— =i - = — .
> 22 +1 zligz—i—z 21

Mit dem vorangegangenen Satz folgt

< dz 1
=2ml— =T.
T2+ 1 21




Man kann mit dem Residuensatz auch Fourierintegrale berechnen:

Korollar 2.6.9 (Typ 3).

Sei f eine Funktion, die in allen z € C mit Imz > 0 komplex differenzierbar ist, mit Ausnahme
endlich vieler isolierter Singularitaten zp, fiir die Imzy # 0 ist, und es gelte |1‘im |f(2)| = 0.
Z|—00
Im 2>0

Dann gilt

/_OO f(z)e“dr = 2mi Z Res., (f(2)e”) .

Im z9 >0

Beweis.
Man integriert die Funktion f(z) - e* iiber denselben Weg wie in Satz und erhélt

/OO f(z)e™dx = 2mi Z Res,, (f(2)e”®) — lim [ f(2)e”dz

r—00
Im 20 >0 ar

mit dem Halbkreis a, : [0, 7] = C mit «,.(t) := re® | falls der Limes existiert. Mit der Schranke
M, :=sup{|f(2)|||z] =7, Imz >0} gilt:

™

/f(z)eizdz — /f(?“eit) eireit -ireitdt S /T”f(?“eit)l . ‘G_TSint|dt
(679 0

0

7 2
<r M, /e‘”intdt = 2rM, /e_”intdt )
0 0
L 2
Im Intervall [0, 7] ist sint > —¢ und daher
7r
3 3
—rsint — 2 _ ™ _2ry % _ Q0 —r
/e dtS/eﬂdt——gewg—g(l—e )<_r’ also
0 0

/f(z)e”dz < 7w-M — 0(firr—o0).

Bemerkung 2.6.10 (Typ 3’).

Sei f eine Funktion auf der unteren Halbebene, Imzz < 0, die mit Aus-
nahme endlich vieler Singularititen zo, fiir die Im 2z #* 0 ist, holo-
morph ist. Indem man statt den Weg aus Satz einen Weg der Form
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8

betrachtet, um f_oooo f(x) e7™dz zu berechnen, erhélt man die Formel

/ f(z)e ™ dor = —2mi Z Res., (f(2)e "),

Im 29 <0

Zu summieren ist hier iiber alle Singularitédten in der unteren Halbebene, und man muss vor-
aussetzen

lim |f(2)]=0.
|z| =00
Im 2 <0

Beispiel 2.6.11 ( zu Typ 3).

Es ist -
oS T 1 < eiw PR , e’
/1+I2 :§Re/_ool+x2dx =" Re <Z7T Z ReSZO <m)>,
0

Im 29 >0

wobei iiber alle Pole in der oberen Halbebene summiert wird. Die Voraussetzung von Korollar

4 1
2.6.9|ist erfiillt: fiir z = re’ und =
ist erfiillt: fir z = re” und f(z) T
1) = Jim |
im = Jim | =0
Irrtz‘j(;oﬂ telor) Lre

weil | gilt. Nun hat die Funktion 1‘1% nur bei zy = ¢ einen einfachen Pol

1+T2€2it| S T2 _
mit Imzy > 0. Fiir das Residuum gilt

ez el%0 el 1
R s _— = —_— = — = —
e (1 n 22> 2% 20 Zie

[ cosz m

/ 1+ :c2 2e

0
Korollar 2.6.12 (Typ 4).
Sei 0 <@ <1 und R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R, U {0}
definiert ist und fiir die lim, o, R(x) = 0 gilt. Wir setzen fiir z = |z|e? mit 6 € (0, 27) auf der
geschlitzten komplexen Ebene

also gilt

(%) z2%:= \z|aei°‘9 .
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Dann gilt:

Y0 o R(2)
/ o4t = T - D Ress, (Z—a :
0

20#0

Beweis.
Nach den Voraussetzungen an die rationale Funktion R gibt es eine Konstante ¢ mit |R(x)| <

1
c-— fir alle z > 1.

R *R
Wegen ‘ (z) < C+1 folgt, dass das Integral [ (x)dx fiir 0 < a konvergiert. Ferner ist
z® z® Tz
die Funktion R(x) auf dem Intervall [0, 1] stetig und somit beschrinkt. Also konvergiert das

R(z)

xa

1 e}
Integral [ dz fiir @ < 1. Insgesamt konvergiert das uneigentliche Integral [ dx fiir
0 0

:L-CY
alle 0 < a < 1.
Betrachte den folgenden geschlossenen Weg in C* \ R, der aus vier Wegen ¢y, ¢, 2, ©c

zusammengesetzt ist:

Pe

©2

R
Wir integrieren nun ﬁ, wobei z* die in (x) definierte Funktion ist. Bei der Wahl von 6 in
ZO[

(%) haben wir die Funktion z® so definiert, dass sie in der geschlitzten Ebene C*\ R, holomorph

(2)

R
ist. Wir wéhlen r so grofi und ¢ so klein, dass fiir alle Pole z5 # 0 von 5 der Index von ©»
ZO[

gleich 1 ist, j(p, z9) = 1. Dann gilt

27 Z Res,—_. @ = R(z) dz = + | + | + R(z)dz .
0 za 2 2
\Pr Pe ®1 ©2

20740 ©

Aus lim, o R(z) =0 und 0 < a < 1 folgt nun, dass die Integrale iiber die Kreissegmente ¢,
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und ¢, fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Man erhélt

r iy T i2r—0)y
/Mdz = lim /R(t'e >e“5dt — /Me’(%_é)dt
«a (teu;)a (t€1(271'75))a
%) € e

|
)
5
—
=

i6 i i(2n—5
(te )ei(Sdt _ eia527ria/ R(te" ))61(2”*5)dt
te A

0

Wir bilden nun den Limes fiir 6 — 0:

2mi Y Res, (%) = (1 — e 2m) 7%& .

2070
O
Beispiel 2.6.13 (zu Typ 4).
Wir wollen das Integral
d
[::/—x fir a€(0,1)
z*(1 4+ x)
0
. . R(2) 1 . . .
berechnen. Die Funktion = hat nur bei z5 = —1 einen von Null verschiedenen

2oz (1+2)
Pol erster Ordnung. Es ist fiir z¢ wie in Korollar [2.6.12| definiert:

R(z) . Rz) .. 1 1 B 1 1
ReSZ:,1 s o zli}f{ll(z + 1)Z—O‘ - zlilel Z_O‘ - (_1>a o (1 . eiw)cx _ eionr :
Daher ist das Integral I
1 2mi 2mi o

ciar ] _ g—2mia  gima _ g—ina sin(ma) :

Korollar 2.6.14 (Typ 5).
Sei R eine reelle rationale Funktion, die auf der positiven Halbachse R, U {0} keine Pole hat
und fiir die gilt

lim xR(z) =0 .

T—00

Wir betrachten einen Zweig [(z) des Logarithmus, der auf der geschlitzten komplexen Ebene
C* \ R, holomorph ist:

(%) 1:C*\R, = C, I(re”):=Inr+if, mit §c (0,2n).
Dann gilt
1
/R(z)dx =——1Im (Z Res., (R(2) l(z)z)>
2m
0 2070
und

R(z) nzdz — —%Re (Z Res., (R(2) 1(2)2)) |

2070

0\8
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Beweis.

Wir nehmen denselben Integrationsweg ¢ wie in Korollar [2.6.12) und integrieren die Funktion
R(2)l(2)? iiber . Wiederum lisst sich zeigen, dass die Wegintegrale iiber die Strecken ¢, und
@. fiir r — oo und € — 0 gegen 0 gehen. Damit folgt fiir § — 0:

2mi Z Res.—., R(2)1(z)* = /R(tei‘s)(lnt +i0)%e™dt
2070 0

- /R(tei(%_‘s))(lnt +i(2m — 6))2 P9t
0

und fir 6 — 0:

L= /R(t)(lnt)th—/R(t)(lnt+2m‘)2dt
0 0
= —4mi / R(t) Intdt + 472 / R(t)dt ,
0 0
also . .
—2 / R(t) Intdt — 2mi / R(t)dt = ) " Res.—., R(2)l(2)* .
0 0 2070

Da die Funktion R nach Voraussetzung auf R nur reelle Werte annimmt, kénnen wir auf beiden
Seiten dieser Gleichung Imaginér- und Realteil bilden und erhalten die angegebenen Formeln. O

Beispiel 2.6.15 (zu Typ 5).

Wir wollen das Integral

Inz
I:= | ——d
/(1+$)3 !
0

1
berechnen. Fiir die Funktion R(z) := m gilt lim,_, oo ﬁ = 0. Ferner hat die Funk-
1
tion R(z) = 0T 2 an der Stelle zop = —1 einen dreifachen Pol. Nach Bemerkung [2.6.2/3
z
ist
Res. (R UEP) = 2 lim (o4 PR
es,—_1(R(2)1(2)?) = 52_1{91?2 (2)l(z
d 1 d 1
_ 1 el 2 _ "1 _ —
= 2zli>m1 dz2l(z) 222_1 P (21(2) z)
/11 1 1 (-1 .
= Jim, (; S Rl s il s A
Damit erhalten wir aus Korollar [2.6.14] dass
1 1
I = —ERe(l —im) = —3
und nebenbei noch
[ de 1 1 1
/ Arop - p—im=—5(=m =3
0
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Wir bringen abschlieBend noch ein letztes Beispiel:
Beispiel 2.6.16.

oo
Zu berechnen ist das Integral | ———. Dazu integrieren wir die Funktion
_ coshzx cosh z

Rand ¢, des folgenden Rechtecks:

und finden fiir das Integral iiber den Rand ¢,

U m

/dz_/rdt_/r dt +/ idt _/ idt
coshz ) cosht cosh(t + im) cosh(r + it) cosh(—r + it)

©r —r —r 0 0

Nun gilt

s

dt 1
— | <7 su
/ cosh(r +dt)| — te[ogr] | coshr cost + i sinh rsint|
0

1 s
= sup = —
t€[0,m] \/ cosh?r cos2t + sinh® rsin?¢ ~ sinhr

Wegen lim,_, ., sinhr = oo ergibt sich der Grenzwert des Randintegrals zu

lim dz _/°° dt _/°° dt .
r—oo | coshz’ ) . cosht ~ cosh(t +im) ’

Pr

wegen cosh(t + im) = — cosht folgt aus dem Residuensatz

< dt 1
2 = 2mi -
/OO cosht Z Res:— (cosh z) ’

O0<Ima<m

denn auf der reellen Achse hat die Funktion

keine Singularitaten.

cosh z

Fiir 0 < Ima < 7 ist cosha = 0 nur fiir a = ¢3. Es ist 75 ein einfacher Pol wegen
T s

2
Nach Bemerkung [2.6.2/3 ist daher das Residuum

cosh’( ):ising:i#o

Res,_;=

( 1 )_ L
2 \ cosh z _cosh'(ig)_ ’

/ < dt R 1
=1im Res,—;r =7.
_oo COsh 2 cosh z

also
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Bemerkung 2.6.17.

1. Wir kénnen nun auch eine andere Form “generalisierter Funktionen” einfiithren, die Distri-
butionen einschlieen. Eine Hyperfunktion auf R ist ein Paar (f, g), wobei f eine holomor-
phe Funktion auf der oberen und g eine holomorphe Funktion auf der unteren komplexen
Halbebene ist. Fiir jede ganze Funktion h : C — C identifizieren wir die Hyperfunktionen
(f,g9) und (f — h, g — h). Informell stellen wir uns die Hyperfunktion als das vor, was die
Differenz f — g auf der reellen Achse R wére.

2. Hyperfunktionen bilden einen Vektorraum; die kénnen komponentenweise differenziert
werden.

3. Ein Punkt a € R heifit holomorpher Punkt der Hyperfunktion f, wenn die Einschréankung
f auf eine Umgebung von a &quivalent zu einer holomorphen Funktion ist. Sind a,b
holomorphe Punkte von f, so wihlen wir Kurven 4 : [0,1] — C4 mit Anfangspunkt a
und Endpunkt b, die in der oberen bzw. unteren Halbebene verlaufen. Wir setzen dann

/abf::—/wﬂdz—i—/vfdz.

Da die obere und untere Halbebene einfach zusammenhéngend sind, ist dieser Ausdruck
wegen des Cauchyschen Integralsatzes [2.3.16| von der Wahl der Wege . unabhéngig.

4. Ist f eine Hyperfunktion mit kompaktem Trager und ¢ eine analytische Funktion auf
(einer Umgebung von) R, so haben wir eine bilineare Paarung

(o) [ 16,

die den Dualraum O'(R) des Raumes O(R) der analytischen Funktionen mit dem Raum
der Hyperfunktionen mit kompaktem Trager sogar identifiziert.

5. Wir betrachten nun die von Null verschiedene Hyperfunktion 6 := (52—, 52—). Wir finden
fiir jede reell analytische Funktion ¢

[re= [ smetuz=ro),

wobei wir im letzten Schritt die Cauchysche Integralformel benutzt haben. Damit
haben wir eine Hyperfunktion gefunden, die der Dirac-Distribution entspricht.

6. Sei nun g eine beliebige Distribution mit Tréger in einem kompakten Intervall . Dann

definieren wir durch ) )
f(z) == [ g(2)

= — dx
2m Jg z—x

eine Hyperfunktion, die an der reellen Achse auf I “springt”. Uber eine Zerlegung der Eins
auf kann man so jede Distribution in die Hyperfunktionen einbetten. Aber meromorphe
Funktionen mit wesentlichen Singularititen wie e!/* liefern Hyperfunktionen, die keine
Distributionen sind.
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3 Funktionalanalysis

3.1 Hilbertrdume und Banachriume

Wir erinnern an einige Begriffe und Sétze. Sei V' ein C-Vektorraum.

Definition 3.1.1

1. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum V', der beziiglich der zur Norm gehérenden
Metrik mit d(z,y) = ||z — y|| fiir z,y € V vollstindig ist, fiir den also jede Cauchy-Folge
konvergiert.

2. FEin Hilbertraum ist ein Hermitescher Vektorraum V', der beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik d vollstdndig ist.

3. Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, falls es eine abzéihlbare dichte Teilmenge in
X gibt.

4. Wir vereinbaren, dass ein Hilbertraum in der Folge stets ein unendlich-dimensionaler
separabler Hilbertraum ist.

Beispiel 3.1.2.
Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

o0
x, € C, Z |z, ? < oo}

n=0

= { (xn)neN

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt

(@,9) =Y Tuyn
n=0

ist ein (unendlich-dimensionaler, separabler) Hilbertraum.
Wir erinnern an ein Resultat:

Satz 3.1.3. [Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterrdume]
Sei V' ein Hilbertraum und U C V' ein abgeschlossener Unterraum; sei

Ut :={veV|{uv)=0 firaleu c U}

das orthogonale Komplement:

1. Dann existiert zu jedem z € V genau ein xy € U mit kleinstem Abstand zu z, d.h.

|lx — 2yl < ||lx —y| firale yeU.

2. Das Element zy € U ist durch z — zyy € U+ charakterisiert.

3. Es gilt V = U @ U+, der Vektorraum V ist die direkte orthogonale Summe der abge-
schlossenen Unterrdume U und U+.

4. Die Zuordnung x +— xy definiert eine stetige lineare Abbildung P : V — U, die
orthogonale Projektion auf U.
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Wir erinnern daran, dass die stetigen linearen Abbildungen zwischen zwei normierten Vek-
torrdaumen genau die beschridnkten linearen Abbildungen sind, also die linearen Abbildungen
F Vi — V,, fiir die die Operatornorm

F
IF] = sup [F ()] = sup 12
lzll=1 «20 |7

endlich ist. Fiir die Operatornorm gilt fiir fi, fo € L(B)

e foll < Al - (12115
dies folgt sofort aus der Abschétzung

[(fre )@ < (Lfall - [1f2@) I < A1l (Lf2 -l
die fiir jedes x € B gilt.

Definition 3.1.4
1. Es seien V und W komplexe Banachrdume. Mit

L(V.W) = Ly(V, W)

bezeichnen wir den Banachraum aller stetigen C-linearen Abbildungen f : V. — W,
versehen mit der Operatornorm.

2. Speziell bezeichnen wir L(V') := L(V,V) die stetigen Selbstabbildungen und mit V' die
stetigen linearen Funktionale,

V':i=L(V,C) .

Wir kommen nun zu einem ersten neuen Resultat:

Satz 3.1.5. [Darstellungssatz von Riesz|
Sei V' ein Hilbertraum und V' der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen V' — C.
Dann ist durch

o:V =V
r = ¢z

mit
o(z) = (z,)

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorraume ¢ : V. — V' gegeben, mit
o)l = ll=].
Insbesondere ist jede stetige Linearform (“bra”) auf einem Hilbertraum V' durch das Ska-

larprodukt mit einem Vektor in V' (“ket”) darstellbar. Dies ist eine Grundlage des Diracschen
Formalismus in der Quantenmechanik.

Beweis.
e Die Stetigkeit der Linearform ¢(z) : V' — C ergibt sich aus der Cauchy-Schwarzschen-
Ungleichung;:
0(x) ()] = [z, ) < llfl - [ly]l - fir alle y e V.
Dies liefert zunéchst ||p(x)]| < |||

Fiir y = x erhalten wir Gleichheit in der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und somit
llo(x)|| = ||=||- Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche Skalarpro-
dukt ist in unserer Konvention konjugiert-linear im ersten Argument. Da ¢ die Norm
erhélt, ist ¢ injektiv.
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e Es bleibt noch die Surjektivitéit von ¢ zu zeigen. Sei dazu 0 # o« € V’'. Wir finden dann
v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit von «v ist U = ker & C V' ein abgeschlossener
und somit vollstindiger Unterraum. Wir finden eine orthogonale Zerlegung V = U @ U+.

Wir setzen zy := v — vy € U+, wobei vy € U die Orthogonalprojektion von v auf U ist.
Dann gilt a(zg) = a(v) — a(vy) = 1 — 0 = 1. Fiir ein beliebiges y € V ist daher die
orthogonale Zerlegung

y = (y — a(y)zo) +aly)zy € U d U™
~—_———

eker a

Somit ist (y,zo) = a(y)||zo]|*; wir kénnen die Linearform « schreiben als o = ¢(”;ﬁ‘2).

O

Definition 3.1.6
Eine Teilmenge U eines (Euklidischen oder) Hermiteschen Vektorraums ist eine
orthonormale Familie, wenn (u,u) = 1 fiir alle w € U und (u,v) = 0 fiir alle u,v € U mit

u # v gilt.

Wir wissen aus fritheren Vorlesungen:

Bemerkung 3.1.7.
Ist V separabel, so ist jede orthonormale Familie (v;);c; hochstens abzéhlbar.

Wir haben auch schon gesehen:

Satz 3.1.8 (Besselsche Ungleichung und Parsevalsche Gleichung).

Sei V ein Hilbertraum und (vg, vy, . . .) eine (abzéhlbare) orthonormale Familie. Fiir einen Vektor
x € V nennen wir oy := (vg,x) den k-ten Fourierkoeffizienten von x beziiglich der Familie
(vo, v1,...). Dann gilt fur alle z € V:

> laul® < .
k

Die Folge (>, _, awvy) ist Cauchy-Folge in V. Da V' als Hilbertraum vollsténdig ist, besitzt
sie in V' einen Grenzwert. Dieser Grenzwert ist gleich x ist genau dann, wenn

> lawl? = Il
k

Definition 3.1.9
Sei V' ein Hermitescher Vektorraum. Eine orthonormale Familie (vy,vs,...) heifit Hilbertbasis,
wenn jeder Vektor © € V' eine Darstellung als Reihe x =) - (x, vg)vy, besitzt.

Vorsicht: eine Hilbertbasis ist im Allgemeinen keine Basis im Sinne einer Vektorraumbasis.

Theorem 3.1.10.
Fiir eine orthonormale Familie B = (by, ba, ...) von Vektoren eines Hermiteschen Vektorraums
V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der Unterraum span{by, bs, ...}, der von der Familie B algebraisch erzeugt wird, ist dicht
in V.
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2. B ist eine Hilbertbasis.

3. Fiir alle z,y € V gilt

4. Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

lzl® = [{bw, ).
k=1

Beweis.
1. = 2.: Da das Erzeugnis von B dicht liegt, existiert zu jedem z € V eine Folge x; €
span{by, by, ...} mit x = lim; ,, ;. Wir definieren N; so., dass
x; € U; :=span{by, ..., by, },
wobei wir ohne Einschréankung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass N; € N eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion a} := SON (x,bx)by, des Vektors z auf den endlich-
dimensionalen und daher abgeschlossenen Unterraum U; gilt nach Satz [3.1.3]

lz =zl < flo — @i

und somit o
— 3 , pE—
r = Zlgiloxl = Z(bk, x)by.
k=1
2. = 3.

Wenn B = (by, bs, . ..) eine Hilbertbasis ist, so konnen wir z,y € V schreiben als

T = inbu Y= Zyjbj7
i=1 j=1

mit z; = (x,b;) und y; = (y, b;). Daraus folgt
i=1 i=1
(biy) = (i Y ysbi) =D (i b) = v
j=1 j=1

und somit -
i=1

3. = 4.: Setze x = y.

4. = 1.: Aus der Parsevalschen Gleichung folgt nach dem vorhergehenden Satz dass
x =Y, (b, )by, fiir alle x € V' ist. Damit gilt 1.
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Aus fritheren Semestern wissen wir:

Satz 3.1.11 (Existenz von Hilbertbasen).
Jeder (unendlich-dimensionale, separable) Hilbertraum V' besitzt eine abzéhlbare Hilbertbasis
B = (by,bg,...).

Funktionenrdume bilden wichtige Beispiele fiir Hilbertrdume und Banachrdume. Umgekehrt
erlauben es die Begriffsbildungen der Funktionalanalysis, {iber Rdume von Funktionen geome-
trisch zu denken. Es war ein wichtiger Schritt in der Entwicklung der Analysis, iiber Rdume
von Funktionen und nicht nur iiber einzelne Funktionen nachzudenken.

Wir erinnern zunéchst an bekannte Tatsachen:

Definition 3.1.12
Seip € R, p>1. Sei A C R" offen. Fiir eine beliebige Funktion f : A — C U {oo} ist die
LP—Halbnorm beziiglich A C R™ wie folgt erklért:

£l = </ 174l

wobei wir fa := fxa und /oo := 0o setzen.

Lemma 3.1.13.
Fiir die LP—Halbnorm beziiglich A C R™ gelten die folgenden Aussagen:

L. ||fll, = 0 dann und nur dann, wenn f = 0 fast tiberall gilt.
2. Die Halborm ist homogen, |lcf|, = |c| - || fll,-
Die Halbnorm ist monoton: |f| < |g| = || fll, < llgll,-

Es gilt die Dreiecksungleichung: || f + g/, < || fll, + [|9]l»-

SANEE

Hat A endliches Volumen, v(A) < oo, so gilt || f|l; < v(A)Y- | f]l,.

Bemerkung 3.1.14.
1. Sei ) # U C R"™ eine abzihlbare Vereinigung kompakter Mengen und sei die Funktion f :
U — CU{oo} lokal-integrierbar. Dann heifit f eine LP-Funktion oder p-fach integrierbar,
wenn die Funktion |f|? integrierbar ist.

Eine lokal-integrierbare Funktion f : U — C U {oc} ist genau dann p-fach integrierbar,
wenn || f]|, < oo gilt. Fiir p = 2 sprechen wir von quadratintegrierbaren Funktionen.

2. Wir erinnern an Bezeichnungen:
e des Funktionenraums
LP(U):={f:U— CU{oo} | f ist LP—Funktion} .

Die ist ein reeller bzw. komplexer Vektorraum mit der Halbnorm || - ||,..

e des Quotientenraums nach dem Unterraum
N={f:U—=CuU{co} |[f=0,
LP(U) = LP(U) /N

Mit der ||-||,-Norm ist dies ein normierter Vektorraum.
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3. Aus dem Satz von Riesz-Fischer folgt, dass der normierte Vektorraum LP(U) ein Ba-
nachraum ist, also vollstidndig ist, also dass jede LP-Cauchyfolge (fx)r in L£P(U) gegen
einen LP-Grenzwert f konvergiert. Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge kann
man punktweise Konvergenz gegen f fast {iberall erreichen.

4. Bei der L?>-Konvergenz sprechen wir auch von Konvergenz im quadratischen Mittel. Es
gilt (fx) — f bzgl. L? genau dann, wenn || f — fi|l2 — 0.

In diesem Fall liegt ein Skalarproduktraum vor:

Satz 3.1.15.
Sei U C R" eine nicht-leere offene Menge. Setzt man fiir f,g € L*(U):

(1) = [ Flgtarde
U
und weiter:
(f+N.g+N)={f9),
so ist (, ) ein Skalarprodukt auf L?(U), mit zugehoriger Norm

If+ N =(f+ N, f+N)z.

L*(U) erhilt durch dieses Skalarprodukt die Struktur eines Hilbertraums.

Beweis.
Wir haben schon gesehen, dass L*(U) ist ein Skalarproduktraum ist und mit der durch das
Skalarprodukt gegebenen Norm

1f+ N =+ N, f+N)2

ein vollstdndiger normierter Raum, also ein Banachraum.
Wir miissen noch zeigen, dass L?(U) separabel und unendlich-dimensional ist: eine Teppen-
funktion mit Tréger in U
N
>_cla
k=1

heifle rational, wenn ¢, € Q + iQ und die Quader ), Eckpunkte aus Q", also mit rationalen
Koordinaten, haben. Die Menge Tip(U) der rationalen Treppenfunktionen mit Tréger in U ist
abzéhlbar und liegt dicht in L*(U).

Wegen U # () gibt es unendlich viele linear unabhéngige Treppenfunktionen

N
9= Z a1y,
j=1
mit offenen beschréinkten Teilmengen U; von U , also ist £2(U) unendlich-dimensional. 0

Bemerkung 3.1.16.

Es gibt noch andere wichtige Hilbert-Rédume. Ein Beispiel sind Sobolev-Réume, die in der
Theorie partieller Differentialgleichungen und von Schrodinger-Operatoren eine wichtige Rolle
spielen.
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Sei U C R" offen. Jede Funktion in £P(U) ist insbesondere lokal integrierbar und defi-
niert daher eine regulire Distribution und hat daher eine schwache Ableitung, die wir mir D f
bezeichnen. Das Beispiel der Headvisideschen Stufenfunktion zeigt, dass die Ableitung nicht un-
bedingt eine regulére Distribution ist. Wir kénnen aber auf diejenigen Funktionen einschréanken,
fiir die dies der Fall ist.

Der Sobolev-Raum W"? fiir p > 1 und k € Z> ist

WkP(U) .= {f € LP(U) | D*f € £P(U) fiir alle Multiindizes |a| < k} .

Mit der Norm
LFIE, = D fIn

|la|<k
erhélt man Banachrdume. Fiir p = 2 erhélt man einen Hilbertraum mit Skalarprodukt

(u,v) = Z (D%, D*v) .

o<k

Auch in diesen Banachrédumen liegen der Unterraum C2°(U) der glatten Funktionen mit kom-
pakten Tréager dicht.

Definition 3.1.17
Es seien H, und H Hilbertrdume, D ein Untervektorraum von H, und R ein Untervektorraum
von Hy. Sei f: D — R eine surjektive lineare Abbildung.

1. Dann heifit f isometrisch oder Isometrie, wenn fiir alle x € D die Gleichheit || f(z)|| = ||z||
gilt. (Dabei haben wir dasselbe Zeichen || - || fiir die Normen in den Hilbertrdumen H,
und Hs verwendet.) Insbesondere sind isometrische Abbildungen stetig.

2. Eine isometrische Abbildung heifit unitér, wenn zusétzlich D = H, und R = H, gilt.

Wir brauchen einige Hilfsmittel zum Skalarprodukt:

Lemma 3.1.18 (Polarisierung).
Sei H ein Hilbertraum. Dann legt die Norm das Skalarprodukt eindeutig fest: Es gilt fiir alle
x,y € H:

Y

i I e
2 2 ’

und Im(z,y)

Beweis.
Es handelt sich um eine direkte Rechnung:

Hx+y”2_”x—y”2 _ rt+y r+y\ Jjr—y r—y
2 2 2 72 2 72
1
2

Fiir den Imaginérteil beachten wir

| E

5 5 I? = Re(z, iy) = Rei(z,y) = —Im(z,y) .

Mit dhnlichen Methoden zeigt man:
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Korollar 3.1.19.
Seien f,g € L(H) und gelte fur alle z € H

(z, f(x)) = (z, g(x)).
Dann ist f = g.

Beweis.
Fiir x,y € H ist in Verallgemeinerung von Lemma |3.1.18

Hx, f(y) = (+y fl@+y)—(z—y, flz—-y))
i(r —1y, flx —iy)) —i(z+ iy, flz+1y)).

Damit folgt nach der Voraussetzung 4(z, f(y)) = 4(x,g(y)) fiir alle x,y € H, also
((f —9)(y),z) = 0. Da das Skalarprodukt nicht ausgeartet ist, folgt f = g. O

Lemma 3.1.20.
Sei f: D — R eine isometrische lineare Abbildung. Dann gilt

(f(z), f(y)) = (z,y) firallez,yeD..

Auf dem Wertebereich R existiert eine isometrische lineare Umkehrfunktion
f': R->D.

Ist f unitér, so ist auch die Umkehrfunktion f~! unitér.

Beweis.
e Erhélt nun f die Norm, so erhélt f nach Lemma |3.1.18 auch das Skalarprodukt.

e Eine isometrische Abbildung ist injektiv: sei « € ker f, dann gilt 0 = ||f(z)]| = ||z,
woraus x = 0 folgt. Also ist f bijektiv und es gibt eine Umkehrfunktion

f': R—D.

Umkehrabbildungen linearer Abbildungen sind linear. f~! ist isometrisch, denn zu y € R
gibt es x € D mit f(x) =y, also

lyll = 11f @) =Nzl =11 W)l -

Ist f unitér, so hat man D = H; und R = H,, also ist auch f~! unitér.

Satz 3.1.21.
Sei H ein Hilbertraum, dann gibt es eine unitére lineare Abbildung

f: H—?*.
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Beweis.
Sei (v;)jen eine Hilbertbasis von H. Jeden Vektor x € H kénnen wir nach der Definition [3.1.9]
einer Hilbertbasis in der Form

T = Zﬂkvk mit gy o= (T, V)

schreiben. Wir setzen f(z) := (ux)ren. Wegen der Besselschen Ungleichung 3.1.8/ Y, |ux]* <
|z||* ist die Folge f(z) quadratsummierbar, also f(z) € ¢?. Die so deﬁnlerte Abblldung I
H — ¢? ist linear. Nach der Parsevalschen Gleichung [3.1.8] gilt

1f (@)II* = Zlmcl2—||fc|l2

also ist f eine Isometrie. Wir miissen daher nur noch zeigen, dass f surjektiv ist. Sei (8x)x>0 € €%
dann ist >, [8k]* < oo. Betrachte die Folge

n
Ty 1= Zﬂkvk e H
k=1

und finde fiir n > m:

= Z 1Bkl -

k=m+1

Z Bkvk

k=m+1

Also ist (2,,)nen eine Cauchyfolge in H. Da H vollstandig ist, existiert

r = lim xn:ZBkvk € H.

n—oo
Es gilt f(x) = (Bi)ren. Da f : H — (* die Norm erhilt, ist f unitér. O

Nach Lemma [3.1.20]ist auch die Umkehrfunktion einer unitéren linearen Abbildung unitér.
Fiir f : Hy — ¢? und g : Hy — (? ist daher auch g~ ' o f : H; — H, unitir. Daher sind alle
Hilbertraume isomorph:

Korollar 3.1.22.
Zwischen zwei beliebigen Hilbertraumen H; und H, gibt es eine unitére lineare Abbildung.

Entscheidend sind also nicht Hilbertraume, sondern Abbildungen zwischen Hilbertraum-
en. Man kann mit einigen Zusatziiberlegungen zeigen, dass die Fouriertransformation zu einer
unitidren Abbildung L*(R™) — L*(R") fiihrt. Obwohl hier der gleiche Funktionenraum vor-
liegt, wird man in Anwendungen die Rdume nicht identifizieren und z.B. zwischen Impuls- und
Ortsraum unterscheiden. Ferner sind die Riume L?(R") isomorph, ohne dass es ausgezeichne-
te Isomorphismen gibt. Tatséchlich konnen die Funktionenrdume noch deutlich verschiedener
definiert sein. Dies illustriert

Betrachtung 3.1.23 (Radontransformierte/Tomographie).
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1. Sei p € L*(R") eine Funktion, die wir uns als Dichteverteilung vorstellen.

Dann berechnen wir fiir jede affine Hyperebene im R™ das Integral der Dichteverteilung
p iiber diese Hypereben. Man nehme etwa den Fall einer affinen Ebene, n = 2, und stelle
sich vor, mit Hilfe eines Rontgentomographen habe man mit einem Rontgenstrahl entlang
jeder Geraden in der Ebene die Gesamtdichte entlang der Geraden gemessen.

Wir beschreiben eine affine Hyperebene durch ihren Einheitsnormalenvektor @ € R”
und die Gleichung (o, z) = s mit s € R. Da die Paare (a,s) und (—a, —s) die gleiche
affine Hyperebene beschreiben, ist der Raum der Hyperebenen gleich (S"~! x R)/Z,. Die
Radontransformierte der Funktion p € L?(R") ist dann die Funktion

Rp: S"!'xR — R
(a,s) f<a’m>:sp(x)d5(x).

Sie setzt L2-Funktionenriume auf verschiedenen Mannigfaltigkeiten in Beziehung,
nidmlich R” und S"~! x R.

2. Die Frage nach Umkehrabbildungen der Radontransformierten ist von grofler praktischer
Bedeutung. Wir berechnen die Fouriertransformierte p der Dichteverteilung p im Punkt
ra € R™

0o
ﬁ(TOé) d:ef / dxe_%i(m’@p(x) :/ ds[ | 6—27ri(ra,a:)p(x)

= / dse ™" Rp(a, s)

o

Somit legt die Radontransformierte Rp die Fouriertransformierte von p und somit nach
dem Umkehrtheorem auch die Dichteverteilung p selbst fest. (Fiir die numerische Imple-
mentierung werden allerdings andere Methoden verwendet.)

3. Man mache sich klar, dass bei unseren Uberlegungen die Tatsache, dass die fraglichen
Funktionenrdume abstrakt isomorph sind, keine Rolle gespielt hat.

Satz 3.1.24.
Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem f € L(H) genau eine lineare Abbildung f* €
L(H), so dass fiir alle z,y € H gilt

(v, f(@)) = (f"(y),z) -
Es gilt || f*|| = || f[| und f = f.
Definition 3.1.25

Der Operator f* heiit der zu [ adjungierte Operator. Operatoren [ mit f* = [ heilen
selbstadjungierte Operatoren.

Bewelis.

e Sei x € H fest. Dann ist die Linearform
9e: H—=C mit g.(y) = (z, f(y))

87



stetig, denn fiir ||y|| < 1 ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

92 (W) < Ml - [LF @I < el - 1A -

Also ist g, € H’' und nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es genau ein
h(x) € H mit
9:(y) = (h(x),y) firalle yeH,

also
(h(z),y) = (x, f(y)) firalle z,yeH.

e Die so definierte Abbildung h : H — H ist linear, denn fiir y,z, 2’ € H und A € C gilt
(h(Az +2'),y) = e+, f(y)) = N, f(y)) + (2, f(y))

= Mh(x),y) + (h(z),y) = (\h(z) + h(2),y)
Da h(Ax + 2') € H eindeutig bestimmt ist, folgt

h(Az + x') = Ah(x) + h(2') .
Die Abbildung h ist stetig, denn fiir x,y € H und ||z| < 1 gilt

(), )| = [z, FD| < Nzl I < Tl LAyl < Ayl

Mit y = h(z) folgt
Ih@)I1* < 1A also A < [IF]] -

Also ist h € L(H). Wir finden somit

(%) < AN

o Aus

(z, h(y)) = (h(y), x) = (y, f(x)) = (f(2),y)
fir alle z,y € H folgt h* = f, also (f*)* = f.

e Die erneute Anwendung von (x) liefert

A=< 0

so dass wir die Gleichheit || f|| = || f*|| gezeigt haben.

Beispiel 3.1.26.

Sei H = (. Dann hat der Verschiebeoperator T' € L(H) mit T(zy,x,...) = (0,21, 7,...)
Norm Eins. Sein adjungierter Operator ist der Verschiebeoperator nach rechts T*(xy, 23, ...) =
(w9, 3,...), denn es gilt fiir alle z,y € ¢*:

<y7T'I> - ZEIZ'—I = <T*y,$> :

=2

Ahnlich wie fiir formal adjungierte Operatoren zeigt man:
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Lemma 3.1.27.

Sei H ein Hilbertraum; seien f, f1, fo € L(H) und f* f7, f5 die zugehérigen adjungierten
Operatoren. Dann gilt:

1. Adjunktion ist konjugiert linear: (A1 f; + Ao fo)* = )\_1f1* +)\_2f§ fiir A\, A\ € C.
2. (fao i) = fiofs.

3. Existiert der inverse Operator f~! € L(H), so existiert auch (f*)™' € L(H) und es ist
()=
Lemma 3.1.28.
Fiir einen selbstadjungierten beschrankten Operator A : H — H auf einem Hilbertraum H gilt

[All = sup [(Az, )]
Jall<1

Bewelis.

e Sei

vi=sup {[(A(z),z)|};

z€H,||z||=1

es gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir alle x € H mit ||z| = 1:
[{Ax), z)| < [A@)I]- =]l < AL - flel® = 1Al
und somit v < || Al

e Wir erinnern an die Parallelogrammgleichung, die fiir Normen gilt, die von einem Skalar-
produkt herkommen:

() ot wl + v —wl® = 2(Jol* + [lw|?) fir v,weH
Es gilt fiir alle A € R} und x € H mit ||z|| = 1 die Abschéitzung:

4| Ax)|]? = 2(Ax, Ax) + 2(A%z, x) [A selbstadjungiert]
= (A(Az+ 3A(2)), Az + $A(z))
—(A(\x = FA(2)), Az — 3 A(2))

< ve(lre+ 114( W? + Az = SA@)IP)
()
= (A2!|50||2+ s 1A@)]1%) -
A
Fiir A(z) # 0 setzen wir \ := A und erhalten

]
4 A@))1* < 2v - 2|jz]| [| A=),

und somit
[A@)| < vl -
Die Ungleichung gilt sicher auch fiir A(x) = 0; somit folgt auch [|A| < v.
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Korollar 3.1.29.
Hieraus folgt die wichtige Eigenschaft der Operatornorm

|77 " sup [(T°Tw,2)| = sup || Tx]? = T

[l=]|<1 [[=]I<1

Satz 3.1.30.
Sei H ein Hilbertraum.

1.

2.

Die orthogonalen Projektoren p auf abgeschlossene Unterrdume U sind selbstadjungierte
Operatoren, p* = p, und idempotent, p? = p.

Sei umgekehrt p € L(H) ein stetiger linearer Operator, fiir den dass p* = p und p* = p
gilt; dann ist p ein orthogonaler Projektor auf einen abgeschlossenen Unterraum.

Beweis.

Sei H ein Hilbertraum und U C H ein abgeschlossener Untervektorraum. Nach Satz[3.1.3]
gibt es die orthogonale Zerlegung H = U @ U+, die es uns erlaubt, jedem x € H eindeutig
x1 € U und x5 € U+ mit © = x; + x5 zuzuordnen. Der orthogonale Projektor von H auf
U ist dann

p(z) =14
Die Abbildung p ist offenbar linear. Wegen
212 = lla1 + 22l = (21 + 22,21 + @2) = 21 [* + [J22]* > [[p(2)]*

gilt ||p(x)]| < ||z|| und damit ||p|| < 1. Ist U = {0}, so ist p = 0 und damit ||p|| = 0. Ist
U # {0}, so gibt es ein z € U mit ||z]| = 1. Es gilt p(z) = z und somit ||p(z)| = ||z]|,
also ||p|| = 1. Insbesondere ist ein orthogonaler Projektor p stetig.

Um zu sehen, dass p selbstadjungiert ist, finde fiir x,y € H eindeutig bestimmte Vektoren
z1,y1 € U und x9,ys € U+ mit £ = 21 + x5 und y = y; + yo. Wir rechnen:

(p(x),y) = (r1, 91 +y2) = (1, 91) = (21 + 22, 91) = (2, p(y)) |
also ist p selbstadjungiert, p* = p.
Firz =2, + 2o mit 21 € U, 25 € UL ist
p(p(x)) = p(z1) = 21 = p(x),
also sind orthogonale Projektoren Idempotente, p? = p .

Sei nun umgekehrt p € L(H) ein stetiger linearer Operator, fiir den p* = p und p? = p
gilt. Wir setzen U := {z € H | p(z) = z}. Da p linear ist, ist

U={zeH|(p—idg)(z) =0} = Kern(p — idg)

ein Untervektorraum. U = (p—idg) ! ({0}) ist als Urbild des abgeschlossenen Unterraums
{0} unter der stetigen Abbildung p— idg abgeschlossen. Jedes x € H 148t sich als Summe

z = p(x) + (z = p(x))
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schreiben. Wegen p(p(z)) = p?(x) = p(z) gilt p(z) € U. Fiir jedes 2z € U gilt

(z,0 =p(x)) = (z,2)—(zp(x))
= <Z7$> - <p(Z), I> [Wegen Pt = p]
= (z2—p(2),2) =(0,2) =0 .

Also ist  — p(x) € U+. Nach Satz ist p der orthogonale Projektor von H auf den
abgeschlossenen Unterraum U.

Wir halten gleich einige Eigenschaften von Projektoren fest. Dafiir brauchen wir:

Definition 3.1.31
Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T' € L(H) heifit positiv, wenn (T'z,z) > 0 fiir all v € H
gilt. Wir schreiben dann T > 0 und, falls A — B > 0 gilt, auch A > B.

Bemerkung 3.1.32.
Es seien p, p1, po orthogonale Projektoren auf abgeschlossene Unterrdume von H. Wir setzen
U :=p(H) und U; := p;(H). Dann gilt fir jedes f € L(H)

1. Es gilt f(U) C U genau dann, wenn fop =po fop gilt.
2. BEs gilt f(U) C U und f(U+) C Ut genau dann, wenn fop = po f gilt.
3. Gilt p; o ps = py 0 pq, so ist auch p; o py ein orthogonaler Projektor mit Bild

(prop)(H)=UyNU; .

4. Gilt p; o ps = 0, so gilt auch py o p; = 0. In diesem Fall sind die Unterrdume U; und Us
zueinander orthogonal und p; + po ist der orthogonale Projektor auf den abgeschlossenen
Untervektorraum

Ui U, = {U1—|—U2|U1 € U; und us € UQ} .

5. Es gilt p; < py genau dann, wenn fiir alle x € H gilt ||p1(x)|| < ||p2(x)]|. Insbesondere gilt
fiir einen Projektor 0 < p < idy.

Die einfachen Beweise liberlassen wir dem Leser.

Lemma 3.1.33.
Seien py, pa Projektoren auf H. Wir setzen U; := p;(H) fiir j = 1,2. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) p1 < po.

)
(i) props =p2op1 =pi1.
(i) Uy C Us.

)

(iv) p2 — py ist ein Projektor .

Bewelis.

91



(i) = (ii) Da p, ein Projektor ist, gilt auch (id — ps)? = id — po und (id — pa)* = id — ps, also ist

auch id — py ein Projektor. Somit gilt

1((id = p2) o pr)(@)[I* = ((id = p2)(p1(2)), (id — p2)(p1(2)))
= ((id = pa)(pu(2)), p1 () -

Aus p; < ps folgt id — ps < id — py, kénnen wir den Ausdruck abschétzen

- <A{(id = p1)(p1(2)), pr () = (0, pa(2)) = 0

Es folgt (id — p3) o p1 = 0 und somit p; = py o p;. Andererseits gilt

P1 ZPI = (pz Opl)* ZPTOPE =pP1op2 .

(i) = (ili) Fir y € Uy ist

(iii) = (iv)

y=pi(y) = (p2op1)(y) =p2(y), undsomit yeUs,.

Es ist (p2 — p1)* = p5 — p} = p2 — p1, und jedes x € H lisst sich eindeutig zerlegen in
T =1y + 2" mit 25 € Uy und 2" € Us-.

Wegen U; C Uy kann man x, weiter zerlegen in xy = x1 + 2’ mit 21 € Uy und 2’ € UlL.
Insgesamt finden wir eine Zerlegung

x:xl—l—x/—i—x”,
Beachten wir, dass p;(z) = x; gilt, so finden wir fiir alle z € H
(p1op2)(x) = pi(z1 +2') = 21 = p1(2)

und
(P2 0p1)(x) = pa(21) = 71 = p1()

und rechnen damit
(P2 — p1)*(2) = pa(x) = (p2 0 p1)(2) — (p1 0 p2)(x) + pr(2) = pa() — pa(2),

also gilt auch (py — p1)? = p2 — p1.
Es gilt fiir alle z € H

((p2 = p1) (), 2) = ((p2 — p1) (), (P2 — p1)(2)) > 0,

also ist ps > p1.

Definition 3.1.34
Seien M und M’ metrische Riaume. Eine Abbildung g : M — M’ heifit eine offene Abbildung ,
wenn fiir jede offene Teilmenge U C M das Bild g(U) offen in M’ ist.

Den folgenden Satz méchten wir hier nicht beweisen und verweisen auf [HL §39]; er wird
aber noch wichtig sein:
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Theorem 3.1.35 (Satz von der offenen Abbildung).
Seien B, B’ komplexe Banachraume.

1. Ist eine C-lineare Abbildung f : B — B’ stetig, so ist die Abbildung f : B — f(B) genau
dann offen, wenn der Bildraum f(B) abgeschlossen ist.

2. Insbesondere ist eine C-lineare surjektive stetige Abbildung f : B — B’ offen.

Korollar 3.1.36.
Seien B, B’ komplexe Banachraume und f : B — B’ eine C—lineare, stetige und bijektive
Abbildung. Dann ist die Umkehrabbildung f~! : B’ — B stetig.

Man kann diese Aussage auch so reformulieren: ist die inhomogene lineare Gleichung f(z) =
b mit f stetig fiir jedes b € B’ eindeutig losbar, so hingt die Losung stetig von b ab.

3.2 Kompakte Operatoren

Wir machen zunéchst einige Bemerkungen zu Eigenwertproblemen in Banach- und Hilber-
traumen.

Bemerkung 3.2.1.
1. Wir erinnern uns an die Bestimmung von Eigenwerten: Ist V' ein endlich-dimensionaler

komplexer Vektorraum und f : V' — V eine lineare Abbildung, so gibt es fiir jedes A € C
genau zwei Moglichkeiten:

e Die Abbildung f — Aidy ist nicht injektiv.
Dann ist Ker(f — Aidy) # {0}; von Null verschiedene Elemente des Kerns heilen
Eigenvektoren; A heiffit dann ein Eigenwert von f.

e Die Abbildung f — Aidy ist injektiv.
Dann ist A kein Eigenwert von f. Nach der Dimensionsformel ist f — Aidy in diesem
Fall auch surjektiv, und es gibt eine Umkehrfunktion (f — Aidy)~! € L(V).

2. Die Dimensionsformel konnen wir im Fall eines unendlich-dimensionalen Vektorraums V'
nicht anwenden. Es kann sein, dass ein A zwar kein Eigenwert von f ist, also (f — Xidy)
injektiv ist, aber dennoch (f — Aidy ) nicht surjektiv ist.

Betrachte etwa B = L?(U) mit U C R" offen. Fiir jede beschriinkte stetige Funktion
f € C(U) ist der Multiplikationsoperator ¢ — f¢ ein stetiger linearer Operator mit
Norm || f]|oc- Ist f nicht konstant, so hat dieser Operator keine Eigenvektoren. Hat die
stetige Funktion f eine Nullstelle, so ist der Multiplikationsoperator nicht surjektiv.

3. Sei nun B ein Banachraum und f : B — B linear und stetig. Ferner existiere fiir A € C die
Umkehrabbildung (f — Aidg)™' : B — B. Wir setzen also Injektivitéit und Surjektivitéit
voraus.

Nach Korollar |3.1.36| aus dem Satz von der offenen Abbildung ist dann die lineare Abbil-
dung (f — MNidg)~! stetig (und die Abbildung (f — \idg) offen).

Nur die A € C, fiir die f — Aidy bijektiv ist, wollen als “gutartig” ansehen:
Definition 3.2.2

Sei B ein komplexer Banachraum und D(T') ein dichter Unterraum, d.h. D(T) = B. (Wir lassen
natiirlich auch D(T) = B zu.) Sei T : D(T') — B eine C—lineare Abbildung.
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1. Dann heifit
p(T) :={ A€ C|T - Nidpry: D(T) = B ist bijektiv und

(T — Aidpy) ™ € L(B))
die Resolventenmenge von T. Fiir jedes A € p(T') heifit die Umkehrabbildung

r(T) == (T — Nidp(r)) ™
die Resolvente von T zu .

2. Das Komplement o(T) := C\ p(T') der Resolventenmenge heifit das Spektrum des Ope-
rators I'. Man nennt

0(T) == { X € C| Ker(T — Xidpn) # {0} }

das Punktspektrum von T und o.(T) := o(T') \ 0,(T) das kontinuierliche Spektrum von
T.

Man iiberlegt sich leicht, dass ein orthogonaler Projektor p das Spektrum o(p) = o,(p) =
{0,1} hat. Wir machen erste Aussagen iiber das Spektrum.

Satz 3.2.3.

Sei B ein Banachraum und 7" : B — B ein linearer Operator. Dann ist die Resolventenmenge
p(T) eine offene Teilmenge von C und r,(7") eine analytische L(B)-wertige Funktion auf der
Resolventenmenge. Fiir je zweli Werte A\, € p(T') kommutieren die Resolventen ry(7") und
r,(T), und es gilt die Resolventenformel

rA(T) = ru(T) = (u = N)ru(T)ra(T) -

Beweis.
Sei \g € p(T). Die formale Rechnung
1 1 1 1
A=T  A=X+N—-T) X-T1-3=
1 o =2\"
= 1
NoT | T <>\0 —T>

legt es nahe, den Potenzreihenansatz

fA(T) = T)\O (T) <1dB + i()\o — )\)nT)\O (T)n>

zu machen. Wegen ||(rx, (T))"|| < [|rx, (T)||™ konvergiert die Reihe fiir |A — Xg| < ||(rx, (T))| 7
Man zeigt dann, dass 7,(7) in der Tat ein Inverses zu (Aid — T') ist, so dass A € p(T'). Die Re-
solventenmenge ist also offen und r,(7") als Funktion mit Potenzreihenentwicklung analytisch.
Ferner gilt

rA(T) = ru(T) = ra(T)(pid = T)r(T) — ra(T)(Nid = T)ry(T) = (= N)ru(T)ra(T) -

94



Korollar 3.2.4.
Sei B ein komplexer Banachraum und 7' € L(B) ein beschrinkter Operator. Dann ist das
Spektrum o (7") nicht leer. Ferner gilt o(7) C By (0) C C.

Beweis.
e Die formale Rechnung

legt die Neumann-Reihe

1 — T
~(id Zyn
RCUEDREE
als Ansatz fiir die Resolvente nahe. Diese Reihe konvergiert fur |A| > ||7']| und gibt fur

diese Werte von A eine Resolvente 7, (7).

o Es gilt iiberdies lim)y|_o0 ||7A(7)]| = 0. Wéire nun o(7") die leere Menge, so wére ry eine
beschrénkte ganze Funktion mit Werten im Banachraum L(H) und nach dem Satz von
Liouville [2.4.13] gleich Null. Dies kann aber nicht gelten.

O

Satz 3.2.5.
Sei T' ein beschrankter Operator auf einem Banachraum B. Man nennt

r(T) := sup |\
Xeo(T)

den Spektralradius von 7T'. Es ist

(1) = Jim |7

ist B sogar ein Hilbertraum und ist A selbstadjungiert, so gilt r(A) = ||A]|.

Bewelis.

o Wir fassen die Neumann-Reihe als Laurentreihe in der Variablen % auf. Sie hat dann einen

Konvergenzradius 7, fiir den nach dem Satz von Cauchy-Hadamard gilt

-1
T = (lim sup ||T”||1/”> :
n—oo

Man zeigt dann noch mit einem weiteren Argument [RS, VI, Problem 11], dass die Folge
| 77|/ sogar konvergiert.

e Wir wollen zeigen, dass der Spektralradius r(T) gleich 7~1 ist; dann ist die Behauptung

gezeigt. Wir haben in Satz gesehen, dass die Resolvente r,(T) eine analytische
Funktion auf der Resolventenmenge p(T) ist, und in Korollar [3.2.4] dass alle z mit
|z| > r(T') in der Resolventenmenge liegen. Die Neumannreihe muss also fir A > r(7))
bzw. + < r(T)~! konvergieren. Also muss fiir den Konvergenzradius der Neumannreihe
gelten 7 > r(T)~L.
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e Andererseits haben wir gesehen, dass dort, wo die Neumannreihe konvergiert, die Resol-
vente existiert. Dies ist wie bei jeder Potenzreihe der Fall fiir alle % < 7, also fiir alle
A > 71 Wire nun 7 > r(T) ™!, so wire 7! < r(T') und die Neumannreihe wiirde auch
fiir alle A mit 7' < |\ < r(T) konvergieren und eine Resolvente liefern. Dies wire im
Widerspruch zur Definition des Spektralradius r(7"). Daher muss der Konvergenzradius

7 =r(T)"! sein.

o Ist B ein Hilbertraum und A selbstadjungiert, so gilt nach Korollar [3.1.29] || A%|| = [|A]|*.
Daraus folgt ||A%"|| = ||A||*" und somit durch Ubergang zu einer Teilfolge

F(A) = Tim |47 = T A% 2 = ||A]]

Wir beschiéftigen uns nun mit einer Klasse von Operatoren, deren Eigenschaften recht nah
an denen linearer Abbildungen endlich-dimensionaler Vektorrdume sind. Sie haben wichtige
Anwendungen in der Theorie partieller Differenzialgleichungen und in der Quantenmechanik,
die wir aber erst verstehen kénnen, wenn wir etwas mehr iiber diese Operatoren wissen.

Definition 3.2.6

1. Seien V und W komplexe Banachrdume. Eine C-lineare Abbildung f : V — W heifit
kompakte Abbildung, wenn fiir jede beschrénkte Folge (xy,)nen in V' die Folge (f(xy))nen
in W eine konvergente Teilfolge besitzt.

2. Eine Folge (x,) von Elementen x, € V heiit schwach konvergent gegen x € V', wenn fiir
jede stetige Linearform A € V' die Folge komplexer Zahlen \(x,) gegen \(x) konvergiert.
Wir schreiben dann x,, — x.

Bemerkungen 3.2.7.

1. Wegen der Ungleichung |A(z,, — x)| < ||[A||||z, — z|| fiir A € V’ sind konvergente Folgen
insbesondere schwach konvergent mit gleichem Grenzwert.

2. Jede schwache konvergente Folge eines normierten Vektorraums ist beschrénkt. Diese
Eigenschaft ist eine Folgerung aus dem Satz von Banach-Steinhaus.

3. Wenn eine Folge schwach konvergiert, so ist ihr Grenzwert eindeutig. Denn wiirde gelten
x, — x und z, — y fir x # y, so wiirde fiir jede stetige Linearform A € V' gelten,
dass A(xz) = A(y). Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach zeigt man aber, dass es ein
beschrinktes A € V' gibt mit A(z) # A(y).

4. Sei H ein Hilbertraum und (e,) eine Hilbertbasis. Fiir eine Folge (¢,,) in H betrachte
die Folgen (¢%) der Koordinaten 1% = (e4,,). Dann gilt v, — 1 genau dann, wenn
lim,, 00 2 = (€4, 1) fiir alle a gilt und wenn die Folge ||, || beschrankt ist.

Denn gilt v,, — 1, so folgt die erste Eigenschaft aus der Definition von schwacher Kon-
vergenz angewandt auf die Linearform (e,, —) und die zweite nach Punkt 2. Umgekehrt
sei F' = span(e,) das algebraische Erzeugnis und ¢ € F. Dann folgt aus der zweiten
Eigenschaft (p,1,) — (p,¥) fir alle ¢ € F. Da F dicht in H liegt, finde fiir beliebiges
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¢ € H eine Folge (¢;) mit ¢; € F, die stark gegen ein vorgegebenes ¢ € H konvergiert.
Wir schétzen dann ab:

[{0, ¥n) — (@, ¥)] {0 = 1, V)| + {01, Y — )| + [{1 — 0, )]

(cH11ll) - llee = el + (et thn — )]

Fiir e > 0 wéhle ein [, das so grof} ist, dass ||¢; — ¢|| < € gilt. Dann gibt es ein Ny, so dass
fir alle n > Ny folgt |{¢1, ¥, — )| < €. Dies zeigt die schwache Konvergenz v, — 1.

<
<

5. Insbesondere besitzt jede beschrinkte Folge in einem Hilbertraum eine schwach konver-
gente Teilfolge. (Die Einheitskugel in einem Hilbertraum ist also nicht mehr kompakt,
aber immer noch schwach kompakt.)

6. Als Beispiel betrachten wir eine Folge, die durch eine Hilbertbasis (e,,) in einem Hilbert-
raum gegeben ist. Hier gilt |le; — ¢;]|* = 2 fiir ¢ # j, also konvergiert die Folge nicht
stark. Andererseits gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz fiir jede Linear-
form A € V’ einen Vektor v = >_>7 v,e, € V mit A\(z) = (v, z). Es ist dann

n=1
Aen) = (v,e,) =7, =0,
so dass e, — 0 gilt.

Satz 3.2.8.
Seien V' und W komplexe Banachraume.

1. Eine kompakte Abbildung 7" : V' — W bildet schwach konvergente Folgen auf konvergente
Folgen ab.

2. Jede kompakte Abbildung T : V' — W ist stetig.

Beweis.
Sei T kompakt. Es gelte z,, — x. Setze y,, := T'x,,. Dann gilt fiir jedes A € W’

Ayn) = AMy) = (T'N)(@n — z)

wobei die Linearform 7"\ definiert ist durch T"A(x) = A(T'x); offenbar ist die Linearform 7"\
stetig. Es folgt y, — y mit y = Tz € W. Wire die Folge (y,) nicht auch normkonvergent gegen
y, so gébe es eine Teilfolge mit ||y,, — y|| > € fiir ein € > 0. Da aber die Folge z,,, als schwach
konvergente Folge nach Bemerkung [3.2.7/2 beschréinkt ist und 7" kompakt ist, hat die Teilfolge
Yn, ihrerseits eine konvergente Teilfolge mit einem Grenzwert y # y. Diese Teilfolge muss dann
auch schwach gegen y konvergieren, im Widerspruch zur schwachen Konvergenz gegen y. Also
gilt y, — y.

Sei nun x,, — x eine konvergente Folge. Diese Folge ist nach Bemerkung[3.2.7/1 insbesondere
schwach konvergent und wird daher unter 7" auf eine konvergente Folge abgebildet. Also ist T’
stetig. O

Bemerkungen 3.2.9.

1. Sei B ein komplexer Banachraum. Ein beschrinkter Operator 7' € L(B) heifit
von endlichem Rang, wenn sein Wertebereich endlich-dimensional ist, dim¢ R(T") < oc.
Schwach konvergente Folgen sind beschrédnkt; beschrankte Operatoren sind stetig und
bilden die schwach-konvergente Folge auf eine beschriankte Folge ab. Ist der Wertebereich
endlich-dimensional, so hat die Folge eine konvergente Teilfolge. Also sind Operatoren
von endlichem Rang kompakte Operatoren.
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2. Insbesondere sind alle linearen Abbildungen in einen endlich-dimensionalen Banachraum
kompakt.

3. Im Fall eines unendlich-dimensionalen Banachraums gibt es stetige Operatoren, die nicht
kompakt sind. Fiir ein Beispiel beschranken wir uns auf den Fall eines separablen Hilber-
traums H mit Hilbertbasis (e;). Dann ist die Identitédt idy : H — H sicher stetig mit
Norm 1, bildet aber die nach Bemerkung [3.2.716 schwach konvergente Folge e¢; — 0 auf
eine Folge ab, die wegen |le; — ¢;]|* = 2 keine konvergente Teilfolge hat.

4. Man kann allgemeiner zeigen, dass genau dann alle beschrinkten Operatoren auf einem
komplexen Banachraum V' kompakt sind, wenn V' endlich-dimensional ist.

Satz 3.2.10.
Seien V, W komplexe Banachriume und L(V,W) der Banachraum der beschrénkten linearen
Abbildungen mit der Operatornorm || T'|| := sup,<; |7z ||.

1. Gilt T,, — T in der Normtopologie und sind alle Operatoren 7T;, kompakt, so ist auch T’
kompakt. Die kompakten linearen Abbildungen bilden also einen abgeschlossenen Unter-
vektorraum des Banachraums L(V, W).

2. Sei Z ein weiterer Banachraum und S € L(W, Z) und T' € L(V,W). Ist entweder S oder
T kompakt, dann ist S o T" kompakt.

Insbesondere sind die kompakten Operatoren 7' : W — W ein sogenanntes beidseitiges

Ideal der Banachalgebra L(W).

Beweis.

1. Wir miissen zeigen, dass kompakte Operatoren einen Untervektorraum bilden. Seien T, S
kompakt und A, p € C. Sei (z;)jen eine beliebige beschriankte Folge in V; finde eine
Teilfolge (x;, )ken, so dass die Folge (S(z;,))ken in W konvergiert. Finde davon wiederum
eine Teilfolge (2, )nen, so dass auch die Folge (T'(z;,, ))ren konvergiert. Dann konvergiert
auch die Folge (AS(wj, )+ uT' (7, ))nen. Also ist auch die Linearkombination AS + uT
ein kompakter Operator.

2. Sei (T},)nen eine in L(V,W) konvergente Folge kompakter linearer Abbildungen. Sei
(x)jen eine beliebige beschrankte Folge in V, also ||z;|| < ¢ fiir alle j € N. Dann gibt
es eine Teilfolge (z1;);en der Folge () en, so dass (T1(x1;))jen konvergiert; von dieser
Teilfolge finde wiederum eine Teilfolge (x3;) en, so dass auch (T5(z2;));jen konvergiert. In-
duktiv finde eine Teilfolge (z,41,5)jen von (z,;) en, so dass (T4+1(2pn+1,5))jen konvergiert.

Betrachte die Folge der Diagonalglieder y; := x;;; offenbar konvergiert T,,(y;) fiir jedes
n € N. Fiir gegebenes ¢ > 0 gibt es wegen der Normkonvergenz ein ny € N | so dass
fir alle n > ng die Abschétzung ||T,, — T|| < € gilt. Finde dann ky € N, so dass fiir alle
L,k > ko

[T (1) = T (i) | < €

gilt. Fiir diese [, k gilt dann die Abschétzung
1T () = Tyl < 1T () = T W)l + 1 T0 (90) = Tog ()] 4 11T (i) — T ()l

< ellull +e+ellmll < (2c+1)e

Also ist (T'(yx))ken eine Cauchy-Folge im Banachraum W und damit eine konvergente
Teilfolge von (T'(x;));en-
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Wir betrachten nun wieder kompakte Operatoren auf Hilbertraumen.

Lemma 3.2.11.
Sei H ein Hilbertraum und 7" € L(H) ein Operator von endlichem Rang. Dann gibt es endliche
linear unabhéngige Familien (e;);—; k in H mit k = dimim(7"), so dass

..........

k
T(x)= Z(e’f xrye; firalle ze€H, .

Der adjungierte Operator T* ist ebenfalls von endlichem Rang. Es gilt dimim(7*) = k£ und

k

T"(x) = Z(ej,x> e; .

j=1

Bewelis.

1. Der Beweis sind einfache Rechnungen. Sei (e;) ;=
Bildes R(T'). Entwickle fiir x € H

77777

T(x) =Y aj(z)e;,

wobei
a(z) = (e, T(x)) = (T¢, ) .

Wir setzen e} := T™¢; und haben

2. Fiir beliebige x,y € H gilt

J:1

Der Vergleich mit der definierenden Gleichung (y,T'(z)) = (T*(y), z) liefert die Darstel-

lung
k
=D ey
J=1

des adjungierten Operators T™. Also ist auch T* von endlichem Rang und die Familie
(€7)j=1,...k ist ein Erzeugendensystem des Bildes im(7™); es folgt dim im(7™) < dimim(7').
Aus (T*)* =T, vgl. Satz|3.1.24] folgt auch die umgekehrte Ungleichung

dimim(7) = dimim((7")*) < dimim(7™),

und somit dim R(7*) = dim R(T).
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Satz 3.2.12.
Sei H ein Hilbertraum und 7' € L(H).

1. Der Operator T ist genau dann kompakt, wenn es eine Folge (7});en von Operatoren von
endlichem Rang gibt mit lim;_,.. || f — f;|| = 0.

2. Ein Operator T ist genau dann kompakt, wenn der adjungierte Operator T* kompakt ist.

Bewelis.

1. Da Operatoren von endlichem Rang nach Bemerkung [3.2.9.1 kompakt sind, folgt aus
Satz [3.2.10] sofort, dass Operatoren im Normabschluss des Unterraums von Operatoren
endlichen Ranges kompakt sind.

2. Sei nun umgekehrt 7" kompakt. Wir miissen T" durch Operatoren endlichen Rangs appro-
ximieren. Wéhle eine Orthonormalbasis (e;) von H und setze

An 1= sup 1Tl ;

||¢||=17¢€Span(€17~~-€n)L

dies ist eine monoton fallende Folge mit A, > 0, die also gegen einen Grenzwert A\ € R
konvergiert.

Wihle nun eine Folge v, € span(ey, .. .e,)" mit ||, || = 1 und ||T4,|| > \/2. Aus 4, — 0
folgt wegen Satz [3.2.8/1, dass T, — 0. Also ist A = 0. Fiir x € H gilt nun

n

1T () =Y (e a)Tles) || < Aallel

j=1
N >
Vv
1

€span(eq,...en)

so dass die Operatoren endlichen Rangs 37, (e;, —)T'(e;) gegen den kompakten Operator
T konvergieren.

3. Sei T kompakt. Dann gibt es nach 2. eine Folge von Operatoren T}, von endlichem Rang,
die gegen T konvergieren. Nach Lemma [3.2.11] sind die adjungierten Operatoren 77 auch
von endlichem Rang; ferner gilt nach Satz [3.1.24

17" =Tl = T = T,

also auch lim,, . 77 = T*. Nach Satz [3.2.10] ist 7™ als Grenzwert von Operatoren end-
lichen Rangs kompakt. Ist umgekehrt 7™ kompakt, so folgt mit gleichem Schluss, dass
T = (T*)* kompakt ist.

Wir brauchen noch einige Theorie, um kompakte Operatoren anwenden zu kénnen:

Satz 3.2.13 (Analytisches Fredholm-Theorem).

Sei H ein Hilbertraum. Sei D C C ein Gebiet. Sei f : D — L(H) eine analytische operatorwer-
tige Funktion, so dass f(z) fiir alle z € D ein kompakter Operator ist. Dann gilt die folgende
Alternative: entweder gilt
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e Der Operator (idg — f(z)) ! existiert in L(H) fiir kein z € D.
oder es gilt

e Der Operator (idg — f(z))~! existiert in L(H) fiir alle z € D\ S, wo bei S eine diskrete
Untermenge von U ist, d.h. keinen Haufungspunkt in U besitzt. Dann ist (idg — f(z))™*
analytisch auf D \ S und hat Pole als Singularitéiten in S. Die Residuen an den Polen
sind Operatoren von endlichem Rang. Fiir z € S hat die Eigenwertgleichung f(z)y = ¢
eine von Null verschiedene Losung in H.

Beweis.
Es geht entscheidend das Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen fiir analytische Funktionen
ein.

Wir zeigen, dass in der Umgebung jedes Punktes zy € D eine der beiden Aussagen gilt. Da
U zusammenhéngend ist, folgt dann die Behauptung.

e Wihle 7 > 0, so dass aus |z — z| < r folgt || f(z) — f(20)|| < 3. Da f(z0) ein kompakter
Operator ist, finde mit Satz [3.2.12] einen Operator endlichen Rangs F', so dass || f(zo) —

F|| < 5 gilt. Dann ist fiir z € B, (o) nach der Dreiecksungleichung || f(z) — F|| < 1. Daher
existiert fiir z € B,(z9) die Abbildung

(idy — f(2) + F)™' = idug + > _(f(z) = F)"

und ist in z analytisch. Da F' endlichen Rang hat, finden wir nach Lemma [3.2.11] linear

unabhéngige Vektoren (¢;);—;__n und Vektoren (¢);—1. n, so dass
N
Fv) = Z(¢n,v>wn fir alle v € H .
n=1

e Fiihre nun fiir z € B,(2y) die Familie von Vektoren
On(2) = (idy — f(2) + F) ", € H
und die Familie von Abbildungen
9(2) = Fo(idg = f(z)+ F)7" = X1 (0, (idu = f(2) + )7 =)o
DY I CHORS I
ein. Die Gleichung

(idy — f(2)) = (idg — g(2)) o (idg — f(2) + F)

zeigt, dass (idy— f(z)) fir z € B,(zp) genau dann invertibel ist, wenn idy —g(z) invertibel
ist, und dass die Eigenwertgleichung ¢ = f(2)1 genau dann eine Losung ¢ # 0 hat, wenn
die Gleichung ¢ = g(2)p eine Losung ¢ # 0 hat. Somit reicht es aus, alle Aussagen fiir
die Familie g(z) von Abbildungen endlichen Rangs zu zeigen.
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e Entwickle eine Losung ¢ von g(z)p = ¢ in Komponenten, ¢ = 25:1 Bnthy, mit [, €
C. Dann ist ¢ genau dann Losung, wenn die komplexen Zahlen (f,) eine Losung des
homogenen linearen Gleichungssystems

N

Bu =" (6n(2), ¥m)Bm

m=1

sind. Daher gibt es eine von Null verschiedene Losung genau dann, wenn

d(z) := det(dmn — (¢n(2), m)) = 0

gilt. Da die Matrixelemente analytische Funktionen sind, ist auch die Funktion d(z) ana-
lytisch. Nach dem Prinzip der Isoliertheit der Nullstellen ist die Nullstellenmenge S
von d(z) entweder ganz B, (zy) oder eine diskrete Menge, entsprechend der Alternative.
Verschwindet d auf ganz B, (zp), so gibt es nirgendwo ein Inverses und wir sind im ersten
Fall der Alternative. Im zweiten Fall betrachten wir den Unterfall, dass z ¢ S, also z nicht
in der Nullstellenmenge liegt; fiir gegebenes ¢ konnen wir die Gleichung (id —g(2))p = ¢
durch den Ansatz

N
p=0+>_ Butn
n=1
l6sen, wenn wir Losungen (5,) mit
N
n=1

finden. Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem hat wegen d(z) # 0 eine nicht-triviale
Losung. Also existiert (id — g(z))™! und somit (id — f(z))™! genau fiir z & S.

e Dass (id — f(z))~! analytisch ist bis auf Pole in S und dort als Residuen Operatoren
endlichen Rangs hat, folgt aus expliziten Formeln fiir die (,,.

Korollar 3.2.14 (Fredholmsche Alternative).
Sei A ein kompakter Operator auf H. Dann existiert entweder der inverse Operator (id — A)™!
in L(H), oder die Eigenvektorgleichung Ay = v hat eine von Null verschiedene Losung.

Beweis.

Betrachte die analytische Funktion f(z) = zA. Im analytischen Fredholmtheorem kann
die erste Alternative nicht zutreffen, da fiir z = 0 der Operator idy — zA = idy invertibel ist.
In der zweiten Alternative gilt entweder 1 € S, dann ist die Eigenvektorgleichung losbar, oder
1 € S, dann existiert das Inverse (idy — A)~'. 0

Bemerkung 3.2.15.

1. Eine wichtige Anwendung der Fredholmschen Alternative ist das Studium von Losungs-
mengen von Gleichungen v = ¢ + A fiir gegebenes ¢ € H mit gegebenem kompakten
Operator A, mit anderen Worten also von inhomogenen linearen Gleichungen der Form

(idg — A)Y = ¢.
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Angenommen, wir wissen, dass fiir irgendein ¢ € H hdchstens eine Losung 1 existieren
kann. Dann kann die Eigenvektorgleichung A = 1 keine von Null verschiedene Losung
1 haben, denn dann wére wegen

Ao + ) + =1 +

mit 1y auch ¢y + ¥ eine weitere Losung. Nach der Fredholmschen Alternative [3.2.14
muss dann (id — A)~! existieren. Also impliziert in diesem Fall Eindeutigkeit fiir eine
Inhomogenitéit ¢ und Kompaktheit von A die eindeutige Losbarkeit fiir alle ¢ und die
stetige Abhéngigkeit der Losung von .

. Sei Q) eine beschriinkte offene Teilmenge des R™ und k € L*(Q x ). Man kann zeigen,
vgl. [RS, Theorem VI.22], dass der Operator K : L*(Q2) — L?(Q2) mit dem Integralkern k

(K £)@)i= [ b f)d"y i f e HQ)

Q

kompakt ist.

. Wir wenden die Theorie kompakter Operatoren auf das Randwertproblem fiir den
Laplace-Operator an. Sei D C R? offen und beschriankt mit glattem Rand 0D. Wir suchen
fiir eine vorgegebene stetige Funktion f auf D eine Funktion v € C*(D,R) N C°(D,R)
mit

Au(z) =0 fir x € Dund u(x) = f(z) fir x € 0D .

Sei n, der duBere Normalenvektor in y € 0D; wir machen mit

K(xz,y) = =y, fir y € 0D und x € D
27|z — y[?
den Ansatz
(x)  u(z)= ) K(x,y)p(y)dS(y)
D

mit einer noch zu bestimmenden stetigen Funktion (. Das Integral ist wohldefiniert fiir
x € D und es gilt Au(x) = 0. Sei xy € 9D; fiir x — xy vom Innern von U gilt

u(x) = —p(xo) + ) K(zo,y)e(y)dS(y) ;
D
bei Anniherung von auflen ersetze —p(zo) im ersten Summanden durch ¢(zp). Man kann
zeigen, dass die durch den Integraloperator definierte Abbildung
T:C(0D) — C(9D)
To(x) = [op K(z,y)e(y)dS(y)

wohldefiniert und kompakt ist. (Hierbei gehen wesentlich Eigenschaften des Randes ein!).
Fiir das Randwertproblem suchen wir also Losungen ¢ der Integralgleichung

(ex)  f(2) = —p(xo) + BDK(xmy)w(y)dS(y)

fiir gegebenes f, oder Losungen von — f = (id—T). Nach der Fredholmschen Alternative
miissen wir dafiir nur ausschliefen, dass die Eigenwertgleichung T = 1) eine Losung hat,
um Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu erhalten.
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Definieren wir v : D — R wie in (%), mit einer hypothetischen Eigenfunktion v an
Stelle von ¢, dann haben wir mit u eine harmonische Funktion, die auf dem Rand gegen
Null geht, also nach dem Maximumsprinzip verschwindet. Man zeigt ferner, dass u auch
auferhalb von D verschwindet. Wegen der (xx) entsprechenden Aussage fiir Annéhrung
von aufen folgt 0 = ¢(z)+T(z) = 2¢(x). Also kann die erste Alternative nicht zutreffen.
Wir haben also Existenz und Eindeutigkeit der Losung des elliptischen Randwertproblems
und die stetige Abhéngigkeit von den Randwerten f.

Wir konnen nun mit Hilfe des analytischen Fredholm-Theorems [3.2.13| Aussagen iiber das
Spektrum kompakter Operatoren machen:

Satz 3.2.16 (Riesz-Schauder).

Das Spektrum eines kompakten Operators A auf einem Hilbertraum H ist die hochstens
abzdhlbare Menge der Eigenwerte, eventuell vereinigt mit {0}. A = 0 ist auch der einzige
mogliche Haufungspunkt im Spektrum. Die Eigenrdume der von Null verschiedenen Eigenwerte
sind endlich-dimensional.

Beweis.
Betrachte die auf der ganzen komplexen Ebene definierte analytische Funktion f(z) := zA. Fiir
z = 0 existiert (idy — f(2))~! = idy; wir sind also in der zweiten Alternative von Satz [3.2.13]
Daher ist die Menge

C :={z € C|zAy = 9 hat eine Losung }

diskret. Damit gibt es hochstens abzéhlbar viele Eigenwerte.
Ist % nicht in der diskreten Menge C', so existiert der Operator

1

) 1 _
A(ldH——A) by

(= A)! = .

es gibt also nur ein Punktspektrum und kein kontinuierliches Spektrum. Da C' keinen
Haufungspunkt besitzt, ist 0 der einzig mogliche Haufungspunkt der Inversen der Elemente
von C'. Die Tatsache, dass die Eigenrdume zu Eigenwerten ungleich Null endlich-dimensional
sind, folgt direkt aus der Kompaktheit von A. O

Wir kénnen nun zeigen, dass sich kompakte selbstadjungierte Operatoren ganz dhnlich ver-
halten wie endlich-dimensionale selbstadjungierte Operatoren:

Satz 3.2.17 (Hilbert-Schmidt).
Sei A ein selbstadjungierter kompakter Operator auf einem separablen Hilbertraum H. Dann
gibt es eine Hilbertbasis (e,) von H, so dass Ae,, = A\ e, mit lim,_,,, A, = 0.

Beweis.

e Wihle fiir den Eigenraum zu jedem Eigenwert eine Orthonormalbasis. Da Eigenrdume
eines selbstadjungierten Operators zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal stehen, er-
halten wir so eine orthonormale Familie (e;) in H. Sei U der Abschluss des Erzeugnisses
dieser Familie in H.

e Es gilt A(U) C U und, da A selbstadjungiert ist, A(U*) C UL. Setze A := A|y.; auch A
ist selbstadjungiert und kompakt. Ferner gilt fiir das Spektrum o(A) C o(A). Nach dem
Satz von Riesz-Schauder ist jedes A € o(A)\ {0} ein Eigenwert, daher existiert ein
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Eigenvektor von A zu diesem Eigenwert, der aber dann in U liegen muss. Also ist r(fl) =0
und wegen Bemerkung gilt ||A]] = 0. Aber Vektoren im Kern sind Eigenvektoren
und somit in U, also U+ = {0}.

e Die Aussage lim,,_,,, A, = 0 folgt direkt aus dem Satz[3.2.16| von Riesz-Schauder.
O

Wir zeigen nun, wie sich Lemma [3.2.11] von Operatoren endlichen Rangs auf kompakte
Operatoren verallgemeinert:

Korollar 3.2.18.
Sei A ein kompakter Operator auf H. Dann gibt es (nicht-notwendigerweise vollsténdige) or-
thonormale Familien (e,)Y_, und (eX)2Y_, und positive reelle Zahlen (\,)Y_, mit lim, ;. A, = 0,

so dass
N
A= Z Anlern, —)en .
n=1

Die Summe kann endlich oder unendlich sein; im letzteren Fall konvergiert sie in der Normto-
pologie.

Beweis.

Weil A kompakt ist, ist nach Satz auch A* und nach Satz auch der selbstadjungier-
te und positive Operator A*A kompakt. Nach dem Satz finde eine orthonormale Menge
(en)n=1..n so dass A*Ae, = ppe, gilt mit w, > 0 und dass A*A auf dem orthogonalen Kom-
plement des Erzeugnisses der Familie verschwindet. Sei A, := |/u,, die positive Quadratwurzel.
Setze e 1= ﬁAen. Dann gilt

1 1
(er er) = W ——(Ae,, Ae,,) = W ——(en, A" Ae,,) = )\M)\ (€nyem) = Onm »
so dass auch die Familie (e}),=1. n orthonormal ist. Damit ist wie in Lemma [3.2.11
N
Av:ZA*e* v Z)\ En, V)
n=1

wobei wir benutzt haben i
A%er = N 1A Ae, = e, = e

An
Man beachte: wenn A selbstadjungiert und positiv ist, gilt e} = ﬁAen = e,, und man erhélt
die Aussage von Satz |3.2.17| als Spezialfall. O

Wir erwéhnen, dass kompakte Operatoren mehrere interessante Unterklassen besitzen. Dies
ist von grofler praktischer Bedeutung, da man oft leichter zeigt, dass ein konkret gegebener
Operator in einer der Unterklassen liegt.

Wir erinnern an den Begriff eines positiven Operators B aus Definition [3.1.31} dies sind
Operatoren, fiir die gilt (z, Bx) > 0 fiir alle x € H. Man zeigt dann zum Beispiel mit Hilfe der
Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktion /1 — z fiir |z| < 1:

Satz 3.2.19.
Sei A € L(H) positiv. Dann gibt es einen eindeutigen positiven Operator B € L(H) mit B* = A.
Der Operator B kommutiert mit jedem beschréankten Operator, der mit A kommutiert. Wir

schreiben B = vV/A.
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Wir werden einen unabhéngigen Beweis dieses Satzes in Abschnitt 3.3 sehen.

Bemerkungen 3.2.20.

1.

Fiir jeden Operator A € L(H) ist der Operator A*A positiv, denn es gilt (A*A, z,x) =
(Az, Az) > 0. Wir betrachten daher den positiven selbstadjungierten Operator |A| :=

VA*A.

Ist A kompakt, so waren die Eigenwerte von |A| die sogenannten singuldren Werte A, in

Satz 3.2.18
Man beachte, dass im Allgemeinen nicht gilt |AB| = |A| o | B| oder |A| = |A*|.

. Das Analogon zur Polarzerlegung komplexer Zahlen fiir beschréinkte Operatoren als Pro-

dukt A = U|A| mit U unitér und |A| positiv ist etwas subtil: ist zum Beispiel A : * — (2
die Verschiebung nach rechts wie in Beispiel dann ist A* die Verschiebung nach
links und A*A = ide, also |A| = VA*A = id. Schreiben wir A = U|A|, so muss in diesem
Fall U = A gelten. Aber A ist nicht unitér, da A nicht surjektiv ist.

. Ein Operator U € L(H) heifit partielle Isometrie, wenn die Restriktion von U auf den

abgeschlossenen Unterraum ker U+ eine Isometrie ist.

Man zeigt dann [RS], Theorem VI.10], dass jeder beschréinkte Operator A € L(H) ein-
deutig in der Form A = U|A| geschrieben werden kann, mit einer partiellen Isometrie U
mit ker U = ker A.

Bemerkungen 3.2.21.

1.

Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e;). Fiir einen positiven Operator A € L(H)
definieren wir die Spur durch

o0

tr(A) = Z(en,Aen> € [0,00] .

n=1

Sie ist unabhéngig von der Orthonormalbasis, linear, invariant unter Konjugation mit
einem unitéren Operator U, d.h. tr UAU ! = tr(A), und monoton: aus 0 < A < B folgt
tr(A) < tr(B).

Ein Operator A € L(H) heifit Operator von Spurklasse, wenn tr|A| < oo gilt. Wir
bezeichnen die Menge der Spurklasseoperatoren in L(H) mit 7.

Die Operatoren von Spurklasse bilden ein beidseitiges *-Ideal von B(H): sie sind ein
Untervektorraum, aus A € Z; und B € L(H) folgt Ao B € Z; und B o A € Z;, und mit
A liegt auch A* in Z;.

Mit der Norm || A||; := tr|A| wird Z; zur Banachalgebra. Es gilt ||A|| < ||A]|:. Spurklasse-
Operatoren sind kompakte Operatoren. Ein kompakter Operator A ist Spurklasse genau
dann, wenn fiir die positiven Zahlen \; aus Korollar [3.2.18| gilt > > /A, < co.

. Dichtematrizen oder statistische Matrizen in der Quantenmechanik sind selbstadjungier-

te positive Operatoren von Spurklasse mit Spur 1 und somit insbesondere kompakt. Die
nicht-negativen Zahlen \; aus Korollar [3.2.17| mit > ., A\; = 1 haben dann die Inter-

pretation klassischer Wahrscheinlichkeiten. Der Zerleguﬁg in Eigenrdume nach dem Satz
von Hilbert-Schmidt sagt, dass wir den gemischten Zustand als Superposition reiner

Zustande schreiben konnen.
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Damit fiir einen gegebenen Hamilton-Operator h ein Operator der Form %e*m’ mit 5 > 0
eine Dichtematrix fiir ein kanonisches Ensemble oder ein Operator der Form %6’5 (h=uN)
mit N dem Anzahloperator und g dem chemischen Potential eine Dichtematrix fiir ein
makrokanonisches Ensemble sein kann, darf der Hamilton-Operator nur ein reines Punkt-
spektrum haben. Es kann insbesondere Grenztemperaturen geben, sogenannte Hagedorn-
Temperaturen. Fiir allgemeinere Hamilton-Operatoren arbeitet man mit sogenannten

KMS-Zustanden.

6. Man nennt einen Operator T' € L(H) einen Hilbert-Schmidt Operator, wenn tr T*T < oo
gilt. Wir erhalten ein weiteres *-Ideal Zy von L(H), das mit der Struktur eines Hilber-
traums verstehen werden kann. Hilbert-Schmidt Operatoren sind kompakt. Ein kompakter
Operator A ist Hilbert-Schmidt, genau dann wenn fiir die positiven Zahlen \; aus Korol-
lar gilt 37 A2 < co. Man kann nun fiir 1 < p < oo analog zu den L¥-Ridumen

weitere Ideale Z, einfithren, die Schattenideale mit Norm |la|l, = (3 .-, AP < o0,

3.3 Die Spektralsitze fiir beschrankte selbstadjungierte Operatoren

Betrachtung 3.3.1.

Sei A ein beschrankter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann existieren alle Potenzen A"
und somit kénnen wir fiir jedes Polynom f € C[X] einen Operator f(A) € L(H) definieren. Ist A
ein selbstadjungierter Operator auf einem endlich-dimensionalen Hilbertraum, so kénnen wir A
diagonalisieren. In einer Basis (v;);—1,..», von Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; € o(A) C R
schreiben wir, wenn p; € End(H) der Projektor auf den Unterraum Cu; ist,

A= Z Aipi  und erhalten f(A) = Z f)pi -
i=1 =1

Dies legt es nahe, auch fiir einen beschrénkten selbstadjungierten Operator A auf einem Hilbert-
raum fiir geeignete Funktionen f auf dem Spektrum o(A) den Operator f(A) € L(H) zu
definieren.

Unser Ziel ist:

Theorem 3.3.2 (Spektralsatz - stetiger Funktionalkalkiil).
Sei A ein beschrankter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es

eine eindeutige Abbildung
®:C"%0(A)) — L(H)

von den komplexwertigen stetigen Funktionen auf dem Spektrum o(A) in die beschrénkten
Operatoren mit den folgenden Eigenschaften:

1. ® ist ein unitdrer x-Algebra Morphismus, d.h. ® ist linear und es gilt
®(1) = idy, @(f-g) = 2(f)P(g) und ©(f) = (f)"
fur alle f,g € C(c(A)).
2. ® ist stetig: es gibt eine Konstante C' > 0 mit ||®(f)||Lz) < O f|loo-
3. Fiir die Funktion f(z) =z auf o(A) gilt ®(f) = A.

® hat die weiteren Eigenschaften:
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4. Aus Ay = \ip mit ¢ € H folgt (f)p = f(\)ih.

5. Das Spektrum von ®(f) ist o(®(f)) = {f(A\) | X € o(A)}.

6. Aus f > 0 folgt ®(f) > 0.

7. Die Eigenschaft 2. wird verschirft zu der Aussage |®(f)||zm) = | flloo-

Wir schreiben auch f(A) fiir ®(f). Es ist klar, dass durch die Eigenschaften 1. und 3. die
Abbildung ® auf Polynomen festgelegt wird. Auch wenn f(z) = > 7 | a,2™ eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R > ||A|| ist, konvergiert die Potenzreihe ) | a, A" im Banachraum L(H)
absolut und ergibt einen Kandidaten fiir ®(f). So kann man einen analytischen Funktionalkalkiil
fiir beschréankte Operatoren sogar auf Banachrdumen entwickeln. Dies ist aber fiir Anwendungen
in der Physik nicht ausreichend, da die interessanten Operatoren in der Quantenmechanik nicht
beschrénkt sind.

Andererseits liegen Polynome im Raum der stetigen Funktionen beziiglich der Supremums-

norm dicht:

Satz 3.3.3 (Weierstrafischer Approximationssatz).
Sei [a, b] ein kompaktes reelles Intervall und f € C([a,b]). Dann gibt es eine Folge (pg)ken poly-
nomialer Funktionen py, die auf dem kompakten Intervall [a, b] gleichmé&Big gegen f konvergiert.

Dies beweist man mit #dhnlichen Methoden, mit denen wir im zweiten Semester die
gleichméflige Approximation von stetigen periodischen Funktionen durch trigonometrische Po-
lynome gezeigt haben.

Wir brauchen haufiger das folgende Lemma:

Lemma 3.3.4.

Seien V7, V5 vollsténdige normierte Raume und Wy C Vj ein dichter Unterraum. Sei T : W; — V5
ein beschrinkter linearer Operator. Dann kann 7' eindeutig zu einem beschrankten Operator
T : Vi — Vs mit der gleichen Norm fortgesetzt werden.

Bewelis.

e Sei (x,) eine Folge im Unterraum Wi, die gegen ein Element v € V; konvergiert. Diese
Folge ist als konvergente Folge insbesondere eine Cauchy-Folge. Wegen ||Tx,, — Tx,,|| <
T ||z —xm] ist auch die Folge Tz, aller Bildwerte eine Cauchy-Folge. Da V; vollstandig
ist, konvergiert diese Folge.

e Der Grenzwert héngt nur von v € V; ab: denn sei () eine weitere Folge in V', die auch
gegen v konvergiert, so hat hat nach dem gleichen Argument auch die Folge (T'z!)) einen
Grenzwert in V3. Da auch die Folge xy, 2, z3, 2o, ... einen Grenzwert hat, miissen die
Crenzwerte der beiden Folgen iibereinstimmen. Setze T'(v) gleich diesem Grenzwert.

e Man iiberpriift leicht, dass T eindeutig und linear ist. Aus der Stetigkeit der Norm und
von T folgt )
[Po]l = || tim T, = lim [Tz, < 7 - o]

folgt die Stetigkeit von T und die Ungleichung || T|| < ||T||. Die umgekehrte Ungleichung
ist trivial.
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Um Lemma anwenden zu konnen, brauchen wir fiir ein beliebiges Polynom P € C[X]
eine Normabschitzung fiir den beschriankten Operator P(A) auf H. Dazu brauchen wir erst
eine Aussage iiber das Spektrum des Operators P(A).

Lemma 3.3.5.
Fir P(X) = 32 ana™ € C[X] setze P(A) = 3. a,A" € L(H). Dann ist das Spektrum

o(P(A)) ={P(N)[Xea(A)}.

Beweis.

D Sei A € 6(A). Da A trivialerweise eine Nullstelle des Polynoms P(x) — P(\) ist, schreiben
wir

P(z) = P(A) = (z = M)@Q(x)
mit einem Polynom Q(z). Daher ist P(A) — P(\)idg = (A — Aidy)Q(A). Da A — Nidy
kein beschrianktes Inverses hat, hat auch P(A)— P()\)idy kein beschranktes Inverses, also
ist P(\) € o(P(A)).

N

Sei umgekehrt @ € o(P(A)). Zerlege in Linearfaktoren
Plx)—p=alx—X) - (xr—Ay) .

Angenommen, keine der Nullstellen \; wére in o(A). Dann gébe es den beschrinkten
Operator
(P(A) — /uLidH)il = (171<A - )\1 idH)il cee (A - )\N idH)il .

und es géibe ein beschrianktes Inverses zu P(A) — pidy, im Widerspruch zu p € o(P(A)).
Also gilt \; € 0(A) fiir ein i. Also ist = P(\) fiir ein A € o(A).

(]
Nun koénnen wir die Norm von P(A) berechnen:
Lemma 3.3.6.
Sei A ein beschriankter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gilt
IP(A)] = sup [P(A)] .
A€o (A)
Beweis.
Wir rechnen:
IP(AIIP = [[P(A) PA) [Korollar [3.1.29]
= |[(PP)(A)] [® Homomorphismus auf Polynomen)|
— s A [SawB2d
AGJ(?P(i))
= sup |[PP())| [Lemma [3.3.5]
A€o (A)
= (sup [P(V)])?
A€o (A)
O
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Wir kénnen nun Theorem beweisen.

Beweis.

Nach dem Weierstrafischen Approximationsatz liegen die Polynome in den stetigen Funktionen
dicht. Wegen der Identitdt der Normen in Lemma hat die Abbildung P — P(A) auf
Polynomen eine eindeutige Fortsetzung ® auf C(c(A)). Die Eigenschaften 1,2,3 und 7 sind
klar, ebenso die Eindeutigkeit.

Eigenschaft 4. folgt, weil fiir Polynome aus Ay = A\ die Gleichung ®(P)y = P(\)y gilt,
durch Grenziibergang. Ist f > 0, so schreibe die Funktion f = ¢g* mit g reell, g € C(c(A)).
Dann gilt ®(f) = ®(g)? mit ®(g) selbstadjungiert, woraus ®(f) > 0 folgt. 5. ist Ubungsaufga-
be. O

Bemerkungen 3.3.7.
1. Esist ®(f) > 0 genau dann, wenn f > 0.

2. Da Funktionen eine kommutative Algebra bilden, fg = g¢f fir alle f,g € C(o(A)), ist
{f(A)|f € C(c(A))} eine abelsche Unteralgebra von L(H). Da ® die Norm erhélt, ist

diese Algebra unter der Norm vollstdndig und somit eine sogenannte C*-Algebra und als

solche isomorph zur C*-Algebra C'(c(A)).

3. Als Folge des Funktionalkalkiils erhalten wir fiir positive Operatoren einen Beweis von
Satz|3.2.19| der Existenz einer Quadratwurzel positiver Operatoren.

Wir kommen nun zu einer weiteren Formulierung des Spektralsatzes, der uns ndher an die
mathematische Struktur der Quantemechanik bringt. Dazu brauchen wir einige Tatsachen aus
der Mafitheorie.

Beobachtung 3.3.8.

1. Das Lebesgue-Integral basierte wesentlich auf dem translationsinvarianten Maf§ auf R mit
p([a,b]) = b—a. Wir arbeiten weiter mit der o-Algebra der Borelmengen von R, also der
kleinsten o-Algebra, die alle offenen (und abgeschlossenen) Teilmengen von R enthélt.

2. Sei a : R — R eine beliebige monotone Funktion. Dann existieren fiir jedes x € R die
einseitigen Grenzwerte

alx —0) = li%n alz) und a(z+0):= liin ax) .

Wir fithren nun fiir offene Intervalle in R ein neues Mafl ein, indem wir Intervalle mit
Hilfe von « unterschiedlich gewichten:

pala;b) = a(b—0) —ala+0) .

Dieses Mafl kann man fortsetzen zu einem Mafl auf Borelmengen von R, das die die
Regularitétseigenschaft

n(B)=  swp pa(C) = inf  pa(U)

CCB,C kompakt UDB,U offen

hat. Man nennt ein Mafl mit dieser Regularitdtseigenschaft ein BorelmaSfl.
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3. Man fiihrt dann messbare und integrierbare Funktionen ein wie fiir das Lebeguessche
MafB. Man definiert fiir integrierbare Funktionen ein Integral

/R Fpe = /R fda

das Lebesgue-Stieltjes Integral, das linear und monoton ist. Man erhilt L!'-Riume, die
beziiglich der Metrik do(f,9) = [; |f — g|dpa vollstéindig sind und in denen die stetigen
Funktionen dicht liegen.

4. Wenn die Funktion « stetig differenzierbar ist, so gilt

/Rfda:/Rfi—zdx

und wir konnen alles mit Hilfe des Lebesgue-Mafles beschreiben. Als anderes Beispiel
betrachten wir fiir o die Heavisidesche Stufenfunktion a(z) = 0(x) = X[o,00)- Es gilt

1wenn 0 € B
ue(B)_{OwennOQB

und [ fdf = f(0). Wir erhalten das sogenannte Diracmaf in 0. Man mache sich klar,
dass fiir dieses MafB3 dg(f,g) = |f(0) — g(0)] gilt, so dass im L'-Raum alle Funktionen
identifiziert werden, die gleichen Wert an der Stelle 0 haben. Daher ist der L!'-Raum
beziiglich des Dirac-Mafles eindimensional.

Definition 3.3.9
Sei p ein Borel-Maf auf R.

1. Die Menge P := {x | u({z}) # 0} heifit die Menge der reinen Punkte des Mafles ji. Dann

definiert
pop(X) = Y p({x}) = w(PNX)

zePNX

ein MaB.

2. Ein Ma#B heifit stetig, wenn es keine reinen Punkte hat. Ein Maf heifit reines Punktmaf,
wenn ((X) = > p(x) fiir jede Borelmenge X gilt.

3. Ein Maf3 heifit absolut stetig relativ zum Lebesgue-Mafl, wenn es eine Funktion f €&
L] (R) gibt, so dass fiir jede Borelfunktion g

loc
/ gdp = / gfdx
R R

4. Ein Maf heift singulér relativ zum Lebesgue-Mafi, wenn u(S) = 0 gilt, mit einer Teil-
menge S C R, so dass R\ S eine Lebesgue-Nullmenge ist.

gilt.

Bemerkungen 3.3.10.

1. Man zeigt dann, dass jedes Borel-Mafl ;4 eindeutig geschrieben werden kann als Summe
[ = flpp + Hac F [lsing, WODel fi,, ein reines Punktmaf ist, j4. absolut stetig relativ zum
Lebesgue-Mafl und /14 stetig und singuldr zum Lebesgue-Ma8.
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2. Wir werden sehen, dass auch der Hamilton-Operator (oder eine andere Observable eines
quantenmechanischen Systems) zu einer dhnlichen Zerlegung von Zusténden fiithrt: in
gebundene Zusténde, Streuzustinde und einem Typ von Zusténden, der bei physikalischen
Hamilton-Operatoren nicht auftreten darf.

3. Man zeigt dann fiir die Integrale [ du, Verallgemeinerungen der uns bekannten Sétze:
monotone Konvergenz, dominierte Konvergenz, Riesz-Fischer und Fubini.

4. Da wir hauptsédchlich an der Integration stetiger Funktionen auf einem kompakten
Hausdorff-Raum X interessiert sind, brauchen wir noch eine Unteralgebra der o-Algebra
der Borelmengen.

Eine Gs-Menge ist ein abzdhlbarer Durchschnitt offener Mengen. Sei f : X — R eine ste-
tige reellwertige Funktion auf einem kompakten Hausdorff-Raum. Dann ist zum Beispiel

£l 00)) = () 7 ((a— . 00)

eine G5-Menge.

Definition 3.3.11

Die o-Algebra, die von den Gg-Mengen eines kompakten Raumes erzeugt wird, heifit die
o-Algebra der Baire-Mengen. Die beziiglich dieser o-Algebra messbaren Funktionen heiflen
Baire-Funktionen. Ein Maf auf den Baire-Mengen heifit Baire-MaB, wenn es endlich ist, also
wenn p(X) < oo gilt.

Betrachtung 3.3.12.
Sei X ein kompakter metrischer Raum und g ein Baire-Maf. Betrachte die Abbildung

(,: C%X) —» C
foe [ fd

Diese Abbildung ist linear und wegen der Monotonie des Integrals

0,(f)] < /X Pl < [ Fllsopt(X)

stetig. Es folgt |¢,| < u(X). Die konstante Funktion f =1 zeigt, dass sogar ||€,| = n(X) gilt.
AuBerdem ist das Funktional ¢, positiv: es ist ¢,(f) > 0 fiir alle f mit f(x) > 0 p-fast
iiberall.

Lemma 3.3.13.
Sei X ein kompakter metrischer Raum und ¢ : C°(X) — C ein positives lineares Funktional.
Dann ist ¢ beziiglich des Supremumsnorm auf C°(X) stetig und es gilt ||¢|| = ¢(1).

Beweis.
1. Wenn f reelle Werte annimmt, folgt aus —||f|lc < f < |[|f]leo Wegen der Positivitét

—LW[[fllee < €(f) < L[S lloo und somit [£(f)] < [[f]locl(1).

2. Fiir eine beliebige Funktion f folgt aus der Polarzerlegung £(f) = e~*r
[6(f)] = Re e”0(f) = ((Rele” f]) < [[Re[e” f])[|ool(1) < €(1)][flow -
Die erste Ungleichung folgt aus Teil 1; die zweite Ungleichung folgt, da |Re[e’’f]| < | f|
gilt.
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Theorem 3.3.14 (Riesz-Markov).
Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Fiir jedes positive lineare Funktional £ : C°(X) — C
existiert ein eindeutiges Baire-Mafl p auf X mit

)= [ ran.

Beweis.
Wir geben nur die Idee an: Baire-Mafe sind reguldr, es gilt u(Y) = subgcy x rompaks 4(F).
Dabher reicht es, p(K) fiir K kompakt zu finden. Der Ansatz ist dann

p(C) = mf{{(f) ] f € C(X), f = xc}

wobei x¢ die charakteristische Funktion der Menge C' ist, also x¢(z) = 1 fir x € C und
Xc(x) =0 firz & C. O

Betrachtung 3.3.15.
1. Sei A ein beschréankter selbstadjungierter Operator. Sei ¢ € H. Dann ist

[ (b, fA)
ein positives lineares Funktional auf C°(o(A)). Nach dem Satz von Riesz-Markov [3.3.14
finden wir ein eindeutiges Mafl 11, auf der kompakten Menge o(A) mit

o(A
Das Maf} p,, heiit das Spektralmafl des Operators A zum Vektor ¢ € H.
2. Man beachte, dass nach Theorem 1 fiir die konstante Funktion f = 1 gilt f(A) = idy

und somit

(o) = [ dpo =
a(A)
Die Spektralmafle sind also endliche Mafe.

3. Wir kénnen nun den Funktionalkalkiil aus Theorem [3.3.2| von stetigen Funktionen auf
die Algebra B(R) der beschriankten Borelfunktionen auf R ausdehnen. Wir definieren fiir
eine Borelfunktion g € B(R) und einen beschrénkten selbstadjungierten Operator A einen
Operator g(A) durch seine Diagonalmatrixelemente

(W, g(A)) = / I,

und erhalten den Operator g(A) durch Polarisierung, vgl. Lemma [3.1.18, und den Riesz-
schen Darstellungssatz [3.1.5]

Wir erhalten
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Theorem 3.3.16 (Spektralsatz - beschrankter Funktionalkalkiil).
Sei A ein beschrankter selbsadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es

eine eindeutige Abbildung )
o: BR)— L(H)

von den beschrénkten Borelfunktionen auf R in die beschrénkten Operatoren mit den folgenden
Eigenschaften:

1. ® ist ein unitérer x-Algebra Morphismus.
2. @ ist stetig: | Q(F) |z < | f]oo-
3. Fiir die Funktion f(z) = = gilt ®(f) = A.

4. Es gelte f,(x) — f(x) fast iiberall und || f,||c sei beschrinkt. Dann gilt ®(f,) — ®(f)
beziiglich der Norm. (Hier geht der Satz iiber dominierte Konvergenz ein.)

® hat die weiteren Eigenschaften:
5. Aus Ay = My folgt O(f)yp = f(\)o.
6. Aus f > 0 folgt ®(f) > 0.
7. Aus BA = AB folgt ®(f)B = Bd(f).

Aus dem Struktursatz iiber Mafle in Bemerkung|3.3.10[1, der Zerlegung pt = fipp + flac + tsing
mit einem reinen Punktmaf 1, einem Maf /i,., das absolut stetig zum Lebesgue-Maf ist, und
einem singuléren Anteil, erhalten wir:

Bemerkungen 3.3.17.

1. Sei A ein beschrankter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann setzen

wir
H,, = {¢ € H|py ist reines Punktmaf}}
H,. = {¢ € H|puy ist absolut stetig}
Hgng = {t¥ € H|py ist singulér}

2. Man zeigt, dass man H als Hilbertsche Summe, also als direkte Summe orthogonaler
abgeschlossener Unterrdume

H= pr S Hac ¥ Hsing
schreiben kann, wobei alle Unterrdume unter A invariant sind.
3. Setzt man
opp(A) == {A[]| A ist Eigenwert}

Uac(A) = U(A|Hac)
Using(A) = U(AHsing)

so gilt
7(A) = T A) U Gacl A) U Guing(A)

Diese Zerlegung ist aber i.a. nicht disjunkt. Man sollte sie auch nicht mit der Zerlegung
in Bemerkung verwechseln.
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Fiir die néchste Formulierung des Spektralsatzes brauchen wir einen weiteren Begriff:

Definition 3.3.18
Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H. Ein Vektor v € H heifit zyklisch fiir A,
wenn der von den Vektoren (A"),en erzeugte Unterraum dicht in H ist.

Lemma 3.3.19.
Sei A ein beschriankter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H mit zyklischem
Vektor 1» € H. Dann gibt es einen unitaren Operator

U: H— L*(o(A),duy)
so dass
UAUT' f(N) = Af(N)
gilt mit Gleichheit im Sinne von L2-Riumen.

Ein beschrinkter selbstadjungierter Operator, der einen zyklischen Vektor hat, ist also
unitdr dquivalent zu einem Multiplikationsoperator.

Beweis.
Wir setzen fiir eine stetige Funktion U®(f)y := f. Um zu zeigen, dass U wohldefiniert ist,
bemerken wir, dass

10 = (0. @ ())B(F)) = (b, B(F ) = / PO Py

a(A)

gilt, wobei in der letzten Gleichheit die Definition des Spektralmafles 1, benutzt wurde. Daher
folgt aus f = g py-fast iiberall, dass ®(f)y = ®(g) gilt. Also ist U auf dem dichten Unterraum
{®(f)v|f € C(c(A))} wohldefiniert und normerhaltend. Nach Lemma kann man U
eindeutig zu einer Isometrie auf H in L*(c(A), py) fortsetzen. Weil die stetigen Funktionen im
Zielraum dicht liegen, ist die Isometrie surjektiv.

SchlieBlich rechnen wir fir f € C(o(A))

def

(UAU'F)(3) EUAR(F)](N) = [U@()](A) = AF(N)

wobei wir bei der zweiten Gleichheit A = ®(z) und die Homomorphismuseigenschaft von ®
ausgenutzt haben. Diese Gleichheit setzt sich auf den Abschluss L?(o(A)) von C°(a(A)) fort. O

Nun hat nicht jeder selbstadjungierte Operator einen zyklischen Vektor; es gilt jedoch:

Lemma 3.3.20.

Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem separablen Hilbertraum H. Dann gibt es eine
(nicht eindeutige) Zerlegung in eine hochstens abzdhlbare direkte Hilbertsche Summe H =
®N_H, mit N € {1,2,...,00}, so dass gilt

e A lasst jeden der Unterrdume H,, invariant, d.h. aus ¢ € H,, folgt Ay € H,.
e Fiir jedes n gibt es einen Vektor 1, € H,, der fiir die Restriktion A|g, zyklisch ist.

Es folgt damit eine weitere Form des Spektraltheorems:
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Theorem 3.3.21 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatoren).
Sei A ein beschriankter, selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann existieren
endliche MaBe (i, )n=1. n auf dem Spektrum o(A) und ein unitidrer Operator

N
U: H-@PLR p)

n=1

so dass (UAU 1), (A) = M, (N) fiir 0 = (1,99, ..., ¥n) € ®Y_ L*(R,du,) gilt. Man nennt
dies eine spektrale Realisierung von A.

Wir reformulieren das Resultat:

Korollar 3.3.22.
Sei A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Dann gibt es
einen endlichen Mafiraum (M, ;1) und eine beschrinkte Funktion f auf M und eine unitére

Abbildung
U: H— L*(M,u),

so dass gilt
(UAU ¢)(m) = f(m)p(m) .

Jeder Operator ist also dquivalent zu einem Multiplikationsoperator auf einem endlichen
Mafraum.

Beweis.

Wir wihlen die Normierung der zyklischen Vektoren (¢,,) so, dass |[¢,]|> = 27" gilt. Als Maf}-
raum M wéhlen wir die disjunkte Vereinigung von N Kopien von R; wir definieren das Maf3
durch seine Restriktion auf die i-te Kopie, die ji,, sei. Dann ist

p(M) :ZM(R) :Zri <00

Das Spektralmaf ist also endlich. Die Einschrinkung der Funktion f auf die i-te Komponente
ist die Funktion f;(\) = . O

Bemerkungen 3.3.23.

1. Man beachte, dass in das Spektralmafl in Korollar [3.3.22] Wahlen eingehen; weder das
Maf noch die Funktion f sind kanonisch bestimmt.

2. Theorem [3.3.21]ist eine rigorose Version der Aussage, dass wir nach Wahl einer “Darstel-
lung” schreiben kénnen

w.o) = > [ dwitimotin)

A0 = 3 [dmatimasin)

Die Darstellung ist durch den Operator A gegeben. Gerne w#hlt man hierfiir den Orts-
oder den Impulsoperator. Diese sind allerdings nicht beschrénkt, so dass wir noch nicht
ausreichende Hilfsmittel haben, um diese Darstellungen zu verstehen.
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3.

Wir betrachten den Operator %%, der auf einem dichten Teilraum von L*(R), etwa dem
Sobolev-Raum W12(R) aus Bemerkung [3.1.16, definiert ist. Dieser Operator ist nicht
beschrankt und daher nicht stetig.

Dann liefert die Fouriertransformation
1 —ikx
UNE) =5 [ Fa)e s
T JRr
einen Operator, so dass gilt
1d
Ul-— k)=kUf(k) .
(3:0f) 0 = ks

Dies legt es nahe, die Fouriertransformation als eine Spektraldarstellung eines nicht-
beschrankten Operators zu verstehen. Hierzu kommen wir in Kapitel 3.4 der Vorlesung.

Dadurch, dass wir den Funktionalkalkiil nun auch fiir Borelfunktionen haben, kénnen wir
auch Operatoren aus charakteristischen Funktionen von Borelmengen erhalten.

Definition 3.3.24
Sei A ein beschrankter selbstadjungierter Operator und €) eine Borelmenge von R. Dann heif3t
Pq := xa(A) = ®(xq) auch die Spektralprojektion von A zur Borelmenge .

Da @ ein Morphismus von x-Algebren ist, folgt aus x4 = xyq und Yo = xq mit Betrachtung
3.1.30} dass Py fiir jede Borelmenge €) ein orthogonaler Projektor ist. Es gilt:

Theorem 3.3.25 (Spektralsatz - projektorwertige Mafle).
Die Familie (Pg)q der Spektralprojektionen eines beschrénkten selbstadjungierten Operators
hat die folgenden Eigenschaften:

1.
2.

3.

4.

Jeder Operator P, ist eine orthogonale Projektion.
Py =0und P_,q) = idy fiir a groff genug.

Gilt Q = U2 ,Q,, mit Q, NQ,, = 0 fiir alle n # m, so gilt Py = limy 27]2[:1 P, in der
Normtopologie.

Es gllt PQIP92 = PﬂlﬁQQ.

Eine Familie von Projektoren, die 1. -3. erfiillt, heifit ein beschrénktes projektor-wertiges MaSf.

Bemerkungen 3.3.26.

1.

Fiir ein beschrianktes projektor-wertiges Mafl folgt FEigenschaft 4. aus allgemeinen
Griinden aus den Axiomen 1. -3.

. Man kann {iber projektorwertige Mafle integrieren und erhélt Werte im Banachraum

L(H).

. Fiir jedes ¢ € H ist w — (1, Pot) ein gewohnliches MaB, das wir mit d (¢, Px¢)) bezeich-

nen. Dann gibt es fiir jede beschrinkte Borel-Funktion f auf suppP, einen eindeutigen

Operator B := [ f(A\)dPy, so dass gilt
(0.B) = [ OV Py
Es ist dann offensichtlich f(A4) = [ f(A)dP\ € L(H).
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4. Es gibt eine Bijektion zwischen beschrinkten selbstadjungierten Operatoren A und be-
schriankten projektorwertigen Mafien (Py):

A~ (xa(4)) und (Py)— A= /)\dPA .

5. Die Spektralprojektionen geben eine klare Interpretation des quantenmechanischen For-
malismus. Man nennt einen eindimensionalen Unterraum von H einen (reinen) Zustand.
Oft beschreibt man Zustdnde durch normierte Vektoren x € H mit ||z|| = 1; dann muss
man x und e'“z € fiir alle @ € R identifizieren.

Eine Observable eines quantenmechanischen Systems wird dann beschrieben durch einen
Operator A auf H, wobei wir im néchsten Unterkapitel wie in Definition Operatoren
mit dichtem Definitionsbereich D(A) C H zulassen werden.

Die moglichen Messwerte von A sind dann durch das Spektrum o(A) gegeben. Die Forde-
rung nach reellen Messwerten fiihrt zur Forderung, dass A selbstadjungiert ist. Das Spek-
tralmaf (Pqg) zu A liefert dann fiir jeden Zustand v ein Wahrscheinlichkeitsmaf d(i, Pyt))
auf dem Raum o(A) der moglichen Mefiwerte, entsprechend der probabilistischen Natur
der Quantenmechanik. Konkret ist ju(y, p,yp (U) fiir eine Borelmenge U C o(A) die Wahi-
scheinlichkeit dafiir, dass der Messwert der Observablen A im Zustand v in die Menge U
fallt.

Wir erwdhnen noch eine andere Zerlegung des Spektrums, die nicht mit der aus Bemerkung
[3.3.17 verwechselt werden darf.

Bemerkung 3.3.27.
1. Man zeigt zunéchst, dass genau dann A € o(A) gilt, wenn fiir die Projektoren gilt

Pia—exve) # 0 fiir alle € > 0.

2. Man sagt dann A liege im wesentlichen Spektrum, wenn P _, He)(A) unendlich-
dimensionales Bild hat fiir alle e > 0. Falls A € o(A) gilt, aber fiir ein € > 0 das Bild von
Pr—ex+e) endlich-dimensional ist, sagen wir, A liege im diskreten Spektrum.

3. Das wesentliche Spektrum ist abgeschlossen. Das diskrete Spektrum sind genau die iso-
lierten Punkte von o(A), die Eigenwerte endlicher Vielfachheit sind.

3.4 Unbeschriankte Operatoren
Bemerkung 3.4.1.

1. Sei Q C R offen und nicht-leer. Den Operator %% kénnen wir nicht einfach auf alle
Funktionen ¢ € L?*(2) anwenden, denn es hat nicht jede L*-Funktion eine schwache Ab-
leitung, die in L? liegt, vgl. auch Bemerkung[3.1.16] Aber immerhin liegt der Sobolevraum
Wh2(Q) dicht in L?(Q) beziiglich der L2-Norm.

d
2. Sei Q := (—m, 7). Der Operator A := %d— ist auf dem dichten Unterraum L?(Q)NW12(Q)
x
definiert, aber nicht stetig: betrachte fiir n € N die Funktion

on(t) == % sin(nt)
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in C'(Q) ¢ W2(Q). Die Funktionen sind alle normiert:

1 [ 1 (" 1 [7
llonll? = ;/ sin®(nt)dt = (1 — cos(2nt))dt = 2—/ ldt=1.

o 2 ), T ) _r

Andererseits gilt

5 Tl2 ™ ) 77,2 T ,
| Apy||” = — | cos (nt)dt = Py (cos(2nt) + 1)dt = n” ;

also ist A unbeschrankt.
3. Andererseits gilt fiir den Operator gleicher Form fiir o, € Cly(Q) C L*(R):

Gge) == [T vt =5 GO0 = (o150

R R

weil die Randterme verschwinden. Da C!(Q) dicht in W12(Q) liegt, gilt die Gleichung
auf dem ganzen Definitionsgebiet. Dies erinnert an die Eigenschaft eines beschrdnkten
Operators, selbstadjungiert zu sein.

4. Die Probleme sind nicht spezifisch fiir den Differentiationsoperator. Man kann den Multi-
plikationsoperator f + x- f zum Beispiel auf dem dichten Unterraum C?(R) C L?(R) der
stetigen Funktionen mit kompaktem Trager definieren. Es ist klar, dass der Multiplikati-
onsoperator nicht beschrénkt ist: sei ¢ eine Funktion mit Tréger in [—1, 1] mit ||¢]]s = 1,
dann haben fiir ¢, () := ¢(x — n) die Funktionen zy, () beliebig grofie L2-Norm.

Definition 3.4.2
Sei H ein Hilbertraum und D(f) ein dichter Unterraum von H, d.h. D(f) = H. Eine lineare
Abbildung f : D(f) — H heifit ein dicht definierter Operator auf H. Wir setzen

D*:={ye H|3y" € H mit (f(z),y) = (z,y") fiir allex € D(f) } .
Zu jedem y € D* ist y* € H mit
(f(x),y) = (x,y") fiir alle x € D(f)

eindeutig bestimmt. Wir betrachten den Operator f*: D* — H mit f*(y) := y* und D(f*) :=
D*. Dann ist f* ist linear und heifit der zu f adjungierte Operator.

Definition 3.4.3
Sei H ein Hilbertraum und seien

f:D(f)—>H, g¢g:D(g)—H

lineare Abbildungen, deren Definitionsbereiche D(f) und D(g) Untervektorrdaume von H sind.
Gilt dann D(f) C D(g) und f(z) = g(z) fiir alle x € D(f), so heiit g eine Fortsetzung oder
Erweiterung von f. Wir schreiben g D f.
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Lemma 3.4.4.
Ein auf H dicht definierter linearer Operator f : D(f) — H erfiille die Bedingung

(Sy)  (f(y),z) = (y, f(x)) fiiralle z,y € D(f) .

Dann ist der adjungierte Operator f* eine Fortsetzung von f, also f* D f. Im Allgemeinen
handelt es sich um eine echte Fortsetzung.

Beweis.
Fiir alle y,z € D(f) folgt aus (Sy) und Definition

(y, f(x)) = (y* z) mit  y" = f(y).

Definition 3.4.5
Sei H ein Hilbertraum, D(f) C H ein dichter Unterraum und f : D(f) — H linear.

1. Dann heifit f symmetrisch, wenn gilt

(Sy) (z, f(y)) = (f(x),y) fiir alle x,y € D(f), also wenn f* D f gilt.

2. Ein symmetrischer Operator f heifit selbstadjungiert, wenn gilt

(Se) D(f) = D(f*). Dann gilt f* = f.

Bemerkung 3.4.6.

d
1. Wir haben in Bemerkung [3.4.1/3 gesehen, dass der Operator @d— mit dem Definitionsbe-
x
reich L?(R) N C}(R) oder auch W?%?(R) symmetrisch ist.

d
2. Dass ein Operator wie %— nur dicht definiert ist, ist typisch: Der Satz von Hellinger-

x

Toeplitz besagt: sei H ein Hilbertraum und sei f : H — H eine symmetrische lineare
Abbildung, von der wir nicht voraussetzen, dass sie stetig ist, aber dass sie iiberall definiert
ist. Dann ist f notwendigerweise stetig.

Definition 3.4.7

Seien (X, || - ||x), (Y,]| - |ly) Banachrdume. Dann ist der Vektorraum X X Y mit der Norm
|(z, ) |lxxy = ||z|lx + ||lylly wieder ein Banachraum. Sei f : D — Y mit D C X eine nicht
notwendigerweise stetige lineare Abbildung.

1. Der Graph der Abbildung f ist die Teilmenge
Graph(f) :={(z, f(z)) |zr€e D} C X xY .

Fiir eine lineare Abbildung ist Graph(f) ein Untervektorraum.
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2. Eine lineare Abbildung heifit f abgeschlossen, falls Graph(f) ein abgeschlossener Unter-
raum des Produktraums X x 'Y ist.

Explizit bedeutet dies:
(Ab)  Fiir jede Folge (x)nen in D, die gegen ein x € X konvergiert und fiir die die
Folge der Bildwerte (f(x,))nen gegen ein y € Y konvergiert, gilt x € D und f(z) = y.

3. Man nennt einen dicht definierten Operator abschliebar, wenn es eine abgeschlossene
Fortsetzung gibt.

Satz 3.4.8.
Sei f: D(f) — H ein auf D(f) C H dicht definierter Operator. Dann ist der zu f adjungierte
Operator f*: D* — H abgeschlossen.

Insbesondere sind selbstadjungierte Operatoren abgeschlossen.

Beweis.
Sei (z,) eine in D(f*) konvergente Folge, =, — =z, die die Eigenschaft hat, dass auch ihre
Bildwerte f*(z,) — y konvergieren. Fiir jedes z € D(f) gilt

(2, f(2)) = lim (zn, f(2)) = lim (f*(20), 2) = (y, 2)

n—oo n—o0

Also ist z € D*, und es gilt f*(x) = y. O

Satz 3.4.9.

Sei H ein Hilbertraum und f : D(f) — H ein dicht definierter abschlieffbarer linearer Operator.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte abgeschlossene Fortsetzung f : D(f) — H von f, so
dass fiir jede abgeschlossene Fortsetzung g von f gilt ¢ O f O f. Der Operator f heifit der
Abschluss von f.

Bewelis.

e Da f abschlieBbar ist, wéhle eine beliebige abgeschlossene Fortsetzung g von f. Es gilt
D(f) C D(g). Setze fiir x,y € D(g)

(7, 9]y = (z,y) + (9(x),9(v)) ;

man rechnet dann direkt nach, dass dies ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum D(g) ist,
das wie iiblich durch

g = /T2, 2]

eine Norm auf D(g) definiert.

e Der Vektorraum D(g) ist mit dem Skalarprodukt [ , |, ein Hilbertraum. Denn sei (2, )nen
eine Cauchyfolge in D(g); dann gibt es fiir jedes € > 0 ein ng, so dass

|Zn — xmlly < e firalle n,m>ng,

was impliziert
|70 —zml| < e und |[g(x,) — g(@n)]l < ¢
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fiir alle n,m > ny. Da H als Hilbertraum vollstandig ist, existieren die Grenzwerte der
Cauchy-Folgen (z,) und g(z,) in H:

z:= lim x, und y:= lim g(x,) .
n—o0 n—oo

Da der Operator g abgeschlossen ist, gilt
z € D(g) und g(z) =y .
Damit folgt aber
tim [l — 22 = lim (|2, — ] + lg(z) — g@)]P) =0

also lim,_,o x, = x auch beziiglich der Norm || - ||;. Somit ist D(g) ein Hilbertraum.
Trivialerweise liefert ¢ eine stetige Abbildung D(g) — H.

Wegen g D f gilt D(f) € D(g) und D(f) ist ein Untervektorraum des Hilbertraums

D(g). Wir setzen nun D(f) := D(f), dem Abschluss von D(f) im Hilbertraum D(g); wir
definieren ferner f als Einschrénkung von g,

f:D(f) = H mit f(z):=g(z).

Dann ist f jedenfalls linear und stetig beziiglich der Norm || - ||,, und es gilt g D f D f.

Wir wollen zeigen, dass der Operator f abgeschlossen ist. Dazu bemerken wir, dass als

abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums D(g) der Definitionsbereich D(f) beziiglich

der Norm [ - [[; = || - || ein Hilbertraum ist. Sei nun (z,)nen eine Folge in D(f) mit

lim z, =2 und lim ?(ﬂfn) =Y,
n—oo n—oo

diese Grenzwerte sind im Hilbertraum H zu verstehen. Wegen
|z — xm”fQ = [|@, — mez + H?(mn) - T(xm)”2>

ist (2,,)nen eine Cauchyfolge im Hilbertraum (D(f), || - |7) und damit in (D(g), || -[l4)- Da

D(g) ein Hilbertraum ist, konvergiert sie gegen ein z € D(g). Da D(f) abgeschlossen ist,

ist x € D(f), und es gilt

lim ||z — z,|| =0 und li_}rn Hf(xn) — 7(x)H =0.

n—oo
Also ist der Operator f abgeschlossen.

Sei nun der Operator h eine beliebige abgeschlossene Fortsetzung von f. Da D(f) dicht in

D(f) liegt, gibt es zu jedem = € D(f) eine Folge (z,,)neny mit z, € D(f) und lim,,_,« ||z —
Tl = 0, also
i flz = 2, = 0 undlim |f(2,) — F(@) =0.

Da auch h eine Fortsetzung von f ist, folgt aus z,, € D(f) C D(h)

lim h(z,) = lim f(z,) = f(z);

n—oo n—oo

da h abgeschlossen ist, gilt h(z) = f(z) und somit h D> f.
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Definition 3.4.10
Ein symmetrischer Operator T : D(T) — H heifit wesentlich selbstadjungiert, wenn sein Ab-
schluss selbstadjungiert ist.

In der Quantenmechanik schreibt man oft in einem ersten Schritt symmetrische Operatoren
hin; man muss dann selbstadjungierte Erweiterungen finden. Zu einem symmetrischen Opera-
tor kann es eine, mehrere oder auch keine Erweiterungen geben. Man kann zeigen, dass die
selbstadjungierten Erweiterungen in Bijektion zu unitdren Abbildungen

ker(A* —iidy) — ker(A* +iidgy)
sind. Diese Rdume werden in der Folge auch eine Rolle spielen.

Lemma 3.4.11.
Sei f: D(f) — H ein selbstadjungierter Operator in H.

1. Dann gilt fiir alle x € D(f)

I(f £ didm) @)I* = [[F@)* + =] ,
und damit insbesondere ||(f £iidgy)(z)|| > ||z

2. Es existieren die Umkehrfunktionen (f & iidg)~!. Sie sind auf ganz H definierte und
stetige Operatoren.

Bewelis.
1. Wir rechnen fiir x € D(f)

I(F £ didm) (@)|7 = 1 @) + lial* £ (f(2),i2) £ (i, f(2)) = [ f @) + [2]*

denn, da f symmetrisch ist, gilt wegen der Sesquilinearitdt des Skalarprodukts
. . Sy) . .
(f@)ix) = ilf(a),) 2 ile, (@) = ~(i, f(2)).

2. Es folgt sofort, dass Ker(f +iidy) = {0}.
3. Aus den Ungleichungen folgt sofort, dass die Operatoren (f Fiid)™! stetige Operatoren
auf den Untervektorrdumen Dy := (f Fiidy)(D(f)) von H sind.

Wir zeigen nun, dass die Unterrdume D, abgeschlossen und gleich H sind. Wir be-
schrinken uns hierbei auf den Fall des Operators r := (f — iidg)™! und setzen D :=
D, CH.

Um zu sehen, dass D abgeschlossen ist, sei (z,)nen eine Folge aus D, die gegen ein z € H
konvergiert. Sei

Y i = (f —iidu) " (za) € D(f),

dann ist wegen der Ungleichungen
1y = ymll = 1(f = ida) ™ (20 — 2m)l| < 20 — 2|
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die Folge (yn)nen eine Cauchy-Folge in H; es existiert also fiir jede solche Folge y :=
lim,, oy, € H. Als selbstadjungierter Operator ist f nach Satz abgeschlossen;
somit ist auch f — 7idy abgeschlossen. Daher folgt aus

(f —iidy)(yn) =2, > 2z undy, —y
dass y € D(f —iidy) = D(f) und z = (f —iidy)(y) € D gilt. Wegen z € D ist D C H

abgeschlossen.

4. Angenommen, es wiare D # H; da D abgeschlossen ist, héitten wir dann eine orthogonale
Zerlegung
H=D®D"

und es gibe ein y € D+ mit y # 0. Fiir dieses y € H gilt dann
((f —ididy)(x),y) =0=(z,0) firalle =z D(f—iidy)= D(f).
Also gilt
0=(f—tidy)(y) = (f +iidu)(y) ,
im Widerspruch zur Injektivitdt des Operators f + iidy.

Wir fassen zusammen und ergénzen:

Korollar 3.4.12.
Sei T ein dicht definierter symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H.

1. Dann sind dquivalent:

(a) Der Operator ist selbstadjungiert.
(b) T ist abgeschlossen und ker(7* +iidg) = {0}.
(¢) Im(T % didy) = H

2. Ebenfalls sind dquivalent.

(a) Der Operator ist wesentlich selbstadjungiert.
(b) ker(T* £ iidy) = {0}.
(¢) Im(T £ iidy) ist dicht in H.

Beweis.
Wir zeigen nur die Aussagen iiber selbstadjungierte Operatoren.

(a)= (b) folgt aus Satz 3.4.8 und der Ungleichung in Lemma [3.4.11]
(b)= (c) folgt aus Teil 4. des Beweises von Lemma [3.4.11

(c)= (a) Sei v € D(T*). Wegen der Voraussetzung Im(7T" — iidy) = H finde n € D(T') mit (T —
iid)n = (T* —iid)v. Da T symmetrisch ist, gilt D(T") C D(T*) und somit v —n € D(T*).
Somit ist (7" —iidy)(v —n) = 0.
Allgemein gilt nun ker 7* = (im7)*, denn z € kerT* gilt genau dann, wenn 0 =
(T*z,y) = (z, Ty) fir alle y € D(T) gilt.

Aus der anderen Voraussetzung Im(7+iidy) = H folgt daher ker(T* —iidy) = {0}, und
somit v =n € D(T). Also ist D(T) = D(T*), und T ist selbstadjungiert.
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O

Fiir die spatere Verwendung halten wir fest, dass der Beweis sich leicht so verallgemeinern
lésst, dass folgt

Korollar 3.4.13.

Sei T' ein dicht definierter symmetrischer Operator auf einem Hilbertraum H. Dann ist 7" genau
dann selbstadjungiert, wenn es ein A € C gibt, so dass Im(7 — Aidy) = H und Im(7T'— \idy) =
H gilt.

Beispiel 3.4.14 (Differentiationsoperator auf dem Intervall).

e Eine Funktion auf einem kompakten Intervall [a,b] C R heifit absolut stetig, wenn fiir
jedes € > 0 ein 0 > 0 exisitiert, so dass fiir jede endliche Familie disjunkter Intervalle

[z; — x}] von Gesamtlénge
N

Z|x;—xi|<5

i=1

gilt
Z|f flz:)| <e€.

Es gilt: ist f absolut stetig, so ist f Lebesgue-fast iiberall differenzierbar, mit Ableitung
I € LY([a,b]) und f ist Stammfunktion von f’. Umgekehrt sind Stammfunktionen von
L'-Funktionen absolut stetig.

1

e Der Operator T = di mit

D(T) = {p| ¢ absolut stetig und ¢(0) = (1) = 0}

ist symmetrisch, wie man durch partielle Integration zeigt. Man zeigt, dass sein adjun-
gierter Operator gleich 7% = 14 auf dem Raum der absolut stetigen Funktionen auf [0, 1]
ohne weitere Randbedlngungen ist. Da e** € D(T*) und

1d ot
zdx

gilt, ist T nicht wegen Korollar [3.4.12 nicht wesentlich selbstadjungiert. (Tatséchlich ist
T aber abgeschlossen.)

= Fie”

e Es gibt aber fiir jedes a 6 C mit |a| = 1 eine selbstadjungierte Erweiterung von 7T': dies
ist der Operator T, = 7 4- mit Definitionsbereich

D(T,) = {¢| ¢ absolut stetig und ¢(0) = a(1)} .
Es gilt T'C T, C T* fiir alle a.

e Schreibe a = e~ mit )\ € R. Die Eigenfunktionen von T, sind ¥y(z) = € mit
A € N\ + 277Z. Somit hiangt das Spektrum von a und damit der mégliche Wertebereich
des Impulsoperators von a ab. Die Wahl der selbstadjungierten Erweiterung hat also
beobachtbare Konsequenzen und ist Teil der Spezifizierung eines physikalischen Modells.

125



Wir wollen Multiplikationsoperatoren als weitere Beispiele unbeschrinkter Operatoren dis-
kutieren:

Satz 3.4.15 (Multiplikationsoperatoren).

Sei (M, p) ein Mafiraum mit endlichem Maf u. Sei f eine meBbare, reellwertige Funktion auf
M, die p-fast iiberall endlich ist. Der Multiplikationsoperator T} : ¢ + fo auf L*(M, u) mit
Definitionsbereich

D(Ty) ={¢| fe € L*(M, u)}
ist selbstadjungiert. Sein Spektrum ist das wesentliche Bild von f, also die Menge der A € R
mit u(f~ (A — €, A +¢€)) > 0 fiir alle € > 0.

Beweis.
Da f reellwertig ist, ist klar, dass der Multiplikationsoperator Ty symmetrisch ist. Sei ¢ €
D(T7). Fiir N € Ry setze

[ 1 falls [f(m)] <N
X (m) = { 0 sonst

Aus dem Satz iiber monotone Konvergenz folgt

T3 = th%onNT*wH

limpy o0 (SUP||U|| p [{v XNTf@/)
lim oo (sup”v” 1 TfXNv W)
= limy e (SUP||U|| 1 v, X f) )
= limyoo [XnTy¢)  [Lemma 3128 .

Man beachte, dass Lemma [3.1.28| fiir beschrénkte selbstadjungierte Operatoren gilt. Nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz ist als punktweiser Grenzwert fi¢» € L*(M,u) und somit
Y € D(Ty). Somit ist T selbstadjungiert. Die Aussage tiber das Spektrum iiberlassen wir dem
Leser. O

| [Lemma [3.1.28]

) [Def. adjungierter Operator]

Den Begriff des Spektrums und der Resolventenmenge hatten wir in Definition schon
fiir dicht definierte Operatoren eingefiihrt. Auch die Resolventenformel aus Satz gilt. Im
Falle abschlieSbarer Operatoren verstehen wir immer unter dem Spektrum das Spektrum des
Abschlusses.

Satz 3.4.16.
Das Spektrum eines selbstadjungierten Operators T': D(T') — H ist reell, o(T") C R.

Fiir dicht definierte selbstadjungierte Operatoren ist das Spektrum im Allgemeinen keine
beschrénkte Teilmenge von R. Dies ist fiir die mdglichen Messwerte wichtiger Operatoren der
Quantenmechanik wie Energie, Ort und Impuls in den meisten Systemen angemessen.

Beweis.
Sei 4 = a + i € C nicht-reell, also $ # 0. Nach Lemma ist der Operator

1/1 i
(T — pidy) ' = (T —aidy —iBidy) ' = 3 <B(T —aidy) —i idH)
auf ganz H definiert und stetig. Also gilt p € p(7T). O

Das folgende Lemma ist zentral fiir den Spektralkalkiil unbeschrankter Operatoren:
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Lemma 3.4.17.
Sei f: D(f) — H ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann ist die Cayley-Transformierte
von f

vi=(f —iidg)o (f +4idy)™"

ein auf ganz H definierter unitérer Operator.

Bewelis.
Nach Lemma B.4.17] ist

(i i)™

v: H D(f)=D(f —iidy) =28 @ |

also ist v eine auf ganz H definierte lineare Abbildung. Aus Lemma [3.4.11]1 folgt fiir alle
z € D(f) die Gleichheit

1(f —iidg)(@)|| = [|(f +iidm)(@)] -
Setzen wir z := (f +iidg)~'(y) mit y € H, so folgt:

I(f = iidg) o (f +iidm) " ()] = Ilyl| -

Also ist v eine Isometrie und insbesondere stetig. Da nach Lemma [3.4.11] auch die Umkehrab-
bildung
vl = (f+iidy)o(f —iidy) ' H — H

existiert, ist v auch surjektiv und somit unitéar. O

Bemerkung 3.4.18.
Man kann f aus seiner Cayley-Transformierten v = (f —iidg) o (f +4idg) ™! zuriickgewinnen:
wie man leicht nachrechnet, gilt

f:Z(ldH+U)O(1dH—U)_1 .

Theorem 3.4.19 (Spektralsatz - Multiplikationsoperatoren).
Sei A ein auf einem dichten Unterraum eines Hilbertraums H definierter selbstadjungierter
Operator. Dann existiert ein Mafiraum (M, ) mit endlichem MaB, ein unitéarer Operator

U: H— L*(M,du)
und eine reellwertige Funktion f auf M, die u-fast iiberall endlich ist, so dass gilt
1. v € D(A) genau dann, wenn f(-)(Uv)(-) € L*(M,dp).
2. Fiir v € U[D(A)] gilt (UAU ') (m) = f(m)y(m).

Bewelis.

1. Wir wissen aus Satz[3.4.12 dass die Operatoren (A 4 iidg)~! beschrinkt sind. Es folgt
dann sofort aus der Resolventenformel [3.2.3] dass die beschrankten Operatoren r_; =
(A+iidg)~! und r; = (A —iidy)~" vertauschen.
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2. Die Gleichheit fiir v,w € H

(A = didg)o, (A + iidy) (A + iidg)w)
= ((A—iidg)v,w) = (Y, (A+iidg)w) ,

zusammen mit der Tatsache, dass Im(A + iidy) = H gilt, zeigt, dass ((A + iidg)™1)* =
(A—iidy)~". Also sind die beschréinkten Operatoren (A=+iidy)~! normal, d.h. sie vertau-
schen mit ihrem adjungierten Operator. (Ein selbstadjungierter Operator ist trivialerweise
normal.)

3. Man kann das Spektraltheorem auf beschrinkte normale Operatoren ausdehnen. Dazu
bemerkt man, dass ein normaler beschrankter Operator A sich schreiben lésst als A = B+
1C, wobei B und C' kommutierende selbstadjungierte beschrinkte Operatoren sind. Dann
zeigh man eine Variante des Spektralsatzes in der Formulierung von Korollar fiir ein
N-Tupel (A4, Ay, ..., Ax) kommutierender beschrinkter selbstadjungierter Operatoren,
der die gleichzeitige Diagonalisierbarkeit kommutierender selbstadjungierter Operatoren
verallgemeinert: es gibt einen endlichen Mafiraum (M, 1) und beschrénkte, reellwertige
Borelfunktionen (fi, fa, ..., fn) auf (M, 1) und eine unitidre Abbildung

U: H— L*(M,u),
so dass gilt
(AU p)(m) = film)p(m) .

Wir finden somit einen Mafraum (M, 1) mit endlichem MaB, einen unitdren Operator
U: H — L*(M, ;) und eine p-messbare, beschriinkte, komplerwertige Funktion g(m), so
dass

(%) U(A+i) U o(m) = g(m)p(m)  fiir alle ¢ € L*(M, p) .

4. Weil der Kern ker(A + iidg)~! trivial ist, gilt g(m) # 0 p-fast iiberall. Also ist die
Funktion f(m) := g(m)~' — i p-fast iiberall endlich. Nun sei v € D(A). Dann schreibe
v = (A +iidy) 'w mit einem geeigneten w € H, so dass wegen (*) gilt Uv = U(A +
iidy) 'U T Uw = gUw. Weil die Funktion f - g beschrinkt ist, folgt f-(Uv) = f-g-Uw €
L3(M,dpy).

5. Sei umgekehrt f(-)Uv(-) € L*(M,du). Finde wegen der Surjektivitit von U ein ein w € H
mit Uw = (f +4)v. Dann ist

gUw =g(f +i)Uv="Uv ,

da f+iidy = é gilt. Somit gilt v = (A+14)"tw. Daher ist v € D(A) und die erste Aussage
bewiesen.

6. Um die zweiten Aussage zu zeigen, bemerken wir, dass wenn v € D(A) gilt, sich v in der
Form v = (A +iidg) !¢ mit einem ¢ € H schreiben lisst. Es folgt Av = ¢ —iv. Es folgt

v=(A+iidy) o =U"" (g(m)Up(m))
und somit (xx) Uv(m) = g(m)Up(m). Wir rechnen:
(UAv)(m) = (U<P))(m) — i(Uv)(m)

(

I
s
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7. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Funktion f, die im vierten Schritt definiert wurde, auf M
(wesentlich) reellwertig ist. Wir nehmen daher an, es wiirde Im(f) > 0 auf einer Menge von
positivem Maf} gelten. Dann gibt es in der komplexen oberen Halbebene eine Teilmenge
B, so dass S := {x € M| f(x) € B} positives Mafl hat. Dann ist fxs € L*(M,u) und
Im(xs, fxs) =Im [ f > 0. Aber der Multiplikationsoperator mit f ist unitér dquivalent
zu A und daher selbstadjungiert, Widerspruch. Also ist f reellwertig.

O

Wir konnen nun Funktionen eines selbstadjungierten Operators definieren: fiir eine be-
schriinkte Borel-Funktion h auf R setzen wir h(A) := U~ 'T,5)U. Hierbei ist T}y der Operator
auf L?(M,dp), der durch Multiplikation mit der komplexwertigen Funktion m ~ h(f(m))
wirkt. Es folgt nun:

Theorem 3.4.20 (Spektralsatz - Funktionalkalkiil).
Sei A ein selbsadjungierter Operator auf einem Hilbertraum A. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung von den beschriankten Borelfunktionen

A

o: BR)— L(H)
mit den folgenden Eigenschaften:

1. ® ist ein unitérer x-Algebra Morphismus.

2.  ist stetig: ||(i)(f)”L(H) < flloo-

3. Sei hp(x) eine Folge beschrinkter Borel Funktionen, fiir die punktweise gilt
lim,, o0 hp(7) = z und |hy(z)| < |2 fiir alle # und n. Dann gilt fiir alle ¢ € D(A),
dass lim,, o @(hy,)1p = A.

4. Es gelte hy,(z) — h(z) fast iiberall und ||h,||s sei beschriinkt. Dann gilt ®(h,) — ®(h)
beziiglich der Norm.

® hat die weiteren Eigenschaften:
5. Aus Ay = Mo folgt ®(h) = h(\).
6. Aus h > 0 folgt ®(h) > 0.

Man konstruiert dann auch wieder Spektralmafle, wobei man einen Vektor ¢ € H zyklisch
fiir A nennt, wenn der Unterraum {g(A)y | g € C*°(R)} dicht in H ist. Gibt es einen zyklischen
Vektor, so kénnen wir wieder H identifizieren mit L*(R, duy), wobei py ein MaB ist, fiir das
gilt

/R 9(2)dpy(x) = (b, g(A)6)

und A durch Multiplikation mit x wirkt. Im allgemeinen Fall erhélt man wieder direkte Summen
zyklischer Unterrdume und disjunkte Vereinigungen von Mafiraumen. Schliefllich erhéalt man
auch wieder eine Zerlegung des Spektrums.

Wenn Q2 C R eine p-messbare Menge ist, so konnen wir wieder Projektoren Py = xq(A)
betrachten und erhalten:

Theorem 3.4.21 (Spektralsatz - projektorwertige MaBe).
Die Familie (Pqg)q der Spektralprojektionen eines selbstadjungierten Operators hat die folgen-
den Eigenschaften:
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1. Jeder Operator P, ist eine orthogonale Projektion.
2. P@ =0 und P(_oo’oo) = ldH

3. Gilt Q = U2 ,Q, mit Q, N Q,, = 0 fiir alle n # m, so gilt Py = limy Zan P, in der
Normtopologie.

4. BEs gllt PQIPQZ = PQIQQQ.

Bemerkungen 3.4.22.

1. Eine Familie von Projektoren, die 1. -3. erfiillt, heifit ein projektor-wertiges Mafl. Wir
haben in 2. nicht gefordert, dass P(_,q) = idy fiir ein a € R.

2. Fiir jeden Vektor ¢ € H ist (¢, Poy) ein Borelmafi auf R. Fiir eine beschrankte Borel-
Funktion kénnen wir daher den Operator g(A) definieren durch

¢ (v.g(Ay) = / " g(N)d (v, Pr)

Man zeigt, dass dies mit der Definition von g(A) aus Theorem [3.4.19| iibereinstimmt.

3. Fiir eine unbeschrénkte Borel-Funktion g setzen wir
D, {v[ / GO Pd(w, Pao) < oo} |

Dann ist D, C H ein dichter Unterraum, und wir definieren auf D, den Operator g(A)
durch (x). Wir schreiben symbolisch

o(4) = [ gap
R
ist die Borel-Funktion g reellwertig, so ist g(A) ein auf D, definierter selbstadjungierter

Operator.

Theorem 3.4.23.
Es gibt eine Bijektion zwischen selbstadjungierten Operatoren A und projektorwertigen Mafien

auf H, mit
A :/)\dPA :
R

Fiir eine reelwertige Borelfunktion g(-) auf R ist

g(4) = / g(N\dP,

ein auf D, definierter selbstadjungierter Operator. Fiir beschréinkte Borelfunktionen stimmt

g(A) mit dem Operator ®(A) aus Theorem [3.4.19| iiberein.

Wir bringen nun einige Bemerkungen zur Zeitenwicklung quantenmechanischer Systeme.
Sei H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator mit dichtem Definitionsbereich,
unter dem wir uns den Hamilton-Operator vorstellen wollen. Nach Bemerkung [3.3.26]5 wird
ein (reiner) Zustand des quantenmechanischen Systems beschrieben durch einen Vektor ¢» € H
mit ||¢|| = 1. Die Zeitentwicklung des Zustands soll aus dem Hamilton-Operator H abgeleitet
werden, von dem wir annehmen, dass er zeitlich konstant ist.
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Satz 3.4.24.
Sei A ein selbsadjungierter Operator auf einem Hilbertraum A. Setzen wir mit Hilfe des Funk-
tionalkalkiils U(t) := e, so gilt

1. Fir jedes t € R ist der Operator U(t) unitér und es gilt U(t 4+ s) = U(t)U(s).
2. Fiir alle ¥ € H und ¢y € R gilt limy_, U(t)yp = U(tg)2).

3. Fiir ¢ € D(A) gilt

g%w:i/hb.

4. Wenn fiir ¢ € H der Grenzwert lim;_.q U(t)f’*w existiert, dann ist ¢ € D(A).

Beweis.

e Die Aussagen 1. folgen unmittelbar aus Aussagen iiber die komplexwertige Funktion e
und dem Funktionalkalkiil in Theorem [3.4.19]

e Nach dem Funktionalkalkiil gilt
ety — v))? = / e — 1]2d(Pyv, v) .
R

Der Integrand |e®* — 1|? ist beschrinkt durch die Funktion g(\) = 4, die auf einem
endlichen Mafiraum integrierbar ist. Es gilt punktweise in A

lim [e™ — 1)2 =0 ;

t—0
nach dem Satz von der dominierten Konvergenz und dem Funktionalkalkiil folgt

lim; o U(t)v = Uv und somit Stetigkeit fiir ty = 0. Das Gruppengesetz impliziert, das die
Funktion fiir beliebige ¢, € R stetig ist.

e Fiir die dritte Aussage verwendet man die Abschitzung |¢®* — 1| < |z| und dhnliche
Argumente.

e Setze

Ut)y —

D:={yeH| %g% existiert }

und setze 1By = limy_,q w Man rechnet nach, dass B ein symmetrischer Operator

ist, B* D B. Nach 3. gilt B D A, also A* D B* D B D A. Da A nach Voraussetzung
selbstadjungiert ist, also A* = A gilt, folgt A = B.

O

Man beachte, dass wir hier wirklich den vollen Spektralkalkiil brauchen und nicht nur einen
analytischen Spektralkalkiil, da A in realistischen Anwendungen nicht beschrénkt ist.

Bemerkungen 3.4.25.

1. Eine operatorwertige Funktion, die den Bedingungen 1. und 2. aus Satz gehorcht,
heifit eine (stark) stetige unitdre Einparametergruppe.
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2. Stones Theorem besagt, dass es zu jeder (stark) stetigen unitdren Einparamterergruppe
U(t) auf einem Hilbertraum H einen selbstadjungierten Operator A auf H gibt, so dass
U(t) = e gilt. Fiir den Beweis verweisen wir auf [RS, Theorem VIILS8]. Der selbstad-
jungierte Operator A heifit der infinitesimale Erzeuger von U(t).

3. Sehen wir die unitéire Zeitentwicklung eines Zustands als grundlegenden Struktur der
Quantenmechanik, so konnen wir die Theorie selbstadjungierter Operatoren gar nicht
vermeiden; es ist dabei in der Regel nicht realistisch, die Operatoren als beschrankt vor-
auszusetzen.
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A

Selbstadjungiertheit des freien Hamilton-Operators

Wir haben genug Hilfsmittel kennen gelernt, um zu zeigen, dass der freie Hamilton-Operator,
also der Laplace-Operator, auf R" selbstadjungiert ist. Die Behandlung von anderen Hamilton-
Operatoren, etwa dem des Wasserstoffatoms, erfordert weitergehende Hilfsmittel.

Satz A.l.

1.

Der Differentialoperator auf dem Hilbertraum L?(R"), der auf dem Sobolev-Raum (cf.
Bemerkung [3.1.16) W2 C L?(R") durch schwache Ableitungen definiert ist

flp)=—Dp==3 ——¢ mit D(f):=W?*R"),
=1 %

ist selbstadjungiert.

. Der Abschluss des Operators fy mit Definitionsbereich D(fy) := C>°(R™) C L*(R") mit

folp) == —Ap
ist fo = f.

. Der Operator f ist positiv, f > 0.

. Das Punktspektrum von f ist leer, o,(f) = (), das kontinuierliche Spektrum ist die abge-

schlossene positive Halbachse, o.(f) = [0, 00).

Beweis.

1.

Wir zeigen zunéchst, dass der Operator f symmetrisch ist: seien 1) € C*(R™), dann
folgt mit partieller Integration, da die Randterme nicht beitragen:

o) = [ TBAm ) e = [ 57, 20 S0

= [ o(@) - (=Ap(x)) d"z = (¢, fo(¢))

]Rn

Da C°(R") dicht im Sobolev-Raum W?22%(R") liegt, folgt durch Grenziibergang fiir o, €
W22 (R™):

d"z

(f(p), ) = (o, fF(¥)) ;

also sind die Operatoren f und fy symmetrisch. Auflerdem gilt

(Al)  (f(e).9) = /2: ‘ag;f)r d"z > 0

also ist f (und fy) positiv und 3. ist gezeigt.

Selbstadjungiertheit von f zeigen wir mit Hilfe von Korollar |3.4.13} wir zeigen, dass fiir
beliebiges negatives A\ < 0 gilt Im(f — Xidy) = H.

Sei dazu 1) € L?(R") beliebig; wir konstruieren ein Urbild. Man kann zeigen, dass mit 1
auch die Fouriertransformierte ) und die Funktion

1 -
L
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mit ||%|| der Norm von k& € R" zum Funktionenraum L?(R") gehoren. Man iiberlegt sich
dann, dass fiir A < 0 auch die Funktion

1

@ /R ke S L (k)

7L) = Ty TRl =

im Sobolev-Raum W?%2(R") liegt und findet

R T PN P SR
(=8 = Noa) = G [ ke 1m0 = v)

also ist o ein Urbild von ¢ unter (f — Aidy) und es folgt Im(f — Aidy) = H.

. Um zu zeigen, dass f der Abschluss des Operators fj ist, miissen wir nach dem Beweis von

Satz zeigen, dass der Sobolev-Raum W22(R") der Abschluss von D(fy) = C>(R")
in L?*(R™) beziiglich der Norm

lellF = £ 1* + llell?

ist. Da der Raum glatter Funktionen mit kompaktem Triager C°(R™) beziiglich der Norm
von W2%2(R") dicht im Sobolev-Raum W?22(R") liegt, reicht es aus, zu zeigen, dass die
Sobolev-Norm || ||z und die Norm || || &quivalent sind. Wir berechnen die erste Norm
fir p € C°(R™):

Py
lels® = Nl + 1Al = el + 1 5 P
= el + (s 2, z;n )
= el + X5 [ Fole) Ol de

Fiir ¢ € C2°(R™) erhdlt man mit partieller Integration:

lells® = llel* =X ?kﬂf@?aw ) Opp () A"
= [lell* + 327 lfaﬁw ) ;0p0(x) "z
= el + 3 1Ha Opl?

und somit insgesamt

(A2) el * = Nl + > 105l® +2 ) 10,0011,
=1 <k
wobei hier || - || stets die Norm in L?(R") bezeichnet.

Andererseits ist per Definition die Sobolev-Norm

el = Z|5|<2f|3 )] d"e

= |lell®+ Zlg\mg 107¢|1?
= lell* + 225 107 ll* + 237, 1050ll” + 325 105117,

Der direkte Vergleich liefert also die erste Abschéitzung fiir die Normen

(43) lelly* < llellfyas -
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4.

Andererseits gilt fiir die Sobolev-Norm

2 n
lellfee = el ™ + 22520 195002
2 n n
= lolly™ + 350 [ 1950(2)? dx
Rn

D el + (fe), o)

cs
< el +1f @I+ 1@ - lell -
Da fiir o, B € R stets af < a? + 32 gilt, folgt die zweite Abschitzung

(A4)  lellwez” < 2010l + IF @I =2 llels” -

Aus (A3) und (A4) folgt, dass die Normen || ||w2 und || || dquivalent sind. Somit ist
der Operator f der Abschluss von fj.

Wir wollen nun das Spektrum von f untersuchen. Da f selbstadjungiert ist, ist nach Satz

3.4.16| das Spektrum reell, o(f) C R. Wir betrachten zunéchst das Punktspektrum. Ist
A € g,(f), so gibt es eine Eigenfunktion ¢ € D(f) mit ||¢| =1 und f(¢) = Ap. Es folgt

(o, f(@)) = Allell* =X

Wegen der Positivitat von f ist die linke Seite nicht-negativ, so dass A > 0 gelten muss.

Die Fouriertransformation erhélt die L2-Norm; daher gilt fiir eine normierte Eigenfunktion
© € W22(R")

161" = llel* =1
Fouriertransformation fiihrt Differentiation in Multiplikation iiber; daher folgt aus der
Eigenwertgleichung f(¢) = A\p die Gleichung

("¢ (z) = Ag(2),

also
(=]> = N@(z) = 0.

Fiir $ € L*(R") folgt daraus ¢ = 0 fast {iberall. Dem widerspricht aber [|¢| = 1. Also
gibt es kein A > 0 mit A € o,(f).

. Wir kommen nun zum kontinuierlichen Spektrum: fiir A < 0 hatten wir schon in 2. gezeigt,

dass
(A5) Im(f — Xidy) = L*(R") = H
gilt.

Gilt A € o.(f), dann ist der Operator f — \idy injektiv, es existiert also ein Umkehrope-
rator

(f — Nidg) ™t : L*(R™) — D(f) .

Wir zeigen zuniichst, dass der Operator (f — Aidy)~! fir A < 0 abgeschlossen ist: sei
(or)ken eine Folge aus D((f — Aidg)™') = L?(R") mit

lim ¢ = o und lim (f — Xid) () = .
k—o0 k—o00

Dann ist wegen D((f — Aidg)~') = L*(R") ohnehin klar, dass ¢ € D((f — Aidg)™?!) gilt.
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(A6) (f = Aidu) () =2 .
zu zeigen, setzen wir ¢y, := (f — Nidg) ! (¢r); dann ist
v € D(f — Xidg) = D(f).
Es gilt
lim (f = Aidp)(¢r) = lim o = ¢

k—o00

und aus limy_,o ¥r = v folgt somit
(A8) lm f(vr) =@+ A0 .
k—o0

Nun ist f selbstadjungiert, also nach Satz also abgeschlossen. Aus limy,_,o ¥, = 2
und (A8) folgt daher f(¢) = ¢ + A\, also (f — X idy)(¢)) = ¢ und damit (A6). Also ist
der Operator (f — Xidy)~! abgeschlossen.

. Nun ist L*(R") x L*(R™) mit der Maximum-Norm

1(p, )| = max{[le], [l¥[l} fir ¢, € L*(R")

ein Banachraum; darin ist der Graph des abgeschlossenen Operators (f — \idg)™! fiir
A <0

G = {(p, (f = Aidu) ' (¢) [ € L*(R") },
ein abgeschlossener Untervektorraum, also selbst ein Banachraum.

Die Projektion
pi:G— LAR") mit pip, (f = Aidw) () = ¢
ist linear, stetig und bijektiv. Nach Korollar [3.1.36[ist
prt i LARY) = G — (o, (f = Aida) 7' (9)

stetig, also ist auch der Operator (f — Aidg) ™! stetig. Also ist A € p(f), und wir haben
gezeigt, dass o(f) = o.(f) C [0, 00).

. Wir miissen zeigen, dass jede positive reelle Zahl A € [0 co) zum kontinuierlichen Spektrum
gehort: o.(f) = [0; 00). Die Idee ist, fiir jedes A > 0 eine Folge (¢,)jen von Wellenpaketen
in W22(R") anzugeben, fiir die gilt

(%)(¢;)jen besitzt keine konvergente Teilfolge, und lim (f — X idg)(p;) =0 .
j—00

Wiirde nun (f — Aidg) ™! als stetiger Operator existieren, so wiirde aus der zweiten Aus-
sage folgen, dass lim;_, ¢; = 0 gilt. Das widerspricht aber der ersten Aussage.

Um eine solche solche Funktionenfolge zu finden, wéhle

e cine Folge positiver reeller Zahlen mit lim;_,,, ¢; = 0.

e cine Glattungsfunktion ¢ € C°(R") und
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e cine Folge (2;);en aus R™ mit lim;_, ||2;|| = oo, so dass die Tréger der Funktionen

Y;:R* — C,
Vi(z) = P(gi(r — z))

paarweise disjunkt sind.

Wir withlen k£ € R” mit ||k||*> = A > 0 und setzen

n

pj(z) == €52 - P(ej(x — z5)) - exp (i(k, x)) -

Dann ist ¢; € C°(R™) C W2#(R") und es gilt

[e.9]

loslismn =5 [ Wteste =P de= [~ P ary =l >o.

[e.9] —00

Da die Funktionen ¢; und ¢y, fiir j # k nach Konstruktion disjunkte Tréger haben, ist
ihr Skalarprodukt in L*(R™) gleich 0; es folgt

le; = wull* = llesll* + lowll* = 2l [1* > 0.
mit der positiven Konstante ||1||?, so dass die Funktionenfolge (¢;);en keine konvergente
Teilfolge haben kann.

Ferner ist

g7 v(ej(w — 25)) - Aexp (i(k, 7)) =
= —AefP(ej(x — zj)) exp (i(k, x)) = —Ap;(z)
wegen Y 0 (i km)?* = —A\. Fiir f = —A folgt nach der Leibnizregel fiir die zweite Ablei-
tung :

((f = Ald)(;))(x) =

n
2

:8]

—A(ei(w —2) =2 8_¢(€j(x — 2))i km] -exp (i(k, z)) .

Wir verwenden nun die Dreiecksungleichung fiir die Norm in L?(R™) und fiihren anschlie-
flend die Substitution y := ¢;(z — z;) aus. Es folgt
1
2 2
d"y> ;

auf der rechten Seite hdngt nur noch ¢; vom Index j ab. Diese Folge geht gegen Null, also
gilt auch

I =il <2 ([ \Aywywyf 2V, ( / Zmz 2

lim (f — X idg)(p;) =0,

Jj—o0

Die Funktionenfolge (¢;);en hat also die beiden in (x) geforderten Eigenschaften.
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