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1 Integration

1.1 Zuginge zur Lebesgueschen Integrationstheorie
Wir folgen [K2|, §7.1-2.]. Wir erinnern zunéchst an den Riemannschen Integralbegriff:

Definition 1.1.1

1. Eine (reellwertige) Treppenfunktion auf einem Intervall [a,b] C R ist eine Funktion der
Form

0 :la,b] > Ria=121 <zy < ... <z, =0b,0|(x;_1,7;) = const. = ¢;
Fiir eine Funktion f : [a,b] — R ist das Oberintegral
*b b
/ f(z)dz ;= inf {/ o(z)dx | ¢ Treppenfunktion,Vx : ¢(x) > f(:v)}

und das Unterintegral

/bf(x)dx = sup {/bgp(x)dx | ¢ Treppenfunktion,Vz : p(x) < f(x)}

Man beachte, dass hier eingeht, dass R ein geordneter Korper ist.

2. Wir haben dann definiert: FEine beschrankte Funktion f :[a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar genau dann, wenn Oberintegral und Unterintegral iibereinstimmen:

/a ® fo)de = / b F(@)da

Bemerkungen 1.1.2.
1. Aus der Definition folgt sofort: ist f unbeschrénkt, z.B.

0,z=0

f:0,1] =Rz~ <1
—,z>0
xr

So ist .
/ foder/f:ioo

Denn es gibt fiir eine nach oben unbeschrinkte Funktion keine Treppenfunktion ¢ mit
p=f

1
2. Wir betrachten fiir die unbeschriankte Funktion f(z) = —= das Integral

NG
| -
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als uneigentliches Integral:

/ —da: = [2v/z]! = 21 — 2/ —*70 2

Wir konnen hier nicht direkt mit dem “ersten Teilintervall” der Zerteilung des Ur-
bildbereichs umgehen und nehmen daher einen Grenzwert. Im Lebesgue-Integral wird
stattdessen der Zielbereich geteilt, —oo < y; < ... < 1y < oo und man setzt

[ f=1lm>" y;-Linge(f " [yi-1, yi])-

3. Als weiterem Integral wollen wir

L dx

1 X

einen Sinn geben. Wir versuchen verschiedene Moglichkeiten:

(a)
/ d:c / dx d:c
-1 -1
—& 1dI

= lim — + lim —
e—0 1 X e—0 c €

Die beiden Integrale existieren einzeln nicht, da lim._,q In € nicht existiert.
(b) Wir nehmen den Grenzwert bei beiden Integralen gleichzeitig:

—€ 1
d—$—hm( d_x+/ dx)

1 T e—0

= lim(— dx / d:v 0 (Cauchy-Hauptwert)

5—)0

(c¢) Das Vorgehen ist aber recht willkiirlich: wir wihlen die Grenzen links und rechts der
Null unterschiedlich, etwa:

Ldz “Cdx U dz
— = lim( —+ [ —)
1 x0T 2 T
= lim([~Inz]! + [Inz]3.) = lim(—Ine + In 2¢)
e—0 e—0
=lim(—Ine+In2+1Ine) =1n2

e—0

Héatten wir ein anderes Verhéltnis fiir die Grenzen gewihlt, so hitten wir auch In 3
oder andere Werte bekommen konnen. Wir werden sehen, dass die Funktion 1/x
aber Lebesgue-integrierbar ist.

4. Betrachte die stetige Funktion

sin x
fir >0
flx):=4 =z
1fir 2=0

Man kann zeigen, dass das uneigentliche Integral existiert:

“sinx ) bsinz T
dz = lim dr = — .
0 X b—o0 0 X 2
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Es existiert dann aber nicht das Integral des Absolutbetrags |f|:

00 OOC
de > — =
! o

fiir eine geeignete Konstante c. Fiir Lebesgue-Integrale gilt dagegen f ist integrierbar
genau dann, wenn |f| integrierbar ist, vgl. Satz[1.2.5] (Hier ist also das Riemann-Integral
etwas leistungsfahiger.)

sin x

T

. Betrachte die Dirichlet-Funktion mit einer dichten Menge an Sprungstellen

0firz e R\Q

f:[O,l]%R,xH{lfﬁrer

Ober- und Unterintegral berechnen sich zu

*1 1
/ f(z)dz =1 und / f(z)dz =0
0 *0

Da sie verschieden sind, ist die Dirichlet-Funktion nicht Riemann-integrierbar.

Andererseits passt die Teilmenge @ C R in eine abzéhlbare Vereinigung (J,[a;, b;] von
Intervallen, die so gewihlt werden kann, dass ihre Gesamtliange kleiner als ) . |b; — a;| < e
fiir jedes € > 0 ist.

Um das zu sehen, wihle eine Abzéhlung ¢, ¢o, ... von Q. Wéhle ein a mit 0 < a < 1 und
setze

1 . 1 .
la;, b] = [Qi - 50417% + 50/1 ;

Dann ist

o0 [e.@] o
i i 1
E |bi—a,~|:E oz:ozg o' =az
-«
i=1 i=1 =0

was fiir  — 0 beliebig klein wird. Man hétte daher gerne einen Integralbegriff, fiir den
[} f(z)da = 0 gilt.

. Das Riemann-Integral hat Eigenschaften, die fiir die Praxis ungiinstig sind: betrachte eine
Funktionenfolge f, : [a,b] — R. Wir wissen: konvergiert f,, in der Supremumsnorm gegen
f, so konvergieren die Riemann-Integrale:

[r=]s

Dies folgt, weil || f, — f|| < € impliziert

\/abfn—/abﬂg/ab\fn—f|<e|b—a|.

Punktweise Konvergenz, also f,(x) — f(x) fiir alle x € [a,b] reicht aber nicht aus, um
auf Konvergenz der Integrale zu schlieflen.

Fiir das Lebesgue-Integral gilt aber der Satz von der majorisierten Konvergenz: gilt
fo(z) = f(x) (sogar bis auf einer Menge vom Volumen Null) und existiert eine inte-
grierbare Funktion g mit |f,| < |g|, so ist f integrierbar und

i =1



7. Wir hatten schon in der Theorie der Fourier-Reihen gesehen, dass wir durch Riemann-
quadratintegrable Funktionen keinen Hilbert-Raum erhalten.

Die Dirichlet-Funktion ist ein Beispiel einer charakteristischen Funktion:

Definition 1.1.3
Sei A C R™. Die charakteristische Funktion oder auch Indikatorfunktion der Teilmenge A ist
die Funktion

1 A
14:R" >R mitx— T €
0,z ¢ A

Insbesondere ist die Dirichletfunktion die charakteristische Funktion, f = lgn,1j-

Bemerkung 1.1.4.
Es gibt zwei Vorgehensweisen fiir eine sinnvolle Integrationstheorie:

1. Uber MaBtheorie. Wir zerlegen nicht, wie beim Riemann-Integral, den Urbildbereich,
sondern den Bildbereich einer Funktion f: R — R

— o< < <. ... < <o

und approximieren das Integral durch die endliche Summe

k—1

S e (M (e cinl) -

i=1

Damit vermeiden wir das Problem des Riemann-Integrals, dass die Funktion beschriankt
sein muss. Wir brauchen aber dann ein Ma8, also eine Funktion, die (zumindest gewissen)
Teilmengen A C R ein Volumen, also eine Zahl u(A) € Ry zuordnet. Solche Mafle sind
nicht ganz leicht zu konstruieren, sind aber fiir Anwendungen (Wahrscheinlichkeitstheorie,
Quantenmehanik) von unabhéngiger Bedeutung.

2. Uber Funktionenrdume: wir approximieren wieder Funktionen durch Treppenfunkionen,
aber verwenden einen anderen Approximationbegriff, der durch die L!-Halbnorm gegeben
ist. Diesen Zugang werden wir nun fiir Funktionen auf dem R™ verfolgen.

Definition 1.1.5

1. Ein Quader () C R" ist das direkte Produkt I; x ... x I, C R™ von n beschrinkten,
nicht-leeren Intervallen I,, C R. Diese Intervalle diirfen offen, halboffen, abgeschlossen
sein und auch aus einem einzigen Punkt bestehen. Eindimensionale Quader sind also die
Intervalle |a,b), (a,b], [a, b], [a, b), wobei auch a = b sein darf..

2. Das Volumen eines solchen Quaders ist die nicht-negative reelle Zahl
v(Q) = (Q) = [[ 17| = [[ (0 — @) -
pn=1 pn=1

In einer Hyperebene enthaltene Quader () haben das Volumen 0; man nennt sie
ausgeartete Quader.




3. Eine Funktion ¢ : R®™ — C heifit Treppenfunktion auf R™, wenn es endlich viele paarweise
disjunkte Quader (); C R™ gibt, so dass

(a) die Funktion ¢ auf jedem Quader Q. konstant ist.
(b) ¢(x) =0 fiir alle x € R™ \ UQy, gilt.

Bemerkungen 1.1.6.

1. Man beachte, dass man die Vereinigung endlich vieler Quader auch als die Vereinigung
endlich vieler disjunkter Quader darstellen kann.

2. Man zeige, dass wenn ¢, ¥ Treppenfunktionen sind, auch

(
(

a) ihre Summe ¢ + ¥

(c) der Absolutbetrag ||

)
b) jedes skalare Vielfache \p
)
(d) Maximum max(, 1) und Minimum min(ep, 1)

Treppenfunktionen sind. Insbesondere bilden Treppenfunktionen einen Vektorraum.

3. Treppenfunktionen lassen sich schreiben als endliche Summe charakteristischer Funktio-
nen disjunkter Quader @); C R™,

v = ZcilQi mit ¢; € C . (1)
endl.

Umgekehrt ist jede endliche Summe von charakteristischen Funktionen von Quadern eine
Treppenfunktion, auch wenn die Quader nicht disjunkt sind.

4. Wir konnten auch Funktionen mit Werten in einem reellen oder komplexen Banachraum
betrachten.

Definition 1.1.7
Das Integral einer Treppenfunktionen der Form mit disjunkten Quadern ist die Zahl

S

[ elads =" av(@)

i=1

Satz 1.1.8.

Dieses Integral ist wohldefiniert, héngt also nicht von der Darstellung der Treppenfunktion als
Linearkombination charakteristischer Funktionen von disjunkten Quadern ab.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

1. [ ist eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der Treppenfunktionen.
2. Sei ¢ eine Treppenfunktion. Dann gilt: | [ ¢dz| < [ |¢|dz.

3. (Monotonie:) Sind ¢ < 9 reellwertige Treppenfunktionen und gilt ¢ < ¢, so folgt [ pdx <
[ da.



Beweis.
Um zu zeigen, dass das Integral wohldefiniert ist, verwenden wir Induktion nach der Dimension
n; der Fall n = 1 wurde bereits im ersten Semester erledigt und ist elementar.

Fiir den Induktionssschritt zerlege R® = RP x R™P mit 0 < p < n. Wir schreiben ent-
sprechend R" 5 z = (z,y) mit z € RP? und y € R"P. Entsprechend schreiben wir Quader als
Produkte von Quadern:

Q=Q"x Q"

man beachte, dass fiir die charakteristische Funktion gilt

1o(w,y) = 1go(x) - 1gn-»(y) -

Sei ¢ Treppenfunktion wie in , dann gilt:
ple,y) = alo(@,y) = Y algr (@) 1 (y)
k k

Fiir jedes festes y € R" 7P erhalten wir eine Treppenfunktion
gpy — ZClez—p(y) . 1QZ . Rp — (C
k

Nach Induktionsannahme hat jede Treppenfunktion ¢, ein wohldefiniertes Integral; dies ergibt
eine Funktion auf R"~P

v [ pfade =Y an@Die )

die eine Treppenfunktion ist und die darum, wiederum nach Induktionsannahme, das wohlde-
finierte Integral

/]Rn—p </]Rp w(x,y)dx) dy = zk: ckvp(Qr) - Unp(Q) 7)) = Zk: crv(Qr)

besitzt. Die linke Seite ist nach den Induktionsannahmen unabhéngig von der Darstellung der
Treppenfunktion ¢. Wir setzen daher

/ p(2)dz == cron(Qr) -

k

Mit Hilfe dieser Formel beweist man auch induktiv die Rechenregeln. O

Aus dem Beweis folgt sofort:

Korollar 1.1.9 (Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen).
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

/n p(z,y)d(z,y) = /Rn_p (/R so(w,y)dx> dy = /R (/R_ so(x,y)dy) da



Bemerkung 1.1.10.

Wir betrachten ab jetzt — und nur im Rahmen der Integrationstheorie! — Funktionen
f:R™ — CU{oo}. Dabei gelten die folgenden Konventionen:

00+ ¢ =c+o00:= o0 firalle c € CU {0}

o0 - c=c-00:= oo fiir alle ¢ € C* U {o0}

00-0=0-00:=0

Das Integral fR f soll den Fldcheninhalt unter dem Graphen von f liefern. Dazu wollen
wir den Graphen von f mit Rechtecken endlicher Groéfle iiberdecken. Da wir zulassen wollen,
dass die Funktion auf ganz R definiert und auch unbeschréankt ist, brauchen wir méglicherweise
abzahlbar unendlich viele Rechtecke.

Definition 1.1.11
1. Gegeben sei f : R" — CU {oo}. Eine Hiillreihe zu f ist eine Reihe

oo
b = chle mit ¢, € REO

wobei

(a) Qy offene Quader im R™ sind.
(b) Fiir jedes x € R™ gilt

f(2)] < (x) = erlg,(x) € RopU{oo} .

k=1

Wir definieren den Inhalt der Hiillreihe ® durch die Summe
(I)) = chU(Qk) S Rzo @) {OO} .
k=1

2. Unter der L'-Halbnorm von f : R™ — C U {oo} versteht man das Infimum

| f|lx ;= inf{I(®) | ® Hiillreihe zu f}

Bemerkung 1.1.12.
1. Es existiert fiir jede Funktion f: R™ — C U {oo} eine Hiillreihe mit Inhalt co, ndmlich

P = Z 1Qk
k=1

wobei Q) der offene Quader mit Mittelpunkt 0 und Kantenldnge £ ist.

2. Es liegt keine Norm vor, da aus ||f||; = 0 nicht f = 0 folgt. Ein Beispiel dafiir ist
die charakteristische Funktion eines Quaders A, der in einer Hyperebene enthalten ist.
Man findet offene Quader beliebig kleiner Dicke. Daher ist das infimum Null, aber die
charakteristische Funktion 14 ist nicht null.
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Satz 1.1.13.
Fiir Funktionen f, fi(k > 1) : R" — CU {oo} und ¢ € C gilt:

Lolle- flle = lel - [1£1h
2. [Al < 1fel = Al < I f2lls

3. die verallgemeinerte Dreiecksungleichung: sei (f;) eine Familie von Funktionen. Dann gilt
I 1l T < el -
k=1 k=1

Beweis.
Die ersten beiden Aussagen lassen sich durch Betrachtung von Mengen von Hiillreihen beweisen.
Wir zeigen nur die verallgemeinerte Dreiecksungleichung, und zwar fiir nicht-negative Funktio-
nen f; : R* = RU{oo}. Sei € > 0. Wahle fiir jede Funktion f, eine Hiillreihe @), := )" cirlg,,
mit Inhalt .

I(®x) < [[felli + 5 -

P = Z(I)k = Zcileik
k

ik

Dann ist die Summe

eine Hiillreihe fiir ), fi. Sie hat Inhalt

I(®) = ZcikU(Qik> = ZZC““U(Q““) < Z | il + €.

1.2 Das Lebesgue-Integral und zwei erste Sétze

Lemma 1.2.1.

1. Fir die charakteristische Funktion eines abgeschlossenen Quaders A C R™ gilt ||14]|; =
U(A) = f 1 Adx.

2. Fiir jede Treppenfunktion ¢ auf R™ gilt ||o|l1 = [g. [¢]dz.

Beweis.

1. Fiir den Beweis der ersten Aussage verweisen wir auf das Buch von Konigsberger.

2. Da die Treppenfunktionen |¢| und ¢ die gleiche Menge von Hiillreihen und damit die
gleiche Halbnorm || - ||; besitzen, nehmen wir ¢ > 0 an. Betrachte eine Darstellung

= alo +) dilg,
k=1 =1

mittels disjunkter Quader, wobei die Quader ()}, offen sind und die Quader R; das Volumen
Null haben. Weil die Quader disjunkt sind, folgt aus ¢ > 0, dass ¢, > 0 und d; > 0 gilt.



Fiir € > 0 konnen wir fiir jeden Quader R; einen offenen Quader R} D R; mit v(R}) <€

wahlen. Dann ist
S

P = chle + idle;«
=1

k=1
eine Hiillreihe zu ¢. Es folgt

ol < 1@) = 3 cw(@) + ¢ d,
k=1 i=1

und daher .
ol < 37 eo(@p) = / oo
k=1

Um die umgekehrte Abschitzung zu erhalten, betrachte einen abgeschlossenen Quader
A, so dass p(z) = 0 fir ¢ A. Sei ferner m := max . Dann ist die Treppenfunktion
1 := ml, — ¢ nicht negativ. Fiir ein nicht-negatives 1 gilt, wie wir gerade gesehen haben,

Il < / iz

Damit folgt
/sodw _ /<m1A —)de <l + Dl — 18l < [l -

Im ersten Schritt ging die Definition von v ein; im zweiten Schritt Teil 1 und die
Abschétzung fiir [ 1. Der dritte Schritt ist die Dreieckungleichung (1.1.13\3 fiir die Halb-

norm.

O

Lemma 1.2.2.
Sei f: R"™ — CU {00} eine Funktion, und ¢y eine Folge von Treppenfunktionen, so dass

k—00
I1f = erlh =°0.
Dann konvergiert die Folge [ ¢ komplexer Zahlen gegen eine komplexe Zahl. Der Grenzwert
einer solchen Folge hiangt nicht von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen ab.

Beweis.
Seien ¢, 1 Treppenfunktionen. Dann gilt

‘/gpdx—/djdx

Hier haben wir erst Satz [I.1.812, dann Lemma [I.2.1]2 fiir Treppenfunktionen und schlieBlich
die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm || - ||; benutzt. Daher ist die Folge [ ¢ eine
Cauchy-Folge komplexer Zahlen und konvergiert im vollsténdigen Koérper C. Aus der gleichen
Ungleichung folgt auch die Unabhéngigkeit von der Wahl der Folge von Treppenfunktionen. O

S/Iso—wldfv—l|90—¢||1§ o — Fll 4+ 11— £l -

Definition 1.2.3



Eine Funktion f : R" — C U {oo} heifit (Lebesgue-)integrierbar iiber R", wenn es eine Folge
von 'Treppenfunktionen ;, gibt mit

k—o0

1 =&l — 0

In diesem Fall schreiben wir

/f(x)d”x = /fda: = . f(z)dx := lim rp(z)dr € C

k—o0 R™

Wegen Lemma ist dies wohldefiniert und das Integral eine (endliche) komplexe Zahl.

Bemerkung 1.2.4.

1. Jede Treppenfunktion ¢ ist Lebesgue-integrierbar: wihle zur Approximation die konstante
Folge mit Gliedern ¢.

2. Wir sagen auch kurz, dass dann ¢ — f beziiglich der Halbnorm |[|.||;. Daraus folgt
nicht notwendigerweise eine punktweise Konvergenz, aber wir werden in Bemerkung|1.3.14
sehen, dass fast tberall punktweise Konvergenz gilt.

Satz 1.2.5.
Ist die Funktion f : R™ — CU{oco} iiber den R™ integrierbar, so ist auch die Funktion |f| tiber
den R" integrierbar und es gilt

[ fast< [1de wndqir = [ 1ide

Wir hatten die erste Aussage fiir Treppenfunktionen in [1.1.82 und die zweite in [1.2.1/2
gesehen.

Beweis.

1. Da f integrabel sein soll, finde eine Folge (¢y) von Treppenfunktionen mit || f — k|1 — 0.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir alle z € R™:

[ (@)] = ler()| | < |f(2) — wx(2)]
und somit wegen der Monotonie [1.1.132 der L'-Halbnorm

11T = el T < I1f = el -

Die rechte Seite und somit auch die linke Seite gehen fiir & — oo gegen 0. Da auch |py]
eine Folge von Treppenfunktionen ist, ist |f| integrierbar und die Treppenfunktionen |py|
approximieren | f| beziiglich der Halbnorm || - ||;. Es folgt

[ gast =i [ gutal < [ loutas = [ 17ias

Die erste Gleichheit folgt aus der Definition des Integrals [ fdz, die Ungleichung ist|1.1.8/2
fiir Treppenfunktionen. Die letzte Gleichheit folgt, weil |pg| die Funktion |f| beziiglich
der Halbnorm || - ||; approximiert.
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2. Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Ungleichungen, die aus der Dreiecksungleichung

1.1.13\3 fiir die || - ||;-Norm folgen:

(%) lerlly = I1f = eelly < [[f1l < Nleorlls + 11F = lls

21
ol 222 / pulde — / flde

da die Folge von Treppenfunktionen |p;| die Funktion |f| L'-approximiert. Damit folgt

aus der Ungleichung (x)
[isiae s < [ 11as

Nun ist

Korollar 1.2.6.
Es gelten die folgenden Rechenregeln: sind f, g integrierbar, so gilt

1. Fiir alle «, 8 € C ist die Funktion af + (¢ integrierbar und es gilt
/(af—i—ﬁg)dm:a/fdx—l—ﬁ/gdx .

2. Die Funktion f ist integrierbar und es gilt

/fdxzm.

3. Fiir reellwertige Funktionen f, g folgt aus f < g, dass [ fdz < [ gdz (Monotonie des
Lebesgue-Integrals).

4. Ist iiberdies die Funktion g beschrénkt, so ist auch die Funktion f - g integrierbar.

Beweis.

1. Sind () und (2,) L'-approximierende Folgen von Treppenfunktionen fiir f bzw. g, so ist
(apr+ By) eine Li-approximierende Folge fiir o f + 8¢ und () eine L'-approximierende

Folge fiir f.

2. Nach Satz ist wegen g — f > 0

/<g—f>dx=/|g—frdx=Hg—fulzo.

3. Sei M eine positive obere Schranke fiir |g|. Da f integrierbar ist, finde zu gegebenem e > 0
eine beschrankte Treppenfunktion ¢ mit

€
_ <
17—l < 5o
und eine Treppenfunktion v mit
€
lg =9l < 5,
2
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wobei 4 eine positive obere Schranke der Treppenfunktion ¢ sei. Aus der fiir alle z € R"”
geltenden Abschétzung

|f9(z) — e(@)| < [(f — ) (@)] - [9(z)| + [o(z)] - [(g — P) ()]
folgt dann wegen der Monotonie [I.1.13]2 der Halbnorm

€ €
— < M - — — < M— — < €.
1 fg— v < If =l + pllg — ] < i +u2# <e

Korollar 1.2.7.

1. Eine komplexwertige Funktion f : R" — C U {co} ist genau dann integrierbar, wenn ihr
Real- und Imaginérteil integrierbar ist. In diesem Falle gilt

/fdx:/Refda:+i/Imfdx

2. Seien die Funktionen f, g : R" — R U {oo} integrierbar. Dann sind auch die Funktionen
max(f,g), min(f,g) integrierbar. Insbesondere ist der positive Anteil f* := max(f,0)
und der negative Anteil f~ := min(f,0) integrierbar.

Beweis.
Der erste Teil folgt, weil Real- und Imaginérteil reelle Linearkombinationen sind. Wir zeigen
nur den zweiten Teil der Aussage. Es gilt

max(f,9) = 5(f + g+ |f = o) wd min(fg)= 30/ + g~ If — gl).

Nach Voraussetzung sind f und g, nach Korollar ihre Differenz und nach Satz deren
Absolutbetrag integrierbar. O

Wir wollen nicht nur Funktionen integrieren, die auf ganz R" definiert sind.

Definition 1.2.8
Sei A C R™ eine Teilmenge und f eine Funktion mit Werten in CU{oo}, deren Definitionsbereich
A umfasst.

1. Eine Fortsetzung von f ist eine Funktion ]E , die auf dem Definitionsbereich D(f) von f
mit f iibereinstimmt. Die triviale Fortsetzung von f auf A ist die folgende Funktion:

fa: R" — CU{OO}

f(z) fir xe€ A
T =
0 firz e R"\ A

(Die triviale Fortsetzung fa ist also eigentlich nur eine Fortsetzung der Einschrankung

von f auf A.)
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2. Eine solche Funktion f heifit iiber die Teilmenge A integrierbar, genau dann, wenn die
triviale Fortsetzung fa tiber R™ integrierbar ist. In diesem Fall heif3t

/Afdx = RandI

das Lebesgue-Integral von f iiber A. Wir setzen

1 Flla = HfAH1/A!f|dx |

3. Die Menge der iiber A C R"™ integrierbaren komplexwertigen Funktionen bildet einen
komplexen Vektorraum L£'(A) mit Halbnorm || - ||;.

Man beachte, dass die Notation f4 zu der bereits eingefiihrten Bezeichnung der Funktion
14 passt. Wir vergleichen mit dem bekannten Begriff der Riemann-integrierbaren Funktion auf
kompakten Intervallen. Im allgemeinen Fall, insbesondere bei uneigentlichen Integralen, ist die
Lage subtiler.

Satz 1.2.9.
Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f : I — R eine Riemann-integrierbare Funk-
tion. Dann ist f Lebesgue-integrierbar und das Lebesgue-Integral und das Riemann-Integral
sind gleich.

Beweis.
Sei ||h||; die Supremumsnorm einer Funktion h auf dem kompakten Interval I = [a,b]. Wir
schitzen zunichst die L'-Norm gegen die Supremumsnorm ab. Fiir jede auf I definierte Funk-
tion A gilt punktweise

|| <Rl - 11

Daraus folgt aus der Monotonie der L'-Norm
[Pally < [Rllz - (el = (0 —a) - [[A]lr -

Sei nun f Riemann-integrierbar und () eine Folgen von Treppenfunktionen, die in der
Supremumsnorm gegen f geht,

If =@kl =0

Dann folgt wegen der Abschitzung der L!-Halbnorm gegen die Supremumsnorm auch Konver-
genz in der L'-Halbnorm, ||f; — ¢rr|l1 — 0. Damit ist f; auch Lebesgue-integrierbar und es
gilt fiir das Lebesgue-Integral

/fda::/ffdleim/gpk71das.
I R ko Jr

was gleich dem Riemann-Integral ist. O

Der folgende Satz verschafft uns eine grofie Klasse integrierbarer Funktionen:

Satz 1.2.10 (Kleiner Satz von Beppo Levi).
Sei f: R" — RU {oo} und sei (¢x) eine monoton wachsende (oder fallende) Folge von Trep-
penfunktionen, so dass
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(i) (pr) punktweise gegen f konvergiert,

(ii) die Folge ([ ¢xdz) der Integrale der Treppenfunktionen beschrénkt ist.

Dann ist f integrierbar und es gilt
/fdw = lim /gpkdx
k—o00
Beweis.

Wir betrachten eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen. Dann gilt in jedem
Punkt

N [e’s)
f—or= ]\}gf(l)o ON1 — Pk = A}EI})O Z;(%H — @) = 2(%“ — i) >0

Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung(1.1.13]3

> Lemma [[L2.112 =
1 = oulh <3l — il Lemmalze / Pt — pilda
i=k i=k

(/%Hdiﬁ—/%(ﬂ) :I—/@kdﬂﬂ

denn es existiert 7 := limy_,» [ ¢n41dz, da die Folge der Integrale monoton ist und beschrinkt
sein soll. Aus

o0

i=k

I =l < - /sokdx k52

folgt, dass f integrierbar ist. Nach Definition des Integrals ist [ fdr = limg_o [ prde.
(I

Wir behandeln nun die Integrierbarkeit stetiger Funktionen auf offenen oder kompakten
Teilmengen des R". Damit stellen wir eine Verbindung zwischen dem Lebesgue-Integral und
der Topologie des R™ her.

Lemma 1.2.11.
Sei K eine kompakte Teilmenge und U eine offene Teilmenge des R” mit K C U. Sei f : K — R
eine stetige positive Funktion. Zu jedem e > 0 gibt es dann Treppenfunktionen 1, ¢’ > 0 mit

L. f(x) <¢(x) < f(z) + € fiir alle z € K.
2. f(z)—e<yY'(x) < f(z) fur alle x € K.
3. Y(x) =¢'(x) =0 fir alle x € R*\ U.

Beweis.

Auf dem Kompaktum ist f gleichméBig stetig. Finde daher ein § > 0, so dass |f(x) — f(2')] <€
fiir alle 2/, 2" € K mit || —2/||max < 0. Uberdecke K durch endlich viele abgeschlossene Wiirfel
Wi, ... W, der Kantenlidnge kleiner als 9, die alle in U liegen. Sei m; das Maximum und m/ das
Minimum der stetigen Funktion f auf dem abgeschlossenen Wiirfel ;. Dann setze

Y :=max(my - ly;y,...,ms- lw,) und @ :=min(m} - ly,,...,m. - 1y.)
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Lemma 1.2.12.
Sei A C R™ und sei f: A — R eine stetige nicht-negative Funktion. Dann gilt

1. Ist A offen, dann existiert eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen ¢ > 0,
die gegen f punktweise konvergiert, ¢, 7 f.

2. Ist A kompakt, dann existiert eine monoton fallende Folge von Treppenfunktionen ¢, > 0
mit o \, f punktweise.

Beweis.

1. Sei A offen. Wir wéhlen kompakte Mengen A mit U2, A, = A. Finde nach Hilfssatz
1.2.11] Treppenfunktionen 1, die auflerhalb A verschwinden und fiir die gilt

f(&) — 5 < o) < f()

und ¢y(x) = 0 fir x € R™\ A.. Dann leistet die Folge (¢x) mit ¢ := max(¢1, ..., 1) das
Gewdiinschte.

2. Sei A kompakt. Finde offene Mengen U, mit N2, U, = A und mit dem gleichen Hilfssatz
1.2.11] Treppenfunktionen ¢, mit

f@) <o) < f(x)+27° firz € A und ¢y(z) =0 fiir v € R*\ Uy, .

Dann leistet die Folge (¢x) mit ¢ := min(¢y, ..., ¢) das Gewiinschte.

Satz 1.2.13.

1. Jede beschréinkte stetige Funktion f : U — C auf einer beschriankten offenen Menge
U C R" ist iiber diese integrierbar.

2. Jede stetige Funktion f : K — C auf einer kompakten Menge K C R" ist iiber diese
integrierbar.

Beweis.

Wir beschrénken uns auf reellwertige positive Funktionen, f > 0. Fiir komplexwertige Funk-
tionen betrachte die Zerlegung in Real- und Imaginérteil und zerlege diese in ihren positiven
und negativen Anteil.

1. Sei U beschriinkt und offen. Nach Lemma [1.2.12]ist fi; die Grenzfunktion einer monoton
wachsenden Folge von Treppenfunktionen ¢, > 0. Um die Beschréinktheit der Folge [ ¢,
der Integrale zu sehen, wéhle eine obere Schranke M fiir die beschrénkte Funktion f und
einen Quader @) mit U C . Fiir die Treppenfunktionen gilt also

op(z) < f(x) < M fir alle x € U und fiir alle k € N .

Daher ist
/gpkdx <M -v(Q) .

Also folgt aus dem kleinen Satz [1.2.10] von Beppo Levi, dass f integrierbar ist.
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2. Die zweite Aussage fiir kompaktes A wird analog mit einer Folge monoton fallender nicht-
negativer Treppenfunktionen aus Lemma [1.2.12] bewiesen.

O

Sei X = R? und Y = R%. Wir wollen iiber eine Teilmenge A C X x Y = RP' eine stetige
beschriankte Funktion f integrieren. Wir bezeichnen fiir festes y € Y die “Schnittmenge” von
Azuny e Y mit A, .= {r € X | (z,y) € A} C X. Ein Reduktionsverfahren zur Berechnung
des Integrals von f in dieser Situation liefert der folgende wichtige Satz.

Satz 1.2.14 (Kleiner Satz von Fubini).
Es sei A C X x Y entweder kompakt oder offen und beschrankt. Es sei f : A — C eine
beschriankte stetige Funktion. Dann gilt:

1. Fir alle y € Y mit A, # 0 ist die Funktion f, : = — f(z,y) tiber A, integrierbar.
2. Betrachte daher die Funktion F': Y — C mit
F(y) — fAy fy(l')dJ? fiir Ay 7é @
0 fir A, =0

Sie ist iiber Y integrierbar und es gilt

/A f(@,y)d(z, ) = /Y Fly)dy = /Y ( / y f(x,y>dx> dy

Es gilt natiirlich ebenso
/Af(a:,y)d(a:,y) = / (/A f(x,y)dy) dr mit A, :={y € Y|(z,y) € A} .
X z

Beweis.
Wieder reicht es, die Aussage fiir den Fall einer nicht-negativen Funktion, f > 0, zu zeigen. Wir
bringen auch nur den Beweis fiir offenes und beschrénktes A; der Fall A kompakt wird analog
behandelt.

Sei (py) eine gegen f4 konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktion auf
X x Y, deren Existenz wegen der Stetigkeit von f4 durch Lemma [1.2.12]1 garantiert ist. Fiir
jedes feste y € Y bilden die Funktionen

z = (2, y)

eine gegen die Funktion
T fA ([E, y)

punktweise konvergente, monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf X. Man zeigt
wie im Beweis von Satz|1.2.13] dass die Folge der Integrale fX wk(x,y)dr beschréankt ist. Nach
dem kleinen Satz von Beppo Levi [1.2.10| gilt

F(y) = lilgn/xgok(x,y)dx )

Die Funktionen
Y y(y) = / ox(a, y)da
X
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sind Treppenfunktionen auf Y und die Folge (®}) konvergiert monoton wachsend gegen F'. Mit
dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen erhélt man wegen ¢ < fa

/Y By (y) dy =2 /X Cedr)dey) € | falrp)dy)

also ist die Folge der Integrale fY & (y)dy beschriankt. Wiederum nach dem kleinen Satz von
Beppo Levi [1.2.10]ist F' integrierbar. Es gilt

/ Fdy = li]gn/ ®x(y)dy = lim er(z,y)d(x,y) = fa(z,y)d(z,y) .
Y Y XxY

XxY

Beispiele 1.2.15.

1. Sei f wie oben, und sei jetzt A C R x R*~! mit der Eigenschaft, dass fiir alle y € Y die
Menge A, entweder leer oder ein Intervall ist, A, = [21(y), z2(y)]. Dann gilt

z2(y)
[ ewdey = [ < / f<x,y>dx> dy mit B = {y € Y|4, £ 0}.
A B z1(y)

Speziell fiir den Fall eines Rechtecks im R? mit f : [a,b] x [¢,d] — C finden wir:

[ soamtan= [ ([ senasyan= [ ([ o) a

2. Betrachte eine kompakte Kreisscheibe, K = B,.(0). Wir rechnen:
vo(K) = [ 1d(z,y) = [ (f” 1dx) dy=2[" /r —ydy—m“ .

1.3 Messbarkeit, Nullmengen

Wir folgen [K2, §7.5-6]. Das Lebesgue-Integral liefert einen allgemeinen translationsinvarianten
und normierten Volumensbegriff.

Definition 1.3.1
Eine Menge A C R™ heifit (Lebesgue-)messbar, falls die konstante Funktion 1 iiber A integrier-
bar ist. In dem Fall ist das Lebesgue-Mafl von A, auch das n-dimensionale Volumen von A

genannt, gegeben durch
v (A) = / 1 dz.
A

Man setzt v, (0) = 0. Im Fall n = 2 spricht man auch vom Flicheninhalt von A.

Beispiele 1.3.2.

1. Nach Satz [1.2.13|sind offene beschrinkte Teilmengen des R™ und kompakte Teilmengen
des R™ messbar.
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2. Sei g : [a,b] — Rs¢ stetig. Dann ist die Menge
A= {(z,y) € R®|lz € [a,b],0 <y < g(x)}

der Punkte unter dem Graphen von g kompakt und somit nach Satz|1.2.14/ messbar. Nach

Beispiel [1.2.15] gilt
9(x) b
v9(A) = / / ldy | dz = / g(x)dx
[a,b] 0 a

3. Vereinigungen A = @1 U ... U @, endlich vieler Quader @); C R™ sind messbar. Ohne
Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass die Quader disjunkt sind. Wir nennen eine
solche Teilmenge des R™ ab jetzt eine Figur.

Lemma 1.3.3.

1. Eine Ausschopfung einer Menge A ist eine aufsteigende Folge A; C Ay C ... von Teil-
mengen Ay C A mit A = U2, Ag.

Jede offene Teilmenge U C R™ hat eine Ausschopfung (Ay) durch Figuren.

Die offene Teilmenge U ist genau dann messbar, wenn die Folge v(Ay) der Volumina der
Figuren beschrankt ist. In dem Fall gilt

v(U) = lim v(Ag) = supv(Ag) .

k—o00

2. Analog gilt: fiir jedes Kompaktum K C R™ existiert eine absteigende Folge A; D A; D ...
von Figuren, so dass K = NA,. Mit jeder solchen Folge gilt

v(K) = lim v(Ag) = info(Ay) .

k—oo

Beweis.

1. Betrachte die in U enthaltenen Quader mit rationalen Mittelpunktskoordinaten und ra-
tionalen Kantenléngen. Dies ist eine abzéhlbare Menge; wéhle eine Abzéahlung @1, Q, . . ..
Offenbar ist ihre Vereinigung U°, Q) = U. Dann bilden die Figuren Ay := Q1 U...Qy ei-
ne Ausschopfung von U. Die Folge der charakteristischen Funktion 14, ist dann monoton
wachsend und konvergiert punktweise gehen die charakteristische Funktion 1.

Wir nehmen erst an, die offene Menge U sei messbar. Dann folgt aus 14, < 1y, dass

Ak m/l,qk /1Ud—ef1) < Q0.

Also ist die Folge (v(Ag)) beschrankt und konvergiert als monoton wachsende Folge.

Ist umgekehrt die Folge (v(Ay)) beschrénkt, so ist die Folge der Integrale ([ 14,dz) von
Treppenfunktionen beschrankt. Nach dem kleinen Satz[1.2.10| von Beppo Levi folgt

—00

v(U) def/lUd:U— lim [ 14,dx .
v(Ag)
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2. Man wihle einen offenen Wiirfel W O K und eine Folge (Bj) von Figuren, die die
offene Menge W \ K ausschopft. Die Komplemente Ay := W\ By, sind Figuren mit der
gewiinschten Figenschaft.

O

Beispiel 1.3.4 (Smith-Volterra-Cantor-Menge).
Wir konstruieren induktiv eine Teilmenge des Einheitsintervalls [0, 1]. Dazu setzen wir Ay :=

1
[0,1]. Um A; zu erhalten, entfernen wir ein offenes Intervall der Lange 1 um die Mitte von Ay.

Es verbleiben zwei abgeschlossene Teilintervalle. Um A, zu erhalten, entferne aus jedem dieser
Teilintervalle ein offenes Intervall um die Mitte der Lénge 1/16. So fahrt man fort und fir A,

1
entfernt man 2"~ ! Intervalle der Linge =5 aus den Mitten der existierenden 271 Teilintervalle.

Wir schreiben die so erhaltene Smith-Volterra-Cantor-Menge als Durchschnitt der abge-
schlossenen Mengen Ay, d.h. A = () Ay. Somit ist A abgeschlossen und beschrankt, also kom-
pakt und somit nach Satz [1.3.2,1 melbar. Es folgt wegen

n

1 1 1
_ k—1 _ _
(A =1-) 2 ﬁ—l—zﬁ—l—g ok
k=1 k=1 k=0

mit dem vorangegangen Lemma [1.3.3|2

1 1

Da Mafle eine grofle Rolle spielen, wollen wir uns etwas allgemeiner mit ihnen beschéftigen.

Definition 1.3.5
Eine Menge A von Teilmengen einer Grundmenge §2 heifit o-Algebra, wenn gilt

1. Die Grundmenge ) ist im Mengensystem A enthalten, Q2 € A.
2. Mit jeder Menge A € A ist auch ihr Komplement Q\ A im Mengensystem A, i.e. Q\ A € A.

3. Abzéhlbare Vereinigungen von Mengen A; € A sind wieder in A: es gilt U, A; € A.

Bemerkungen 1.3.6.

1. Aus den Bedingungen 1. und 2. folgt, dass eine o-Algebra A immer das Komplement von
Q, also die leere Menge () enthélt.

2. Aufgrund der Eigenschaft 2. kann man in Eigenschaft 1. alternativ zu Q € A auch ) € A
fordern.

3. Wihlt man in Bedingung 3 die Mengen A,, = ) fiir alle m > n, so folgt, dass die endliche
Vereinigungsmenge A; U As U --- U A, in A enthalten ist.

4. Nach den de Morgan’schen Gesetzen folgt, dass A auch abgeschlossen unter abzéhlbaren
und endlichen Durchschnitten ist.

Beispiele 1.3.7.

1. Fiir jede beliebige Menge 2 ist {0, 2} die kleinste und die Potenzmenge P(2) die grofite
mogliche o-Algebra mit €2 als Grundmenge.
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2. Fiir jeden topologischen Raum (2 ist die Borel-Algebra definiert als die kleinste o-Algebra,
die die offenen Teilmengen von (2 enthélt. (Sie enthédlt dann auch als Komplemente alle
abgeschlossenen Teilmegen.)

Die o-Algebra der Borelschen Teilmengen der reellen Zahlen enthélt unter anderem alle
Intervalle.

3. Es seien © und Q' zwei beliebige Mengen, A’ eine o-Algebra in ' und T: Q@ — € eine
Abbildung. Dann ist T-!(A’) := {T~*(A4’) mit A’ € A’} eine o-Algebra in (.

Definition 1.3.8

1. Es sei A eine o-Algebra iiber einer nicht-leeren Grundmenge (). Eine Funktion y : A —
[0, 0] heiBit ein MaB auf A, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) p(0) = 0.
(b) o-Additivitat: Fiir jede Folge (Ap)nen paarweise disjunkter Mengen aus A gilt
1 (Unsy An) = 2202 1(An).

Fiir A € A heifit die reelle Zahl (A) das MaB der Menge A.

2. Das Tripel (2, A, i) wird MaBraum genannt. Das Paar (2, A) bestehend aus der Grund-
menge und der darauf definierten o-Algebra heifit messbarer Raum.

3. Das Mafi p heift WahrscheinlichkeitsmaB (oder normiertes MaB), wenn zusétzlich
u(2) = 1 gilt. Ein MafBraum (2, A, u) mit einem Wahrscheinlichkeitsmafi p heifit
Wahrscheinlichkeitsraum. Die Grundmenge €) heifit Ergebnisraum und enthélt als Ele-
mente die moglichen Ergebnisse, die ein Wahrscheinlichkeitsexperiment liefern kann. Die
o-Algebra A enthélt die Ereignisse, denen eine Wahrscheinlichkeit zwischen 0 und 1 zu-
geordnet werden kann. In dieser Anwendung nennt man auch 2 € A das sichere Ereignis
und ) € A das unmégliche Ereignis.

Beispiele 1.3.9.

1. N-facher Miinzwurf. Setze M := {0,1}. Der Ergebnisraum ist das N-fache kartesische
Produkt Q := M*¥; der Ereignisraum ist die die o-Algebra, die durch die Potenzmenge
gegeben ist. Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist pu(A) = |A|/2V.

2. Eine wichtige Verallgemeinerung auf Wahrscheinlichkeitsrdume mit endlichem Ergebnis-
raum ) sind Gleichverteilungen. Hier ist die o-Algebra der Ereignisse A = P(€2) und das

Wabhrscheinlichkeitsmaf ist p(A) = ||Qi|‘ fir A C Q.

3. Wir kénnen im Moment noch nicht alle Nachweise fiihren, dass das Lebesgue-Mafl ein
Maf ist, z.B. die o-Additivitéit zeigen.

Bemerkungen 1.3.10.

1. Fiir jedes Maf gilt: sind A, B € A messbar, so folgt aus der disjunkten Zerlegung AUB =
(A\B)U(ANB)U(B\ A) wegen der o-Additivitét, dass p(AUB) = pu(A)+u(B)—u(ANB).

2. Im Falle des Lebesgue-Mafles ergibt sich dies auch, indem man die Beziehung 14,5 =
14 + 1 — 1anp integriert. (Fiir den Durchschnitt gilt 1405 = 14 - 15.)
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3. Jedes MafB ist monoton: aus A C B folgt wegen der disjunkten Zerlegung B = AU(B\ A),
dass

1(B) = (A) + (B \ A) = p(A) .

4. Fiir das Lebesgue-Maf folgt dies auch aus der Ungleichung 14 < 1p fiir A C B wegen
der Monotonie des Integrals.

5. Allgemeiner gilt: Ist f integrierbar iiber A und B eine messbare Menge, so ist f auch
iiber AN B integrierbar. Es gilt
YRREYAE
ANnB A

Denn f4 und 1p sind integrierbar und 1z ist beschrinkt, so dass nach Korollar [1.2.6/4
auch die Funktion fang = fa - 1p integrierbar ist.

Bemerkung 1.3.11 (Berechnung von Volumina).
1. Sei A C RP x R?. Bezeichne wieder fiir y € R? die Schnittmenge mit A,. Dann liefert der
kleine Satz von Fubini [1.2.14] fiir die charakteristische Funktion 14

Uprq(A) = /Rq up(Ay)dy

2. Daraus folgt das Cavalierische Prinzip: zwei messbare Mengen A, B haben das gleiche
Volumen, wenn ihre Schnittmengen A, und B, fiir alle y € R? das gleiche Volumen
haben, v,(A,) = v,(By).

Beispiele 1.3.12.
1. Zylinder
Sei B C R"! eine kompakte oder beschriankte offene Menge. Dann heifit die Menge

A=Bx|[0,h] CR"

der Zylinder mit Basis B und Hohe h. Alle Schnittmengen haben v,_1(4,) = v,_1(B),
daher ist

h
v (A) = /0 Un—1(B) =h-v,_1(B) .

2. Volumen von (allgemeinen) Kegeln:
Sei wieder B C R"! eine kompakte oder beschriinkte offene Menge. Dann heift

K(B,h) :={(x,y) e R"|y € [0, h],z € (1 - %) B}
der Kegel mit Basis B und Hohe h. Fiir y € [0, h] ist die Schnittmenge

Ay:(1—%)-32{(1—%).5\563},

Es gilt nun allgemein fiir beliebige Skalierungsfaktoren sy, ..., s, € (0,00) und eine belie-
bige integrierbare Funktion f

/ f(s121,. .., 802p) do =575 ! / f(z)da
Daher hat A, das n — I-dimensionale Volumen (1 — #)"~'v, _;(B) und wir finden

) = [y s (B =D = S (B)
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3. Ein wichtiger Spezialfall ist der Standardsimplex:

A= {z e R"|0 < mi,in <1}.

i=1
Wir finden v, (A') = v(]0,1]) = 1 und induktiv mit der Formel aus Beispiel 2.

1 1
Un(An) = E'U(An_l) = H .

4. Volumen einer (Halb-)Kugel nach Archimedes
Wir benutzen das Calvalierische Prinzip: eine Halbkugel vom Radius r hat das gleiche
Volumen wie ein Kreiszylinder vom Radius r und Hohe r mit ausgeschnittenem (auf
die Spitze gestellten) Kegel, denn die Schnittmengen A, und B, sind Kreisringe bzw.
Kreischeiben mit Fldcheninhalt m(r? — y?). Damit ist das Volumen der Halbkugel

2
v = v(Kreiszylinder) — v(Kegel) = 1 — Tp2p = Zppd

3 3

Definition 1.3.13
Eine Teilmenge N C R™ heifit (Lebesgue)Nullmenge, wenn sie eine der beiden folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt :

1. N ist messbar mit v,(N) =0

2. Fiir die charakteristische Funktion gilt ||1x]|; = 0

Beweis.
Zum Beweis der Aquivalenz bemerken wir: es folgt 2. aus 1. da

Lemma def
Iy :m/lNdx e, (N) = 0.

Fiir die umgekehrte Richtung betrachte die konstante Folge von Treppenfunktionen mit der
konstanten Funktion Null, ¢, = 0 fiir alle £ € N. Sie approximiert die charakteristische Funktion
1y beziiglich der Halbnorm ||.||;, denn es gilt

H].N — ngHl = H]-NHI =0 fir alle k € N .

Also ist die charakteristische Funktion 1y integrierbar und somit die Menge N messbar. Es gilt

v(N)lm:m/lNdx@lim opdr =0,

k—o0 Rn

wobei wir erst die Definition des Volumens und dann die Definition des Integrals verwendet
haben. O

Bemerkungen 1.3.14.

1. Jede Teilmenge A C N einer Nullmenge N ist Nullmenge, denn aus 0 < 1, < 1y folgt
wegen der Monotonie [1.2.6/4 des Integrals |[14][1 < [|[1n]: = 0.
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2. Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge. Denn aus N = J;—, Nj,
mit Nullmengen Nj, folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung [1.1.13]3

vl <Y lwlh =0
k=1

Insbesondere ist jede abzihlbare Vereinigung | J,-, Q) mit ausgearteten Quadern @y, eine
Nullmenge. Jede abzéhlbare Teilmenge des R™ ist daher eine Nullmenge. Insbesondere
ist @ C R eine Nullmenge. Es gibt aber auch {iberabzdhlbare Nullmengen, etwa die
Cantormenge. Diese ist iterativ definiert: aus dem Intervall A, := [0, 1] entfernt man das
mittlere Drittel und erhélt zwei Intervalle der Léange 1/3. Aus jedem dieser Intervalle
entfernt man jeweils wieder das mittlere Drittel und erhélt so 4 Intervalle der Lénge 1/9.
So erhélt man 2™ Intervalle der Lénge 1/3™ im n-ten Schritt. Man erhélt so eine Nullmenge
mit der gleichen Machtigkeit wie die der reellen Zahlen.

3. Sei A C R"! eine abgeschlossene oder offene Menge und ¢ : A — R eine stetige Funktion.
Dann ist der Graph I' von g eine Nullmenge.

Denn schreibe A als abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen: eine abgeschlossene Men-
ge konnen wir als abzdhlbare Vereinigung der Schnitte AN B, (0), wobei n € N, mit abge-
schlossenen Kugeln schreiben. Im Fall einer offenen Menge betrachten wir abgeschlossene

Kugeln um Punkte in U mit rationalen Koordinaten.

Wir konnen also A als kompakt annehmen. Dann ist der Graph als Bild der stetigen
Abbildung
A — R

a = (a,g(a))
kompakt. Es folgt nach dem kleinen Satz von Fubini [1.2.14

)= [ ([rea)ase= | ( /gj:’ my) g —

N—————
=0

4. Damit ist auch jede Hyperebene als Graph einer affinen Funktion eine Nullmenge. Jeder
kompakte Teil einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ mit k < n ist eine
Nullmenge, da jeder Punkt eine Umgebung besitzt, die sich als Graph einer Funktion
schreiben lasst.

Definition 1.3.15 ["fast iiberall”,”fast alle”]
Sei E eine Figenschaft, so dass fiir jeden Punkt x € R™ erklart ist, ob x diese Eigenschaft hat
oder nicht.

Beispiele fiir solche Eigenschaften:

e Gegeben eine Funktion f : R* — C U {oo}, ist die Eigenschaft, dass f den Wert oo
annimmt.

e Gegeben zwei Funktionen f,g : R® — C U {oo}, so ist die Eigenschaft F in z, dass
f(x) = g(z) gilt.

Wir sagen, dass F fast iiberall gilt oder dass fast alle Punkte z € R™ die Eigenschaft haben,
wenn die Menge aller Punkte, fiir die E nicht gilt, eine Nullmenge ist.
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Satz 1.3.16.
Jede Funktion f : R" — C U {oco} mit ||f]|1 < oo ist fast iiberall endlich.

Beweis.

Wir miissen zeigen, dass N := {z € R"|f(z) = oo} eine Nullmenge ist. Dafiir beachte, dass fiir
jedes € > 0 gilt 1x(x) < €| f(z)|. Denn ist x € N, so ist 1 < ¢|f(x)| = oo; ist & N, so ist
0 < ¢|f(x)|. Damit ist aber wegen der Monotonie der Halbnorm || - ||

e—0

v(N) = linlly <ellfll =0,

da || f]|1 nach Voraussetzung endlich ist. O

Satz 1.3.17 (Modifikationssatz).
Seien f,g: R" — CU {oo} zwei Funktionen, die fast iiberall gleich sind. Dann ist mit f auch
g integrierbar und es gilt [ f = [ g.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Konigsberger.

Bemerkungen 1.3.18.

1. Zu jeder integrierbaren Funktion f auf R™ existiert eine Funktion f , die fast iiberall mit
f iibereinstimmt und nur Werte # oo annimmt. Dazu setze

iy . ) fle) i fz) # oo
1o fir f(z) =00

2. Man kann sogar mit fast {iberall definierten Funktionen arbeiten: sei N eine Nullmenge
und f: R"\ N — CU{co}. Man sagt dann, f sei iiber R™ integrierbar, wenn irgendeine
Fortsetzung f : R* — C U {oc} von f iiber R” im Sinne der urspriinglichen Definition
integrierbar ist.

3. Fir f: R" - CU{oco} gilt: ||f|l1 = 0 genau dann, wenn f = 0 fast {iberall gilt. Denn
verschwindet f auflerhalb einer Nullmenge, so ersetze f durch die konstante Funktion 0
und wende den Modifikationssatz

171 = [ 17107 [ oar =0

an. Sei umgekehrt || f||; = 0. Schreibe dann
N :={z e R"[f(z) # 0}
als Vereinigung der abzahlbar vielen Mengen
Ny ={x eR"||f(x)| > 1/k } .
Nun gilt 1y, < k|f| und daher
v(Ne) = 1wl < Kl fll =0

also sind alle Mengen N, Nullmengen. Somit ist N als abzdhlbare Vereinigung von Null-
mengen nach Bemerkung [1.3.14]2 wieder eine Nullmenge.
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4. Demnach ist L'(R") := {f : R* — C U {oo} integrierbar} mit |.||; kein normierter
Vektorraum. Stattdessen ist der Quotientenvektorraum

LY(R™) := LYR")/N mit N := {f : R" — CU {oo}|f = 0 fast iiberall }
ein normierter Vektorraum mit Norm: | f + N1 := || f|:. Hierbei folgt die Wohldefi-

niertheit der Norm aus dem Modifikationssatz und die Normeigenschaft aus 2.

Es gilt fr — f in LY(R") fiir Funktionen fz, f : R® — C U {co} , genau dann wenn
If = filli = 0. f heifit L'-Grenzwert und ist als Funktion nur bis auf ein Element von
N bestimmt.

Wir wollen noch abschlieBend Nullmengen charakterisieren:

Satz 1.3.19 (Geometrische Charakterisierung von Nullmengen).
Eine Menge N C R" ist genau dann Nullmenge, wenn es zu jedem e > 0 abzihlbar viele Quader

Q1,Qo, ... gibt, so dass

N C UQk und Zv(@k)<€.
k=1 k=1

Zum Beweis brauchen wir zwei Sachverhalte, fiir deren Beweis wir auf das Buch von Kénigs-
berger verweisen:

Lemma 1.3.20.

1. Ist N C R" eine Nullmenge, so gibt es zu jedem € > 0 eine me3bare offene Menge U mit
N CcUund v(U) <e.

2. Jede offene Menge U C R"™ ist eine Vereinigung abzdhlbar vieler kompakter Wiirfel
Wi, Wy, ..., die hochstens Randpunkte gemeinsam haben. Ist U meBbar, so gilt aulerdem:

o(U) = 2w

o0
i=1
Bewelis.

e Sei N C R” eine Teilmenge mit der Eigenschaft, dass es zu jedem € > 0 solche Quader
gibt. Aus N C U2 Q) folgt 15y <> 77 1¢, . Hieraus folgt

Inll <> g lh =D v(@i) <e
k=1 k=1

fir alle € > 0 und somit ||1y]|; = 0. Damit ist N nach Definition eine Nullmenge.

e Fiir eine Nullmenge finden wir zu gegebenem ¢ > 0 mit Hilfe von Lemmal(l.3.20} 1 zunéchst
eine offene Menge U mit N C U und v(U) < e. Fiir U finden wir dann mit Hilfe von
Lemma|1.3.20}2 die Uberdeckung mit Quadern.

Korollar 1.3.21.

Sei K kompakt und f : K — C beschrinkt. Es existiere eine Nullmenge N C K mit der
Eigenschaft, dass die Einschrénkung f|x\n auf das Komplement von N stetig ist. Dann ist f
iiber K integrierbar.
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Beweis.

Sei M eine obere Schranke fiir f auf K. Sei ¢ > 0. Nach Lemma [1.3.20/1 gibt es eine offene
Menge U mit N C U und v(U) < ;7. Die Einschrankung von f auf K\ U ist nach Voraussetzung
stetig, also integrierbar. Wéhle eine Treppenfunktion ¢ mit || fx\v — ¢||1 <.

Ferner ist || fy|1 < Mv(U) < e. Somit folgt

1fre =l < Wi = @l + 1 fulls < 2¢ .

Also ist f integrierbar. O

Das Lebesgue-Integral hat die wichtige Eigenschaft der Translationsinvarianz:

Satz 1.3.22.
Sei f eine integrierbare Funktion auf R” und @ € R™. Dann ist auch die durch f,(z) := f(z—a)
definierte Funktion integrierbar und es gilt

fodx = fdx .
Rr R®
Beweis.
Das Volumen von Quadern ist translationsinvariant, v(Q + a) = v(Q). Damit gilt die Behaup-
tung fiir Treppenfunktionen und somit fiir Hiillreihen. Damit ist ||g4||1 = ||g]1 fiir jede Funktion

g. Wenn die Folge (o) von Treppenfunktionen die Funktion f L!-approximiert, so approximiert
die Folge (¢q%) von verschobenen Treppenfunktionen f,. Also ist f, integrierbar mit Integral

/fad:c L Jim /gpmdx = lim /gpkdx d:ef/fdx.
k—o0 k—o0

(]
Korollar 1.3.23.
Ist A C R" messbar, so ist auch die Menge a + A messbar, und es gilt v(a + A) = v(A).
Beweis.
Es gilt
olat Y s = [0, [ 1% o).
O

Bemerkungen 1.3.24.

1. Man kann zeigen, dass das Lebgesgue-Maf das eindeutige translationsinvariante Maf3 auf
R"™ ist, fiir das der Einheitswiirfel Volumen 1 hat.

2. Es gibt kein translationsinvariantes normiertes Mafl auf R mit ([0, 1]) = 1, das fiir alle
Teilmengen von R definiert ist.

Dazu wihle ein Reprisentantensystem A C [0, 1] des Quotienten R/Q. Dann ist R eine
abzéhlbare disjunkte Vereinigung

R:UquA.
q€Q
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Wiirde p(A) = 0 gelten, so wire u(R) = >~ o u(A) = 0. Wir nehmen also p(A4) > 0 an.
Dann ist

p€(0,1]NQ

als Maf} einer disjunkten Vereinigung unendlich vieler Mengen endlichen Volumens un-
endlich. Andererseits ist Upco1jno(® + A) C [0,2] und muss wegen der Monotonie des
Mafes einen Inhalt kleiner als 2 haben.

Man beachte, dass in diesem Beweis bei der Konstruktion der Menge A das Auswahlaxiom
eingeht. Nicht-messbare Funktionen kann man nur {iber das Auswahlaxiom konstruieren.

1.4 Vollstéindigkeit von L'(R"), Konvergenzsitze
Wir folgen weiter [K2], 8.1-8.3].

Definition 1.4.1

1. Eine Folge von Funktionen f; : R® — C U {oo} heiit konvergent gegen eine Funktion f
und diese heifit ein L'-Grenzwert der Folge (f}), wenn

k—oo
Ifr = flh =0

2. Eine Folge von Funktionen f, : R — CU {oo} heiit L'-Cauchy-Folge, wenn es zu jedem
e >0 ein N € N gibt, so dass

|fx = filh <e fiir alle k,1 > N.

Bemerkungen 1.4.2.

1. Der L'-Grenzwert ist nicht eindeutig. Sind aber f und f beide L!-Grenzwerte, so gilt
wegen der Dreiecksungleichung ||f — f|; = 0. Also unterscheiden sich f und f nur auf
einer Nullmenge. Auch die Umkehrung dieser Aussage gilt.

2. Grenzwertbildung ist mit Summen und skalaren Vielfachen vertriglich.

3. Wie fiir Zahlenfolgen zeigt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass L!'-konvergente
Folgen auch Cauchy-Folgen sind.

Theorem 1.4.3 (Riesz-Fischer).

1. Der Quotientenraum L'(R™) auf Bemerkung |1.3.18\4 ist ein Banachraum:
Ist (fx) eine Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen, dann existiert eine Funktion f €

LYR™) mit f, =5 f in L. Dabei ist

/ﬂng&/ﬁm.

2. Eine geeignete Teilfolge von (f;) konvergiert fast iiberall punktweise gegen die Grenz-
funktion f.
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Beweis.
Wir wihlen eine Teilfolge (fx, ), der Cauchy-Folge aus, so dass

I fs = frlli <27 fiir alle k > k, .
Wir setzen

G = frr — fr, wd  g:=> g,
v=1

Dann gilt nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

ol < D M fevs = Fll <327 =1
v=1 v=1

Nach Satz [1.3.16]ist somit die Menge
N :={z € R"|g(z) = oo}

eine Nullmenge. Die Reihe g konvergiert also fast iiberall absolut. Fiir x € N ist auch wegen
der absoluten Konvergenz f, (z) # oo.
Wir definieren eine Funktion f durch

flz) == lim, o0 fio, () = fr (@) + D> 00 gu(x)  fira g N
. 0 firx e N

Nach Konstruktion konvergiert die Teilfolge (fx,) fast iiberall punktweise gegen f. Nun priift
man noch, dass f, — f in L! gilt. Sei dazu € > 0. Sei ein Index p so gewiihlt, dass

Z lgulli <€ und  |[fy — fi, |1 <€ fiirallek >k, .
v=p

Da nach Voraussetzung f;,, integrierbar ist, finden wir auch eine Treppenfunktion ¢ mit || fz, —
¢|l1 < e. Damit gilt

1f =l < If = Filli+ 11fe, — el < 1D gl +€ < 2e.

v=p

Also liegt f € L(R™). Aus der Ungleichung folgt weiter

[ fae= [ el < [ 17 = 5ilas ™5 = gl

und somit [ fdz = limy_e [ frdz. O

Beispiel 1.4.4.

Man kann im Theorem von Riesz-Fischer [I.4.3| nicht auf die Auswahl einer Teilfolge verzichten,
um punktweise Konvergenz zu erreichen. Betrachte etwa die folgende Funktionenfolge, auch
“wandernder Buckel” genannt: schreibe k£ € N eindeutig als k = 2" 4+ ¢ mit 0 < g < 2”. Sei

Iy = [q2_y7 (q + 1)2_11} und fk = 11k :

Dann gilt [|fx]l1 = [ fede = 277 — 0. Aber an keiner Stelle geht fi(z) nach Null, da immer
wieder immer kleinere Buckel auftauchen.
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Korollar 1.4.5.
Jede Funktion f € £Y(R") ist L'-Grenzwert einer Folge (o) von Treppenfunktionen mit:

(1) 2 llerra — ¢l < oo,
(ii) (¢x) konvergiert fast iiberall punktweise gegen f.

Beweis.

Da f integrierbar sein soll, gibt es eine Folge (;) von Treppenfunktionen mit || f — ¢x|l1 — 0.
Nach dem Beweis des Satzes von Riesz-Fischer erhalten wir eine Teilfolge (¢5) mit der Eigen-
schaft (i), die fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, wobei f+N = f+ N
in L'(R") := LY(R")/N. Daraus folgt die zweite Eigenschaft. O

Wir dehnen nun den kleinen Satz von Beppo Levi von Treppenfunktionen auf integrierbare
Funktionen aus.

Theorem 1.4.6 (von Beppo Levi von der monotonen Konvergenz).

Sei (fx) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen R® — R U {oo}. Sei die
Funktion f durch f(z) = lim fx(z) als punktweiser Grenzwert definiert. Dann ist f genau dann
integrierbar, wenn die Folge der Integrale ( f fkdx) beschréankt ist. In diesem Fall gilt:

/fdx: lim /fkdx
k—o0
Beweis.

Die Bedingung, dass die Folge ( J fkdx) beschrénkt ist, ist notwendig fiir die Integrierbarkeit
der Grenzfunktion wegen der Ungleichungen [ fidz < [ fdz.

Sei umgekehrt die Folge der Integrale beschrénkt. Da sie monoton ist, konvergiert sie. Zu
jedem € > 0 gibt es also einen Index N, so dass fiir alle m > k > N gilt

/fmdx—/fkdx<e.

Es folgt wegen der Monotonie von (f), dass

= el [ 1= fulde = [ g~ [ o <c.

Also ist (fz) ist eine L'-Cauchy-Folge.

Nach dem Theorem von Riesz-Fischer m gibt es einen L!'-Grenzwert f € £'. Es existiert
eine Teilfolge mit f, — f fast iiberall. Fast iiberall gilt somit f = f, so dass nach dem
Modifikationssatz [1.3.17] auch f integrierbar ist. O

Bemerkungen 1.4.7.
1. Wir erinnern an den Begriff der Ausschépfung aus Lemma w Eine Ausschopfung
einer Menge A ist eine aufsteigende Folge A; C Ay C ... von Teilmengen Ay C A mit
A= Uiil Ap.
Sei (Ag) eine Ausschopfung einer Menge A C R™ und f eine Funktion auf A C R", so
dass f iiber jedes A integrierbar ist.

Dann ist f genau dann iiber A integrierbar, wenn die Folge der Integrale ([ A | f|dx)
beschrénkt ist. In diesem Fall gilt

fdzr = lim fdz .
/

k—o0 Ak:
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Denn ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar und es gilt wegen A, C A

/AkIfIS/A\f!-

Ist umgekehrt die Folge der Integrale beschrédnkt, so zieht man sich nach Abénderung
auf einer Nullmenge auf positive, reelwertige Funktionen zuriick. Dann ist die Folge (fa,)
monoton wachsend mit Grenzfunktion f,. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt, dass
fa integrierbar ist.

2. Wir betrachten den Spezialfall der Funktion f = 1: es ist dann die Teilmenge A genau
dann messbar, wenn die Folge v(Ay) der Volumina fiir eine Ausschopfung durch messbare
Mengen beschrénkt ist. In diesem Fall gilt v(A) = sup v(Ay).

3. Ist B = |J;-, By, abzéhlbare Vereinigung paarweise disjunkter messbarer Mengen Bj, C
R™ mit )~ v(Bg) < oo, so ist B messbar mit Lebesgue-Mal Y. v(By). Betrachte
hierzu die Ausschopfung Ay := By U...U By, der Vereinigung U2, By.

Theorem 1.4.8 (von Lebesgue von der majorisierten Konvergenz).

Sei (fx) eine Folge integrierbarer Funktionen auf R”, die fast {iberall punktweise gegen eine
Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare Funktion F' mit |fy| < F fiir alle k. Eine
solche Funktion heifit Majorante der Funktionenfolge f.

Dann ist die Grenzfunktion f integrierbar, und es gilt

[ f@do =t [ o)

Beweis.

e Da F integrierbar ist, ist die Menge, auf der F/(x) = oo gilt, nach Satz eine Null-
menge N'. Die Menge der z € R", fiir die fi(z) nicht gegen f(z) geht, ist nach dem
Satz von Riesz-Fischer [I.4.3 ebenfalls eine Nullmenge N”. Wir dndern auf der Nullmenge
N := N’"U N” die Funktionen f;, f und F' ab, indem wir 0 als Funktionswert setzen.
Die Integrierbarkeit, die Ungleichung |fx| < F und die Werte der Integrale bleiben un-
verdndert. Wir konnen daher annehmen, dass alle Funktionswerte endlich sind.

e Wiederum kénnen wir annehmen, dass die Grenzfunktion f reellwertig und nicht-negativ
ist.

o Wir betrachten die Funktion g := sup;s,{fi}. Fiir jedes feste k ist die Funktionenfolge
Gk =max(fr, ..., fory) mit v=0,1,2,...

monoton wachsend und konvergiert gegen die Funktion g,. Die Funktionen g, sind als
Maxima integrierbarer Funktionen integrierbar nach Korollar [I.2.7]2 und die Folge ihrer
Integrale ist durch f F beschrinkt. Nach dem Satz von Beppo Levi folgt, dass alle
Funktionen g integrierbar sind:

|/gk| = |th§o/9kwdx| < /Fd:p.
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e Auf die monoton fallende Folge (gx), die gegen f konvergiert, und deren Integrale nach
der Abschitzung durch [ Fdz beschrinkt sind, kénnen wir wieder den Satz von Beppo
Levi anwenden. Also ist auch f integrierbar und es gilt

/f(x)dx = lim [ gp(x)dx .

k—o0

Analog betrachtet man noch die Funktion g; := inf{f; | ¢ > k} und erhélt die Aussage

/f(x)dx = kh_{l(f)lo/gZ(m)dx .

Aus g; < fi < gi folgt nun die Aussage.
O

Wir haben nun Hilfsmittel, um integrierbare Funktionen zu identifizieren. Dafiir brauchen
wir die folgenden Begriffe.

Definition 1.4.9
1. Eine Menge A C R heifit o-kompakt, wenn sie eine Vereinigung abzéhlbar vieler kompak-
ter Mengen ist.

2. Sei A C R" eine o-kompakte Menge. Eine Funktion f : A — C U {oco} heifit
lokal-integrierbar, wenn sie iiber jede kompakte Teilmenge K C A integrierbar ist.

Bemerkungen 1.4.10.

1. Beispiele o-kompakter Mengen sind alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen des
R™ sowie Durchschnitte von abzéhlbaren Vereinigungen von solchen Mengen.

2. Jede stetige Funktion auf einer o-kompakten Menge ist nach Satz[1.2.13]2 lokal integrier-
bar.

Korollar 1.4.11.
Sei A eine o-kompakte Menge.

1. Majorantenkriterium:
Sei f: A — CU{oc} eine lokal-integrierbare Funktion, die eine iiber A integrierbare
Majorante F' habe, d.h. es gilt

|f(x)| < F(x) fast iiberall auf A.

Dann ist f iiber A integrierbar.

2. Sei f: A — CU{oc} integrierbar, g : A — C lokal-integrierbar und beschriankt. Dann ist
auch das Produkt f - ¢g integrierbar auf A.

3. Die Funktion f : U — C sei fast {iberall stetig auf der offenen Menge U C R"™ und habe
eine iiber U integrierbare Majorante F'. Dann ist f iiber der offenen Menge U integrierbar.

Beweis.
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1. Sei A =J,2, Ax, Ay C Ay C ... eine Ausschopfung durch kompakte Mengen Ay,. Die Fol-
ge der Funktionen (fa,) konvergiert dann punktweise gegen f4. Da alle Einschrankungen
fa, integrierbar sind und |fa,| < Fla, moglicherweise wieder nach einer Abédnderung auf
einer Nullmenge, folgt die Behauptung aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz

L48

2. Das Produkt f - g ist lokal integrierbar. Sei M Schranke von g, also M > |g(x)| fiir alle
x € A. Dann ist F':= |f| - M eine integrierbare Majorante des Produkts f - g.

3. Wegen des Majorantenkriteriums in Teil 1 reicht es zu zeigen, dass f lokal-integrierbar
ist. Die Integrierbarkeit iiber ein beliebiges Kompaktum folgt nun aus Korollar [1.3.21}

O

Beispiel 1.4.12.

Sei f integrierbar iiber R. Fiir jedes x € R hat die Funktion ¢ — f(t)exp(—ixt) wegen
|f(z) exp(—ixt)| = |f(z)| die integrierbare Majorante | f| und ist somit nach Korollar [1.4.11]3
iiber R integrierbar. Die durch das Integral definierte Funktion

f: R - C
T \/%_W/Rf(t)exp(—ixt)dt

heilt die Fourier-Transformierte von f.

Wir geben zum Schluss noch ohne Beweis den folgenden Satz an:

Satz 1.4.13 (Verallgemeinerter Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

Sei f eine differenzierbare Funktion auf dem kompakten Intervall [xg, x|, deren Ableitung be-
schrankt ist. Dann ist die Ableitung f’ Lebesgue-integrierbar iiber dem Intervall [xg, ], und es
gilt

f(@) = fxo) = f1(t)dt

[x()vx]
1.5 Parameterabhingige Integrale, der Satz von Fubini und der
Transformationssatz

Wir folgen [K2| §8.4,8.5,9.1-9.3].
Sei X ein metrischer Raum und 7" C RP. Es sei die Funktion

f: XxT — C
(z,t) = flz1)

iiber T integrierbar fiir jedes feste x € X. Wir definieren eine Funktion F' auf dem metrischen
Raum X durch die Integrale

F(x) ::/Tf(x,t)dt

Theorem 1.5.1 (Stetigkeitssatz).
Zusétzlich habe der Integrand f die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes feste t € T C RP? ist die auf dem metrischen Raum X definierte Funktion
x— f(x,t) stetig.
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2. Es gibt eine integrierbare Funktion ® : T"— R, so dass |f(z,t)| < ®(¢) fiir alle (z,¢) €
X x T gilt. (Man beachte, dass die Schranke unabhéngig von x € X sein muss.)

Dann ist die Funktion F(z) = [, f(z,t)dt auf X stetig.

Beweis.
Zu zeigen ist, dass fiir jede Folge (x) in X mit limy_ .z, = x gilt:

Wir betrachten fiir die Folge (z) in X die Folge der Funktionen

fkl T — C
fk(t) = f(xkvt>

Wegen Voraussetzung 1 gilt dann punktweise Konvergenz, also fiir jedes t € T'
lim fi(t) = lim f(z,t) = flo,1)
k—o00 k—o0

Nach Voraussetzung 2 gilt punktweise | fi| < @ fiir alle £ € N. Nach dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz folgt

kh_}rgo Tfk(t)dt:/Tf(a:,t)dt

Das heifit aber limy_,o F'(z5) = F(x). O

Beispiel 1.5.2 (Stetigkeit der Fourier-Transformierten).
Sei f integrierbar auf R, dann ist die Fourier-Transformierte aus Beispiel

f(x) = %2_7( / F(t) exp(—izt)dt

stetig. Denn die Funktion z — f(t)e ™" ist fiir jedes feste t € T stetig in x und ®(t) = |f(¢)|
ist eine von x unabhéngige integrierbare Majorante, da

|f(t) exp(—ixt)| = | f(£)] - |exp(—izt)| .

Theorem 1.5.3 (Differentiationssatz).
Neben den Voraussetzungen zu Beginn des Abschnitts sei jetzt X C R” eine offene Teilmenge.
Es habe f: X x T — C folgende Eigenschaften:

1. fiir jedes feste t € T ist die Funktion : z — f(x,t) stetig differenzierbar.

2. Es gibt eine integrierbare Funktion ® : T" — R mit

0
‘a—f(x,t)‘ < ®(t) firalle (z,t) e X xT und v=1,...,n.
Ty
Dann ist die Funktion F(x fT x,t)dt stetig differenzierbar. Ferner ist fir jedes z die

Funktion ¢t — 0, f(z,1) 1ntegrlerbar und es gilt

0 9
axy/Tf(:z:,t)dt:/Taxfy(:c,t)dt.
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Beweis.
Sei g € X und r > 0 so gewéhlt, dass B,.(zg) C X. Dies geht, da X offen ist. Sei (hy) eine
Nullfolge reeller Zahlen mit 0 < |hy| < r. Setze

f(l'k,t) — f(l'o,t)
hy '

Alle Funktionen ¢y, sind auf 7" integrierbare Funktionen. Fiir jedes t € T' gilt wegen der partiellen
Differenzierbarkeit von f

x =g+ hre, und @g(t) :=

: of
i l) = g, (00

Aus dem Schrankensatz der Differentiation folgt mit Voraussetzung 2
|ox(t)] < @(2) .

Da ® nach Voraussetzung 1 integrierbar sein soll, ist nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz die Grenzfunktion ¢ — aan(a:O, t) integrierbar und es gilt

k—oo T axl/

Wegen
F(xy) — F(xo)

/T pult)r = S

folgt daraus die partielle Differenzierbarkeit der Funktion F' und die Formel fiir die partielle
Ableitung des Integrals. O

Satz 1.5.4 (Newton-Potential).

Sei K C R? ein Kompaktum, p : K — R eine integrierbare Funktion, die die Interpretation
einer Ladungs- oder Masseverteilung haben kann. Das Newton-Potential zu p ist die Funktion
u:R*\ K — R mit

u(z) ::/ Mdy fiir v € R®\ K
w7 =yl

mit der durch

auf R™ definierten euklidischen Norm. Wir behaupten:

1. Die Funktion u ist harmonisch:

2. Fiir jeden Einheitsvektor a € R? gilt mit

Mr:/Kp(y)dy

dass

lim 7 - wu(ra) = M ,
r—00

was wir auch in der Form u(r) ~ M - £ schreiben.
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Beweis.
e Wir betrachten die Funktion

flz,y) = % fiir (x,y) € (R*\ K) x K .

Fiir jedes feste x € R3\ K ist die Funktion y — f(x,y) nach Korollar|1.4.11]2 integrierbar

auf K, da p integrierbar sein soll und da die Funktion =: — stetig und daher
r

2 =yl
auf dem Kompaktum K beschrinkt ist. Fiir jedes y € K ist x — f(x,y) zweimal stetig

differenzierbar auf R* \ K, also in der Variablen .

e Wir beweisen die C2-Differenzierbarkeit der Funktion u auf allen offenen Teilmengen von
R3\ K die von K einen Abstand € > 0 haben. Dies reicht aus.

0 1 1
ox, r 3

Wegen —(z, —y,) gilt

0 1
)| < ol

Man zeigt durch weiteres Ableiten die Abschéitzung

o2 f 4
- J <
Jz, 0, (I,y)‘ < Sle)l

Dies sind Abschétzungen gegen auf K integrierbare Funktionen, die nicht von x abhéngen.

Der Differentiationssatz ist also in beiden Féllen anwendbar; er liefert die C*-
Differenzierbarkeit von v und die Identitét

1
N Y T (. Y
wx lz =yl k _ \lz—yl2/

-~~~

=..=0

e Sei R > 0 so grofl gewihlt, dass K C BR(O). Fiir » > R ist dann ra € K und es gilt

= |
A A

g: [0,3R]xK — R

p(y)
(ty) = e

ru(ra) =

Die Funktion

ist fiir jedes y in ¢ stetig. Ferner ist |g(t,y)| < 2p(y) fiir alle (¢,y) € [0, 3R] x K. Mit dem
Stetigkeitssatz [I.5.1] folgt somit

lim ru ra —hm/ / dy .
Jim lim ||a—ty||2 P

Wir verallgemeinern nun den kleinen Satz von Fubini [1.2.14] von stetigen beschrankten
Funktionen auf integrierbare Funktionen.
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Theorem 1.5.5 (Allgemeiner Satz von Fubini).
Schreibe X :=RP und Y :=R9%. Es sei f: X x Y — CU {oo} integrierbar. Dann gilt

1. Fiir y € Y fast iiberall, d.h. aufler fiir ¢ in einer Nullmenge N C Y| ist die Funktion

X — Cu{oo}
= f(x,y)

iiber X integrierbar.

2. Setzt man fiir y € N

= /X f(z,y)dz

und F(y) := 0 fir y € N, dann ist die Funktion F': Y — C {iber Y integrierbar und es
gilt

flz,y)d(z,y) = /YF(y)dy-

XxY

Fiir diesen Sachverhalt schreiben wir auch

[ e = [ ([ s )a.
Xxyf(x,y)d(xay)z/X(/Yf(x,y)dy) dv .

Die rechte Seite ist ein iteriertes Integral.

Es gilt analog

Beweis.

e Schritt 1: Ist A C X x Y eine Nullmenge, so gibt es eine Nullmenge A" C Y derart, dass
fir y € Y\ A’ alle Schnitte A, = {z € X|(z,y) € A} Nullmengen sind. (Man beachte,
dass A, nicht fiir alle y € Y eine Nullmenge sein muss. Betrachte etwa die Nullmenge
A=RxQCRxR:fir alley € Q ist A, = R keine Nullmenge.)

Dies sieht man so:
Wir benutzen Satz(1.3.19, um zu gegebenen € > 0 abzéhlbar viele offene Quader @1, Qs . ..

zu finden, so dass
[o.¢]

ACUZ,Qr und Zv(@k) <€

k=1
Dann schreiben wir jeden Quader als Produkt, @ = Q) x Q},. Wir benutzen die Halbnorm
| - || beziiglich X, um die Funktion

a: Y — RU{oc0}
y = 14l

einzufithren. Aus

la, > Lo lgr(y)

schliefen wir mit Hilfe der verallgemeinerten Dreiecksungleichung

ZUP Q) 1Q”

k=1

36



Daraus folgt nach der Definition der Halbnorm || - ||¥" iiber Treppenfunktionen

lally <> va(@)vg(@1) =D va(Qi) <.
k=1 k=1

Also ist |la||¥ = 0. Es gibt nach Bemerkung |1.3.18/3 eine Nullmenge N C Y, so dass
a(y) = |[14,]li = 0 fiir jedes y € Y\ N. Dann ist aber fiir alle diese y die Schnittmenge
A, eine Nullmenge.

e Schritt 2: Reduktion auf den Fall von Treppenfunktionen
Nach dem Korollar zum Satz von Riesz-Fischer existiert eine Folge ¢, von Treppen-
funktionen auf X x Y mit den Eigenschaften wie in Korollar [I.4.5

1. ¢r — f punktweise auerhalb einer Nullmenge A C X x Y
2. Es gilt 3707 lowr1 — eulli < oo

Wegen Eigenschaft 1 und nach der Beschreibung von Nullmengen A C X X Y in Schritt
1 folgt:

(1x) Es gibt eine Nullmenge N’ C Y, so dass ¢i(-,y) — f(-,y) auBerhalb N’ punktweise.

Betrachte die Treppenfunktion

Hi(y) rz/ijH(x,y)—sok(w,y)de
>0

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen folgt

/ Hy(y)dy = / e (2, 9) — oulz, »)ld(@ ) = lore — ol
Y XxY

Aus Eigenschaft 2. folgt nun, dass
© > [ o)y =Y lloen — el < o0
k=1"7Y k=1

Die Folge der Partialsummen Z£:1 Hi(y) wichst monoton und die Integrale
Ik Zi:l Hyi(y)dy sind beschrankt. Nach dem Satz von Beppo Levi m ist die Funk-
tion Y ,-, Hj, integrierbar. Insbesondere gilt wegen Satz [1.3.16], dass Y .-, Hy(y) < oo
fiir alle y auBlerhalb einer Nullmenge N” C Y ist. Somit haben wir

(2x) Esgilt >, lox+1(,y)—or(, )| < oo fiir alle y auBerhalb einer Nullmenge N” C Y.

Also ist (¢(+,y)) eine L*-Cauchy-Folge auf X. Daher erhélt man fiir y ¢ N := N' U N”
nach Riesz-Fischer dass eine Teilfolge von (-, y) fast tiberall gegen eine integrier-
bare Funktion auf X konvergiert. Diese ist wegen Eigenschaft 2. gleich f(-,y) fast iberall.
Damit ist f(-,y) iiber Y integrierbar und Aussage 1. des Satzes gezeigt.

o Schritt 3: Aus dem Satz von Riesz-Fischer folgt auBlerdem fiir y € Y\ N:
() P = [ fade=tm [ e
X k—oo [x
i S
i (y)
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Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage des Satzes, setze

D (y) == /X iz, y)dx .

Dies sind Treppenfunktionen auf Y mit den Eigenschaften

(1y) Die Folge (®;) konvergiert auf Y\ N punktweise gegen F'. Dies ist die Aussage ().
(2y) Sore 1Prs1 — Prlli < oo. Dies folgt aus ().

Wegen (2y) ist (®},) eine L'-Cauchy-Folge von Treppenfunktionen auf Y. Nach dem Satz
von Riesz-Fischer konvergiert eine Teilfolge punktweise fast iiberall gegen eine inte-
grierbare Funktion auf Y. Wegen (1y) stimmt diese mit F iiberein. Folglich ist auch F
integrierbar iiber Y. Der Satz von Fiesz-Fischer liefert schliellich

Sy Fy)dy = limyo [i Pi(y)dy
llmk_>oo fXXY QOk(l’, y)d(.f, y)
= Jy.y fl@,y)d(z,y) [Eigenschaft 1. der o]

Aus dem Satz von Fubini folgt sofort: ist f iiber X x Y integrierbar, so gilt

[ ([ reva)ar= [ ([ sema)o.

Im Satz von Fubini haben wir vorausgesetzt, dass die Funktion auf X x Y integrierbar ist.
Der Satz von Tonelli gibt hierfiir ein Kriterium:

Theorem 1.5.6 (Satz von Tonelli).
Sei f: X xY — C eine fast iiberall stetige (oder lokal-integrierbare) Funktion. Dann ist f
genau dann iiber X X Y integrierbar, wenn wenigstens eines der iterierten Integrale

/Y(/X\f(:c,y)!dx) dy oder /X</y|f(x’y>’dy) dz

existiert. Damit ist z.B. fiir das erste Integral wie im Satz von Fubini gemeint, dass fiir jedes
y € Y auBerhalb einer geeigneten Nullmenge N C Y das Integral [, |f(z,y)|dz existiert und
dass die Funktion mit

Fly) = /X fley)lde firye Y\ N

und F(y) =0 fiir y € N iiber Y integrierbar ist.
In dem Fall gelten die Aussagen des Satzes von Fubini und die Vertauschungsregel.

Beweis.
Ist die Funktion f {iber X x Y integrierbar, so ist nach Satz auch die Funktion |f]
iiber X x Y integrierbar. Somit ist die angegebene Bedingung nach dem Satz von Fubini
notwendig.

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir, dass unter der angegebenen Bedingung |f| iiber
X x Y integrierbar ist. Nach dem Majorantenkriterium in Korollar [[.4.11}1 bzw. 3. ist dann
auch f {iber X x Y integrierbar und die Aussagen des Satzes von Fubini gelten.
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Sei dazu hy, := min(|f[,k - 1_gxn); die Funktion h; ist integrierbar: fiir eine lokal-
integrierbare Funktion f folgt dies aus der Definition[1.4.9]2, fiir eine fast iiberall stetige Funkti-
on aus Satz|[1.3.21] Die Folge hy konvergiert monoton wachsend gegen f. Die Folge der Integrale
ist beschrénkt:

[ [ e ™ [ ([ nepas)ay< [ ([ 1) a

und mit dem Satz von Beppo Levi folgt f € LY(X x V). O

Beispiel 1.5.7.
Aussage (und Voraussetzungen!) des Satzes von Fubini sind nicht erfiillt bei der Funktion

2 .2
£) = o

die nicht auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] C R? integrierbar ist:

/01 /01|f(x7y)|dydx_oo
—_—

Dies sieht man so:

/0 ()| dy > /0E eyl dy

x , @’
vzl To
2/ >—dy
0 2 l’_
2

1
1

Aber das Integral / —dz ist nicht endlich. In der Tat darf man hier auch nicht die Integrati-
0 T

onsgrenzen vertauschen: es ist

/01(/01(x2+5 dfﬂ)dy%/ (/ y)dy>dx.

Bemerkung 1.5.8.
Fiir Funktionen f: X — CU{oo} und g : Y — CU {oo} definiert man eine Funktion

f®g: XxY — CuU{co}
(z,y) — f(x)-9(y)

Sind die Funktionen f und g integrierbar, f € £1(X) und g € £1(Y), so ist f ® g integrierbar,
f®ge (X xY).

Man rechnet dies fiir Treppenfunktionen nach und approximiert dann f und g durch Treppen-
funktionen. Es gilt hierbei die Abschétzung || f®@gl[1,xxv < [|f[[1,xlgl[1,y, die man erhélt, indem
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man aus einer Hiillreihe von f und einer Hiillreihe von ¢ eine Hiillreihe von f ® g konstruiert.

Mit dem Satz von Fubini zeigt man schliellich:

[ resmeamicn= ([ o). ([

Es ist also z.B. die Funktion f(z,y) := 2P~ 'y?~! genau dann iiber das offene Quadrat (0, 1)?
integrierbar, wenn p > 0 und ¢ > 0.

Bemerkung 1.5.9.
Wir erinnern:

1. Seien U, U’ C R™ offen. Ein Diffeomorphismus T : U — U’ ist eine bijektive Abbildung,
so dass die Abbildungen 7" und 7! in jedem Punkt stetig differenzierbar sind.

2. Sei T : [a,b] — [«, ] Diffeomorphismus des Innern und ein Homéomorphismus auf dem
abgeschlossenen Interval. Sei f : [, 5] — R stetig. Dann unterscheiden wir zwei Fille,
den orientierungserhaltenden und den orientierungsumkehrenden Fall:

() T@)=a,T(h)=pF und (i) T(a)=pT(b)=

i [ s r@a= [ s
w/f T dx—/ 0 dy——/jf(y)dy

In beiden Fillen gilt die Transformationsformel [, f(T(z)) - |T"(z)| dz = [, 4 f(y)dy.

Es gilt dann:

Theorem 1.5.10 (Transformationssatz).
Seien U,V C R” offene Teilmengen und 7" : U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist die
Funktion f: V — CU {co} genau dann iiber V integrierbar, wenn die Funktion

oT,
foT.|det(axV)W/|

iiber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

JLrentae (GEe) Tae= [ s

Bevor wir den Satz beweisen, bringen wir ein Plausibilitdtsargument und diskutieren wich-
tige Spezialfille.

Bemerkung 1.5.11.

Fiir das Plausibilitatsargument verwenden wir Riemannsche Summen und schreiben die Menge
U als Vereinigung kleiner Quader, U = |J, @k. In jedem Quader wihlen wir einen Punkt
zy, € Q). Wir approximieren so v(U) = >, v(Qk)-
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Dann ist aber V = T'(U) die Vereinigung der “krummlinigen Quader” T'(Qy). Lokal appro-
ximieren wir die Abbildung durch ihr Differential,

T(x)~T(xy) +dTy, (v — k) ,
die eine affine Abbildung ist. Die “krummlinigen Quader” haben daher das Volumen

v(T(Qr)) = | det(d T, )[v(Qx) -

Ist f stetig, so approximieren wir f auf dem kleinen Quader @Q; durch f|p,) ~ f(yx) fiir
yr = T(xy) € T(Qg). Damit erhalten wir fiir das Integral:

Jo )y ~ > flu) ~ Y (T ()] det(dT, ) v(Qx)
~ /f \det dT)|d:I:.

Korollar 1.5.12 (Spezialfall affiner Transformationen).
Sei T': R™ — R™ eine nicht-ausgeartete affine Transformation, also T'(z) = Az + b mit b € R"
und A € GL(n,R). Dann ist d7"= A und somit detd7" = det A € R\ {0}.

Ist f: K — Ciiber eine Teilmenge K C R" integrierbar, dann ist foT iiber die Urbildmenge
T~ (K) integrierbar und es ist

1
x))dr =
/ o [T =

Beweis.
Um den Transformationssatz [1.5.10] anzuwenden, betrachte man die triviale Fortsetzung frx.
Dann ist fr o T nur auf der Teilmenge 7~!(K) von 0 verschieden. O

Bemerkungen 1.5.13.

1. Wir betrachten folgende Anwendung: Sei T'(z) = Az + b eine invertible affine Abbildung
des R™ mit Umkehrabbildung T7*(y) = A~'y — A71b. Sei K C R" eine messbare Menge,
dann ist auch T'(K) C R™ messbar und es gilt

W(T(K)) = | det A] - v(K) .

Dies folgt durch Anwendung der affinen Transformationsformel auf die affine Abbildung
T

v(T(K)) = /T(K) 1 (T (2))de = | det Al / 1k (y)dy = | det A| v(K) .

Es gilt also insbesondere fiir affine Abbildungen mit A € SL(n,R), dass v(T(K)) = v(K).
Zu solchen Abbildungen zéhlen alle Translationen der R™ und alle Rotationen des R™ mit
der Standard euklidischen Struktur, so dass wir die Bewegungsinvarianz des Lebesgue-
Mafes gezeigt haben. Wir erwéhnen nur, dass auch symplektische Transformationen, also
insbesondere kanonische Transformationen eines Phasenraums, Determinante Eins haben
und somit das Volumen erhalten.
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2. Symmetrien des Newton-Potentials:
Wir verwenden Bezeichnungen wie in Beispiel [I.5.4] Sei nun speziell K eine kompakte
Kugelschale und p sei eine rotationssymmetrische Massenverteilung,

p(Ay) = p(y) fiir alle A € SO(3) .

Dann existert nach Beispiel das Potential iiberall und es gilt

B p(y) B p(A™ly) 510 p(7) — ulz
wan) = [ = [ PR [ < ).

Also ist dann auch das Newton-Potential u rotationssymmetrisch.

Wir kommen nun zum Beweis des Transformationssatzes:

Beweis.
Wir skizzieren hier nur die wichtigsten Beweisschritte und verweisen fiir Details auf [K2l §9.2].

o Schritt 1:
Sei N C U Nullmenge und T Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann ist auch
das Bild T(N) C V eine Nullmenge.

Man benutzt Uberdeckungen der Nullmenge N durch achsenparallele Wiirfel N C U, Wi
mit > -, v,(Wy) < € wie in Lemma [1.3.20,2. Dann liegt das Bild T(N N W) in einem
Wiirfel mit dem Volumen (2L)"v(Wy). Diese Wiirfel tiberdecken das Bild T'(N); die Sum-

me ihrer Volumina ist kleiner als (2L)"e. Somit ist 7(N) eine Nullmenge.

o Schritt 2:
Den Fall einer C'-Abbildung 7' : U — V fiihrt man auf den Fall einer (Lipschitz-) stetigen
Abbildung auf kompakten Mengen zuriick, da nach dem Schrankensatz die C'-Abbildung
auf jedem kompakten Wiirfel W, Lipschitz-stetig ist.

e Schritt 3:
Man schétzt nun in mehreren Schritten die Anderung des Volumens kompakter Mengen
unter dem Diffeomorphismus ab und findet: ist K C U kompakt und der Rand 0K eine
Nullmenge, so gelten die Abschéatzungen

(leéilr(wdet dey> W(K) < o(T(K)) < <r£€al§|det de\) w(K)

o Schritt 4:
Unter dem Tréger supp(h) einer Funktion A auf einem metrischen Raum X versteht man
die abgeschlossene Hiille der Menge derjenigen Punkte, in denen h nicht verschwindet:

supp(h) := {z € X|h(z) # 0}

Wir zeigen nun, dass der Transformationssatz fiir Treppenfunktionen ¢ mit Tréager in der
offenen Teilmenge V' gilt.

Wegen Linearitdat geniigt es, die Aussage fiir die charakteristische Funktion eines kom-
pakten Quaders Q C V zu zeigen. Mit S := T~ ! ist also zu zeigen:

/ |det (A7) | dz = / 1dy = v(Q) (%) .
S(Q) Q
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Der Integrand des linken Integrals ist nach Voraussetzung stetig und daher iiber @) inte-
grierbar.

Sei € > 0. Da die Funktion |det S|™! auf Q gleichméiBig stetig ist, existiert eine Zerlegung
von @ in kompakte Quader @);, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben und so klein
sind, dass

max | det dS,| ™" — min|detdS,| ' < ¢ .
YEQ; YEQ;

Auf K; := S(Q;) gilt dann wegen S = T~}

max | det dT,| — min | detd7,| < e .
zeK; zeK;

Durch Summation iiber alle Quader ); erhéilt man dann mit Schritt 3, dass

det (d7,) | dz — v <ev K;
/S(@' AT [ dr = (@) < ol J )

Da e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung (x).

Schritt 5:
Sei f integrierbar {iber die offene Menge V' C R". Dann gibt es zu jedem € > 0 eine
Teppenfunktion ¢ mit Trager in V' und mit

lfv = ¢l <e.

Das sieht man so:
Da fy integrierbar sein soll, gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit || fyy — ¥||; < €/2. Wegen
der punktweisen Ungleichung |fy — 1y¢| < |fy — 9| gilt dann auch

|fr — vl <€/2.

Man iiberlegt sich nun, dass man seinerseits die integrierbare Funktion 1y durch eine
Treppenfunktion ¢ mit Trager in V' approximieren kann, so dass [|[1y¢ — ¢||; < €/2.

Schritt 6:

Nach Schritt 5 kénnen wir f durch eine Folge (pr) von Treppenfunktionen mit Tréger
in V approximieren. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir nach dem Satz von
Riesz-Fischer annehmen, dass (¢) auch auBerhalb einer Nullmenge N punktweise

gegen f geht.
Wir setzen .
Ok = (proT)-|detdT| und f:=(foT)-|detdT].

Aus Schritt 4 folgt, dass die Funktionen ¢y, iiber U integrierbar sind. Da fiir diese Funk-
tionen nach Schritt 4 der Transformationssatz gilt, finden wir

~ ~ ~ ~ Schritt 4
18 — Gl = / 0 — Pelda S / or — peldy = lox — @l
U Vv

Somit ist die Folge (@) eine Cauchy-Folge, die auch noch punkteweise auf U \ T7'(N)
gegen f geht. Aber nach Schritt 2 ist auch 7-!(N) eine Nullmenge.

Somit kénnen wir aus dem Satz von Riesz-Fischer schlieBen, dass die Grenzfunktion

f integrierbar ist und dass

/fdx: lim [ ¢pdx = lim/gokdy:/f(y)dy.
U k—o0 U k—o0 s v
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Bemerkung 1.5.14 (Anwendung: Integration in Polarkoordinaten).
e Wir hatten bereits Polarkoordinaten fiir C bzw. R? eingefiihrt. Polarkoordinaten haben
eine grofle rechnerische Bedeutung: durch sie wird die Integration iiber eine Kugelschale
auf die Integration iiber einen Produktraum zuriickgefiihrt, auf dem wir den Satz von

Fubini anwenden konnen.

e Fiir den R? sind Polarkoordinaten durch den lokalen Diffeomorphismus
P: Ry x(—mm) — R2\S

7 COS P
(r@) = (7" sin gp)

mit S := {(z1,0) | x1 < 0} gegeben, dessen Bild also der entlang der negativen a-Achse
“geschlitzte” R? ist.

e Polarkoordinaten auf dem R? sind durch den Diffeomorphismus

Py R+><(—7r,7r)x<—g,g> ~ R\ N
i

7 COoS @ cos 6
(r,¢,0) +— | rsinpcosf
rsin 6

mit N := S X R definiert. Das Bild ist der entlang der Halbebene x < 0, y = 0 geschlitzte
R3.

e Fiir den R™™! betrachten wir nun induktiv Abbildungen

T

33

-~

Pn+1 :R+ X <_7T77T) X (

[

n—1
) ~ R\ Nullmenge

=:1In41

<Pn(r, O1y -+ Pn_1) COS gpn>

(7"7@17---’%071) = TSiIlgOn

Man zeige als Ubungsaufgabe, dass dies ein Diffeomorphismus ist.

e Fiir konstanten Radius r erhalten wir Sphéren. Etwa fiir Radius 7 = 1 in Dimension n = 4
die 3-Sphére
S? ={z cR*| ||z =1} Cc R*.
e Wir brauchen auch die Determinanten der Differentiale: in Dimension n = 2 erhalten wir
fiir die Jacobi-Matrix:

AP — Op(rcos) Oy(rcosp))  [cosep —rsing
> \ 0 (rsing) 9,(rsing)) ~ \sinp 7rcosy

und somit
det(dPy) = rcos® ¢ + rsin®p = 1.

Man zeigt dann fiir n > 3 (UA):
det dP, (1,1, -, on_1) = det dP,_1(1, 01, ..., Pn_2) - TCOSn_2<(,Dn_1) :

daraus folgt dann rekursiv

det dP, = r”’l-C’(gol, ey @pe1) mit C(@1, ey Pno1) == cos' pg-cos? pg-...-cos" 2, g .
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e Speziell kann man wegen det dP; = r?cos ¢o das Kugelvolumen v(B%(0)) der dreidi-
~
0
mensionalen Vollkugel folgendermafien berechnen:

v(BHO)) = [y 1= [ [T [7 1% cos O dodidr
= fOR r2dr - 2m - fg cos 0df = %WR?’

_Tr
2

Korollar 1.5.15.
1. Sei I C [0,00) ein Intervall und

K(I):={zeR"| || € I}

die zugehorige Kugelschale im R™.

Dann ist eine Funktion f : K(I) - CU{oco} auf der Kugelschale genau dann integrierbar,
wenn f(B,(r,¢)) - r"*C(p) auf I x I, C R™ integrierbar ist. In diesem Fall gilt nach
dem Transformationssatz [[.L5.10l und dem Satz von Fubini [L.5.5]

/K(,) fle)de = / ( J(Palr0)) - C(@)T”‘ng) dr.

I

2. Ist speziell f rotationssymmetrisch, f(x) = g(r), so ist die Funktion f auf der Kugelschale
K (I) genau dann integrierbar, wenn die Funktion g(r)r"~! auf dem Intervall I integrierbar
ist. Dann gilt

» (2)dz = /l g(r)yr"ldr - / Clp)dp

Betrachtet man hier den Spezialfall f =1 und I = [0, 1], so folgt mit x,, := v(B}(0)) dem
Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel:

! 1
Ky = / T”_ldr/ C(p)dy = ﬁ/ C(p)de .
0 n n

Wir finden also fiir die rotationssymmetrische Funktion f(x) = g(r)

(x)dx = nﬂn/lg('r’)rnldr :

K(I)

Beispiel 1.5.16 (Berechnung des GauB-Integrals).
Wir rechnen durch Integration der rotationssymmetrischen Funktion e=*1=%3 {iber R2

2 o) 2w
</ e_xgdx) = / e~ 1 "3 dy :/ dre_r27"/ de
R R2 0 0

=7 e “du=m,
0

woraus [ e ¥ dt = /7 folgt.
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2 Distributionen und Fouriertransformation

Fiir viele Zwecke braucht man mathematische Objekte, die allgemeiner als Funktionen sind. Dis-
tributionen treten auf in der Losungstheorie von partiellen Differentialgleichungen, etwa beim
Begriff der Fundamentallosung. Sie haben angenehme mathematische Eigenschaften. Korrela-
tionsfunktionen in Quantenfeldtheorien sind typischerweise Distributionen.

2.1 Distributionen, Faltung von Funktionen und Distributionen

Material zu diesem Kapitel findet man in [F3, §10,§17]. Die folgenden Begriffe waren schon
Gegenstand der MfP2.

Definition 2.1.1

1. Sei U C R" eine offene Menge. Wir bezeichnen mit C™(U) den R-Vektorraum der m-mal
stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen in U und mit C*°(U) den Vektorraum
der beliebig oft stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen.

2. Wir verwenden wieder Multiindizes: fiir c« = (o, ..., ) € N bezeichnen wir mit |a| :=
a1 + ...+ a, die Ordnung von « und setzen

x =af - -cxfm und  OYf =0 ...00"f, mitai:%'

3. Ein linearer Differentialoperator der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R"™ hat die

Gestalt
L= Z a0,

Ip|<k

mit p € N* und a, € C*(U).

4. Sind alle Koeffizientenfunktionen a, konstant, so spricht man von einem
Difterentialoperator mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen 2.1.2.

1. Fiir jeden linearen Differentialoperator L der Ordnung k definiert man durch f +— Lf
lineare Abbildungen C™(U) — C™*(U), m > k, bzw. C*°(U) — C>=(U).

2. Lineare Differentialoperatoren der Ordnung k& = 0 sind einfach die Multiplikation f — agf
mit einer glatten Funktion ag.

3. Die linearen Differentialoperatoren der Ordnung k bilden einen Vektorraum. Des Weiteren
definiert man mit Hilfe der Komposition der Abbildungen f +— L;f die Komposition oder
Hintereinanderausfithrung L, o L, von Differentialoperatoren.

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k£ und L ein Differentialoperator der Ordnung
[. Man zeigt, dass L; o Ly ein Differentialoperator der Ordnung k + [ ist. Insbesondere
kann man ihn in der Form 7, ., a,0” schreiben.

4. Es ist dabei im allgemeinen L; o Ly # Ly o Ly, d.h. der Kommutator [Ly, Ly] := Ly 0 Ly —
Ly o Ly ist i.a. # 0.
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Beispiel 2.1.3.
Wir betrachten Differentialoperatoren auf R". Seien j, k € {1,...,n}. Wir setzen L, = 0; =

— und Ly = zy.

8xj
Dann gilt fiir f € C*°(R™) nach der Produktregel:
LaLaf) = (an f) = bsf + 0]
12—8%1@ = Ok k@:xj’
sowie
La(Iaf) = i o]
2\41 — 4k 81'] )
also ist [Ly, Lo] = [0}, k] = d;. Dieser Kommutator ist fundamental fiir die Quantenmechanik.

Definition 2.1.4

1. Wir bezeichnen fiir k € NU {co} mit C*(R") den Raum der Funktionen ¢ : R" — R, fiir
die

(a) alle partiellen Ableitungen 0P fiir alle p € N™ mit |p| < k existieren und stetig sind.
(b) deren Trager supp(p) := {z € R*: p(z) # 0} kompakt ist.

2. Als Testfunktion bezeichnen wir alle Funktionen aus dem Raum C2°(R™) . Man bezeichnet
den Raum der Testfunktionen auch mit D(R").

3. Wir definieren einen Konvergenzbegriff auf dem Raum der Testfunktionen. Sei (¢,) eine
Folge von Testfunktionen und ¢ € D(R"™) eine Testfunktion. Dann sagen wir

wenn

(a) es ein Kompaktum K C R"™ gibt, so dass supp(p,) C K fiir alle v und supp(y) C K.

(b) fiir jeden Multiindex o« € N™ die Folge der Ableitungen 0%y, fiir v — oo gleichmébig
auf K gegen 0%¢ geht.

Bemerkung 2.1.5.

1. Der Konvergenzbegriff in D kommt von einer Metrik, insbesondere ist der Grenzwert
eindeutig.

2. Die Konvergenz von (,) gegen ¢ in D ist eine viel stirkere Bedingung als die punktweise
oder gleichméaflige Konvergenz von Funktionenfolgen.

3. Wir bemerken, dass fiir jeden linearen Differentialoperator L und fiir jede Testfunktion
¢ € D(R™) auch Ly eine Testfunktion ist.

Definition 2.1.6
FEine Distribution auf dem R" ist eine stetige lineare Abbildung

T:D—-R, o—Tp .
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Dabei bedeutet die Stetigkeit von T, dass fiir jede Folge (y,) in D mit ¢, 5 ¢ Konvergenz

Tlp,] = Tlp] in R gilt.
Der Vektorraum aller Distributionen auf dem R™ wird mit D'(R™) oder kurz D’ bezeichnet.

Beispiel 2.1.7.
Sei f: R™ — R eine stetige Funktion. Fiir ¢ € D(R"™) sei

Trlg] := . f(@)p(x)d"z .

Es ist T linear und stetig (vgl. UA), also eine Distribution. Man nennt T die durch f definierte
regulédre Distribution.

Wir brauchen eine spezielle Funktion mit kompaktem Trager:

Beobachtung 2.1.8.
Die Funktion

_1
t

fir t >0

s:R—HRmits(t)::{g fir £ <0

ist beliebig oft differenzierbar. Setzt man
g: R— R mit g(t) :=s(1+1¢t)-s(1—1),
so ist auch ¢ beliebig oft differenzierbar; es gilt

1 —--—-—------=-

g(t) #0 =t e (-1;1),
also g € C°(R), mit supp(g) = [—1, 1].
Lemma 2.1.9.
Ist U offen im R™ und f : U — R stetig und gilt [p, f(x)-¢(z) d"z = 0 fiir alle Testfunktionen
p € CP(R™),soist f=0.
Insbesondere ist die lineare Abbildung 7' : C(R™) — D'(R"™) injektiv, denn Testfunktionen
sind insbesondere stetig.

Man kann daher stetige Funktionen f mit den ihnen zugeordneten regulidren Distributionen
identifizieren, die wir dann sowohl mit 7 € D" als auch wieder mit f bezeichnen.

Beweis.
Angenommen, es gibt einen Punkt ¢ € U mit f(a) # 0. Ohne Einschrinkung kénnen wir
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f(a) > 0 annehmen. Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann eine Umgebung V' C U von a
und ein 0 > 0, so dass
flz) >0 firallexeV .

Es gibt aber wegen Beobachtung eine glatte Funktion ¢ > 0 mit kompaktem Trager und
suppy C V. Damit ist

[ 1@et@ ™= [ pweta) 25 [ o) > 0.

Beispiel 2.1.10.
Sei f : R"™ — R eine lokal-integrierbare Funktion. Fir ¢ € D(R"™) wie oben sei

Trlg] := . f(@)p(x)d"z .

Durch T' : f — T}y wird dann eine lineare Abbildung vom Raum der lokal-integrierbaren
Funktionen £}, .(R™) in den Raum der Distributionen D’(R™) gegeben, deren Kern aus den
lokal-integrierbaren Funktionen besteht, die fast iiberall Null sind.

Auch in diesem Fall nennt man T die durch f definierte reguldre Distribution, und man be-

zeichnet Ty € D’ oft auch wieder einfach mit f.

Es stellt sich also die Frage, ob es Distributionen gibt, die nicht regulér sind.

Beispiel 2.1.11 (Diracsche ¢-Distribution).
Sei a € R™. Wir betrachten die Linearform auf D(R™), die auf ¢ € D(R™) den Wert

dalp] == p(a) € R

annimmt. Dann ist ¢, linear und stetig, also eine Distribution, die Diracsche ¢-Distribution zum
Punkt a. Wir geben ohne Beweis an, dass es kein f € £},.(R") gibt mit Ty = 4,.

Wir wollen nun auch Konvergenz von Distributionen einfiihren:

Definition 2.1.12
Ist T € D'(R") eine Distribution und (T,),en eine Folge von Distributionen in D'(R™), so sagen
wir T,, konvergiert in D' gegen T, in Zeichen

wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R"™) gilt:

lim T, [p] = Tg]

Der letzte Grenzwert ist der Grenzwert einer Folge reeller Zahlen. Die Konvergenz in D" wird

also mit Funktionen ¢ € D(R") “getestet”.
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Beispiel 2.1.13.

Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktionen f,, die auf jedem Kompaktum K C R" gleichméBig
gegen die Funktion f : R™ — R konvergiert. Fiir jede Testfunktion ¢ € D(R"™) gilt dann nach
dem Satz von der majorisierten Konvergenz

lim [ f, (z)p(z)d"z = - f(@)p(r)d"e .

v—=00 [pn
also

Tf — Tf.

v D/

Satz 2.1.14 (Dirac-Folgen).
Sei f € L1(R") eine (Lebesgue-)integrierbare Funktion auf dem R™ mit

flx)d"z=1.
R
Fiir £ € N sei fi(x) := k" f(kz). Dann gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R") :

lim fr(@)p(x)d™z = ¢(0) .

k—o0 R™

also

I 5} do -

Man denke bei f z.B. an eine glockenformige Funktion, so dass die Funktionen f; mit
wachsendem k immer steiler und immer mehr um den Nullpunkt konzentriert sind, vgl. UA.

Beweis.
Mit der Substitution y = kz erhalten wir

[ @™ [ aomas 2 [ ety
Sei M := sup,cpn |@(2)|. Dann gilt
lf(w)e(y/k)| < M|f(y)| firallekeN undyeR"

so dass f(y)p(y/k) fiir alle k gegen eine integrierbare Majorante abgeschitzt ist. Wegen der
Stetigkeit der Testfunktion ¢ gilt

Jim fy)e(y/k) = F(y)e(0) -

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt daher

lim [ f(y)e(y/k)d"y = . F(@)p(0)d"y = ¢(0) .

k—o0 R™

20



Bemerkung 2.1.15 (und Definition).
Wir moéchten die Ableitung von Distributionen definieren. Dabei soll die Ableitung einer re-
guldren Distribution 7'y gerade die zur Ableitung von f gehdrende reguldre Distribution sein.
Genauer: Ist ein linearer Differentialoperator L auf dem R" gegeben, so mochten wir eine Ab-
bildung L : D" — D’ erklaren mit
LTy =Ty .

Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k auf der offenen Menge U C R"™. Ein Differen-

tialoperator M der Ordnung k in U heifit (formal-)adjungiert zu L, falls

[0t gea= [ g

fiir alle f € CK(U), g € C¥U) gilt.
Wir brauchen spéter dafiir das folgende

Lemma 2.1.16.
Sei U C R" offen und j € {1,...,n}. Dann gilt:

1. Md“w = 0 fiir alle p € C}(U).
v 0x;

2. / /() cg(r)d"x = —/ f(:c)—ag(x)d”x fir f € CY(U) und g € CH(U).
v Ox; U Oz,

Es ist dabei jeweils wesentlich, dass mindestens eine der auftretenden Funktionen kom-
pakten Tréager in U hat. Andernfalls gibt es Randterme.

Beweis.
Es folgt 2. aus 1., denn f - g € C}(U) und es gilt nach der Produktregel

dfg) _ of dg
8xj N (%cj g+ 8xj ’

Zum Beweis von 1. nehmen wir U = R" an, indem wir ¢ € C}(U) durch Null zu einer Funktion
in C!(R") fortsetzen. Ferner kénnen wir uns auf den Fall j = 1 beschriinken. Sei R > 0 so grof§
gewihlt, dass suppy C [—R, R]". Fiir jedes feste (zs,...,z,) € R"! gilt dann

8(,0(33) 1=
\/R awl d.Il = @($17$2a"'>$n)|xi:}—2R:O

und somit auch

do(x) .
/n s d"z=0.

Satz 2.1.17.
Zu jedem Differentialoperator L der Ordnung k auf einer offenen Menge U C R"™ gibt es einen
eindeutig bestimmten (formal-)adjungierten Operator M =: L*. Es gilt:

1. (AL)* = A\L* fiir A e R
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3. (LyoLy)*=LioL!

Bewelis.

e Zur Eindeutigkeit: seien M und M’ beide formal adjungiert zu dem Differentialoperator
L. Dann gilt fiir alle g € C>°(U) und f € C*(U)

Jarr-arp-g= [(r-1 1o
U U
Aus Lemmafolgt nun M f — M'f =0 fiir alle f € C¥(U) und somit M = M'.

e Wir zeigen die Rechenregeln unter der Annahme der Existenz des adjungierten Differen-
tialoperators: existieren L*, L} und L}, so existieren (AL)*, (L1 + L2)* und (L; o Ly)* und
haben die angegebene Form. Dies folgt daraus, dass fiir alle g € CF(R™) gilt

Jowrng= [ 1on9=x [ sizg) = [0e g
[y po= [ 1@+ Lag = [wing+ [@sng

[wsoting= [winwe = [ 1o r)9 = [(@iorng

mit Lemma 2.1.91

e Fiir einen Differentialoperator nullter Ordnung L = a mit a € C>*(U) ist L* = a, denn

Jtana= [ ).

Fir L = 5- 9_ folgt aus Lemma [2.1.16|2, dass L* = —%. Da sich jeder lineare Differen-
tialoperator durch Addition und Komposition aus diesen speziellen Differentialoperatoren
aufbauen lasst, folgt die Existenz des adjungierten Operators.

Beispiele 2.1.18.

0 - 0
1. Sei L = E aja— = E a; o 7. ein Differentialoperator erster Ordnung. Dann ist
1 j 4 j

"0 a 0 0 da;

L* = — ) ;= = 1 j a_ ]

Z(ﬁmj) % Z [al'j7aj] 4 or; Z J@x Z « O
J=1 J=1 J=

2. Fiir einen Differentialoperator L = Z|p| <1 cpO mit konstanten Koeffizienten ¢, € R erhilt

man induktiv:
L= (-1l
Ip|<k

Zum Beispiel ist der Laplace-Operator formal selbstadjungiert, also A* = A.
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Definition 2.1.19
Sei T' € D'(R™) eine Distribution und L ein linearer Differentialoperator auf dem R". Dann
definieren wir eine Linearform LT : D(R™) — R durch

(LT)[p] := T[L*p] fiir alle p € D(R") .

Wir werden gleich sehen, dass die Linearform LT stetig auf D(R™) ist, also eine Distribution
ist.

Beispiele 2.1.20.

1. Im Fall eines linearen Differentialoperators nullter Ordnung, L = a € C*(R"), ist

(a-T)[p]l =Tla-¢] .

d
2. Im Fall eines linearen Differentialoperators erster Ordnung auf R, etwa fiir L = e ist
x

(_

ZTe) = Tl

dw@] :

Insbesondere ist nun also eine Ableitung der Dirac-Distribution erklért.

Bemerkungen 2.1.21.

1. Sei L ein Differentialoperator der Ordnung k. Fiir jede C*-Funktion f : R® — R gilt fiir
die regulére Distribution zu Lf, dass

Tysle] = / / F(Lr0) = Ty L*o) "B LTy ]

Ist f differenzierbar, so stimmen also die Ableitungen als Funktion und als Distribution
iiberein.

2. Es bleibt zu zeigen, dass fiir jede Distribution 7" die Linearform LT stetig ist und somit
eine Distribution ist, also LT € D'(R™) gilt.

Gilt ¢, 5 @, so folgt aus Bedingung (b) der Konvergenz von (¢, ) in Definition [2.1.4}

dass L*¢p, 5> L*¢ und aufgrund der Stetigkeit der Distribution 7" fiir die Folge reeller

Zahlen, dass
LT[p)] =T[L )] = T[L¢] = LTT[e] .

Damit ist aber LT auf D stetig und somit eine Distribution.

Satz 2.1.22.

Fiir Distributionen sind Limesbildung und Differentiation vertauschbar: gilt 7T, 5; T und ist

L ein linearer Differentialoperator auf R", so gilt LT, ﬁ LT.

93



Beweis.
Sei ¢ € D(R™) eine beliebige Testfunktion. Nach der Definition [2.1.12] der Konvergenz in D’ ist
zu zeigen, dass

lim (LT,)¢] = (LT)]e]-
Dies ist aber nach der Definition [2.1.19| von LT dquivalent zu

lim T, [L*p] = T[L"¢] .

v—0o0

Dies folgt aber unmittelbar aus der Definition [2.1.12 von T, 73; T, da fiir jede Testfunktion

@ auch L*p eine Testfunktion ist. O

Beispiele 2.1.23.

1. Wir betrachten die Folge der Funktionen f, : R — R mit f,(x) := sin vz fir v € N. Diese
konvergiert nicht. Es gilt aber im Sinne von Distributionen:

fu 27; 0 (d.h. Ty, 5} 0).

Betrachte dazu die Folge der Funktionen

1
g, :R—-R mit g, (x):=——cosvr,
v

die auf R gleichméBig gegen die konstante Funktion 0 konvergiert. Wegen der Aussage in
Beispiel [2.1.13] gilt

Tgy E; TO =0.
Wir diirfen nach Satz|2.1.22 Limesbildung und Differentiation vertauschen. Es ist ¢/, = f,,
also gilt fiir die Ableitungen

d
T —0=0.
I 27 dz

2. Wir betrachten die Heavysidesche Sprungfunktion:

0 :x<0

H:R—-Rz—
1 : x>0.

An der Stelle x = 0 ist H ist nicht als Funktion differenzierbar. Es ist jedoch die zugehorige
Distribution Ty differenzierbar und es gilt

d
—Ty = do.
=%

Um dies zu sehen, betrachte ¢ € D(R) und wéhle R > 0 so grof, dass supp(¢) C (—R, R)
gilt. Dann ist

(- T)le] “EB Ty ! ()] = - / @ (@)dw = —p(@)[ff = 2(0).
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Bemerkung 2.1.24.
Man kann analog komplexwertige Distributionen definieren. Man zeigt dann, dass eine kom-
plexwertige Distribution 7' € Di(R"™) die Gestalt T = Ty + 13 hat, wobei 11,7, € D'(R")
reellwertige Distributionen sind.

Fiir eine komplexwertige Distribution 7" € D (R™) und eine komplexwertige Testfunktion
© = p1 +ips € De(R™) mit 1, 0y € D(R") ist dann

Tlp] := (Tilpr] — Talpa]) +i(Ti[pa] + Ta[p1]).

Beobachtung 2.1.25.

e Sei f lokal integrierbar und ¢ € D(R™) eine Testfunktion. Dann hat fiir jedes x € R™ die
Funktion

y = fy)elr —y)
kompakten Triiger und ist in £'(R"). Also ist das Faltungsintegral

(Fre))i= [ f)ele—y)dy
wohldefiniert.
e Ausgedriickt durch die Distribution 7y haben wir
(f x @) () := Ty[Top]
mit der Testfunktion 7, (y) := ¢(xz —y).

Daher definieren wir

Definition 2.1.26
Sei T € D'(R™) eine Distribution und ¢ € D(R") eine Testfunktion. Dann ist die Faltung

(Txp): R*"—=R
die durch
(T'xp)(z) :==T[tpp] fir zeR"

definierte Funktion.

Bemerkungen 2.1.27.
1. Das Faltungsprodukt * : (T, @) +— T * ¢ ist linear in beiden Argumenten.

2. Seien f,g € L'(R™). Nach Bemerkung ist die Funktion (z,y) — f(x)g(y) iiber R*"
integrierbar. Daher ist auch die Funktion (x,y) — f(z)g(z — y) iiber R®*" integrierbar.
Aus dem Satz von Fubini folgt, dass fiir fast alle z € R™ das Integral

(fxg)(z) = . f)(g)y)d"y = [ f(y)g(z —y)d"y

R"

definiert ist. Man setzt in den Punkten, in denen das Integral nicht definiert ist, (f
g)(x) = 0.
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3. Zur Interpretation: sei f € £!(R") und ¢ eine Testfunktion mit supp(¢) C B,(0), die der
Normierungsbedingung

p(x)dr=1 und ¢ >0,
B,-(0)

geniige, was etwa bei einer Dichteverteilung der Fall ist. Die Faltung
Fra@ = [ st -y
B, (x

ist dann die mit der Verteilung ¢ ausgeschmierte Funktion f.

Lemma 2.1.28 (Eigenschaften der Faltung).
Seien f,g € L}(R™). Das Faltungsprodukt x ist kommutativ, assoziativ und hat die folgenden
Eigenschaften:

LoAlf*glli < If11llgll,

2. supp(f*g) C{x+y|x €supp(f), y € supp(g)}.

Beweis.
Die Kommutativitéat folgt aus der Substitution y — x —y und der Transformationsformel [1.5.12
fiir affine Abbildungen:

. o —y)g(y)dy = . f(y)g(z —y)dy

Die restlichen Aussagen iiberlassen wir als einfache Ubungsaufgabe dem Leser. O

Beispiel 2.1.29.
Fiir die Diracsche 6-Distribution zum Punkt 0 gilt fiir jede Testfunktion ¢ € D(R™) und fiir
alle z € R"

(do * @) () = do[Tatp] = (T2p)(0) = p(z — 0) = p(z)
und somit
do*p=.

Die Diracsche Deltadistribution verhélt sich also wie ein neutrales Element fiir die Faltung.

Satz 2.1.30 (Differenzierbarkeit der Faltung).
Fiir jede Distribution 7' € D/(R") und jede Testfunktion ¢ € D(R™) ist die Funktion T x ¢
beliebig oft differenzierbar, T'x ¢ € C*(R"). Es gilt, mit j € {1,...,n}:

O)(T % 0) =T » (9y¢) = (OT) % o

Fiir den Beweis verweisen wir auf [F3), §17].
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2.2 Fourier-Transformation und temperierte Distributionen

Beobachtung 2.2.1.
1. Fiir 2m-periodische, iiber dem Intervall [0, 2] Riemann-integrierbare Funktionen f : R —

C hatten wir Fourier-Reihen Y, _, cxe’*® betrachtet. Anstelle von Fourier-Koeffizienten

1 2w

k= — f(x)e *dx  fir k € Z
2 Jo

fiir periodische Funktionen f : R — C betrachten wir die fiir eine beliebige integrierbare
Funktion f € £}(R) durch

f(é’) = \/%/Rf(x)e_“gdx, mit £ €R

gegebene Fourier-Transformierte f . Hierbei ist £ € R zugelassen, nicht nur £ € Z. Dieses
Integral existiert nach Beispiel [1.4.12] Wir entwickeln die Theorie gleich fiir integrierbare
Funktionen auf dem R™, also f € L}(R").

2. Betrachte den R™ mit dem euklidischen Standardskalarprodukt
(x,&) = Zxkfk fir z,£€R".
k=1

Fiir 2m-integrierbare Funktion f € L£'(R") und jedes ¢ € R™ gehort die Funktion
x> f(2)e” @8 als Produkt der integrierbaren Funktion f mit der lokal integrierba-
ren beschréinkten Funktion e~ nach Korollar [1.4.11]2 wieder zu £'(R™). Also existiert
das Integral

¢ — ; T 6—@'(:1:,5) . n
76) = G [ ), e R

Die so definierte Funktion f : R™ — C ist, wie wir in Beispiel im Fall n = 1 gesehen
haben, stetig nach dem Stetigkeitssatz und beschrankt mit Schranke

F©) < ol /I firalle ¢ € R 2)

Definition 2.2.2
Sei f € LY(R™). Die durch das Integral

1 —i(z, n n
f(f)zw/wf(ﬂf)@ Odre, ¢ e R,

definierte stetige und beschriankte Funktion f : R™ — C heiBit die Fourier-Transformierte der
Funktion f.

Beispiel 2.2.3.
Wir betrachten Gauf-Funktionen f(x) = e I?I°/2 mit z € R".
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1. Im eindimensionalen Fall, n = 1 sieht man durch quadratische Ergénzung

¢ — —x2/2—ix€
o= o = [

_ —x2/2+zx§+§2/2 —&2 /de

)
YO ().

2. Man kann auch mit dem Differentiationssatz [1.5.3] argumentieren: fiir die Funktion F' :
£ [ e /27 dz gilt nach einer partiellen Integration

F'(€) 053 Jp e 2emint dy
— ,L'ef:e2/2€—ix§|ciooo _ ng 67x2/2€7ix§dx
so dass F' der linearen Differentialgleichung F'(§) = —&F(§) geniigt. Da F(0) =
2 [,° ~(@/V2? 4z = /27 gilt, erhilt man F(€) = v27 ¢ /2 und damit wieder
f©) = £(©)

3. Ebenso ist im allgemeinen Fall n > 1:

n

- —zp /2, —izuéy — —£2/2 _
Vl_[l(\/ﬂ/Re e dxy) Vl—Ile fe) .

f(&) =
Bemerkung 2.2.4.

1. Sei f € LY(R") eine integrierbare Funktion mit Fourier-Transformierte f Fir A # 0
setzen wir g(x) := f(Ax). Mit Hilfe des Transformationssatzes|1.5.12| fiir die affine Trans-
formation y = Az folgt

i) = il gy — 1 1 ity 84 g
1 41
= Wf(xf) :

2. Als Beispiel erhalten damit fiir a > 0 die Fourier-Transformierte von f(z) = e~ l1#I?/20% 3]s

F(€) = a"e¥IEIP/2

GauB-Funktionen mit kleinem a, also engem Peak, haben also Fourier-Transformierte mit
groffem Peak.

3. Betrachte die Funktion
f:R — R

. 1 fiir 2] <1
. 0 fir [z| > 1.

z=1 \/Esiné
r=-—1 ™ 5

Dann ist f € £1(R), und es ist fiir £ # 0

—ix€
ey = —1 €

:E/1 2 —i

o8

f(€)




und £(0 \/7f0 \/gﬁirf:O.

In diesem Fall ist zwar die Funktion f integrierbar, f € L'(R), nicht aber ihre Fourier-
Transformierte, f & El(R). Um die zweite Aussage zu sehen, beachte man, dass mit
f € LYR) auch [|f|l; = ||| f]]l1 < oo gelten miisste. Es ist aber fiir jedes k € N, k > 1:

km : km
1
/ |Smx|daz > — | sin z|dx
(k—1) T km (k=)=

J/

-~

2

km k
A 24 1
/ | fldz > \/j— E -
(—k)m T oSV (ko)

Satz 2.2.5 (Rechenregeln fiir Fourier-Transformierte. ).
Seien f,g € LY(R™) und f, g die zugehorigen Fourier-Transformierten.

und somit

1. Fiir a € R™ betrachte die verschobene Funktion (7,f)(z) := f(z —a). Dann gilt T/ajf@) =
f(€)eHe).

2. Mit x bezeichnen wir die Faltung. Dann gilt m(é) = (2m)"/? f§. Fouriertransformation
iiberfithrt also Faltungen in Produkte.

3. Ist f € CL(R") stetig differenzierbar mit kompakten Triger, so gilt fiir j € {1,...,n}:

—

0 )(€) = i& - [(€) .

4. Ist fiir ein j € {1,...,n} die Funktion x — =, f integrierbar, so ist die Fouriertransfor-
mierte f nach ¢; stetig partiell differenzierbar und es gilt

5. Die Funktionen f g und f¢ sind integrierbar, und es gilt

[ f@g@ara = [ ruawa

Beweis.
1. Nach Definition ist
T 1 fi T
Taf<€> = 27T n/2/ a:—a (@.8) [y ::x—a]

2. Mit dem Satz von Fubini folgt




3. Mit partieller Integration wie in Lemma [2.1.16|erhélt man, da f kompakten Tréager haben

soll,
n/ /\ — 8f —l x) — . &z
@) = [ e = [ poeeas
= - / @) (—ig)e e = (2n) ) F(€)

4. Folgt aus dem Differentiationssatz

0 f(e) = QW’W / fla dr

def

- (2;)71/2 | :c]f(fc) e ()

5. Da f und ¢ nach Beobachtung .2 stetig und beschrénkt sind, sind die die Produkte
f g und f- g nach Korollar .4 integrierbar. Mit dem Satz von Fubini erhalt
man

1 :
F@)i)de = [ [ s@ate sy
n R”

— (27r)"/2 /( flz)e —Z“dx) (y)dyz/nf(y)g(y)dy

(]
Wir bringen noch zwei Aussagen iiber das Verhalten von Fourier-Transformierten im Un-
endlichen.

Satz 2.2.6.
Zu jeder Funktion f € C* QR”) mit £ € N gibt es eine positive Konstante M > 0, so dass fiir
die Fouriertransformierte f gilt

IFOI <M+ €)™ fiir alle £ € R™ .

Insbesondere ist fiir jedes f € C?*!(R") die Fouriertransformierte f iiber R integrierbar.

Beweis.
Fiir jeden Multiindex @ € N” von Ordnung kleiner als k gilt wegen Regel [2.2.5.5

(D=f)() =€ f(&) .
also wegen der Abschétzung ([2)) aus Beobachtung [2.2.1/2

1 (0%
WHD fll
Da f kompakten Tréger hat, gibt es eine gemeinsame Schranke fiir alle || D f|; mit |« < k.
Deshalb gibt es eine Konstante M > 0, so dass

€ f(&)] <

(L+]&]+ ...+ |&D5If ()] < M fiir alle € € R™ .

Mit der Abschéitzung gegen die euklidische Norm
[Sul+ -+ &l = €]l
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folgt
M

A +[&l+...+ !£n|)

f(©)] < M1+ éll2)~

Korollar 2.2.7. A
Fiir jede Funktion f € £}(R") gilt fiir die Fouriertransformierte lim f(£) = 0.

ll€ll—o0

Beweis.

Dies folgt, weil man jede Funktion f € L£'(R™) durch eine Funktion g € C!(R™) beziiglich
der L'-Norm beliebig gut approximieren kann: zu jedem e > 0 gibt es ein g € CHR™) mit
IIf — gll1 < e. Daraus folgt der Abschiitzung ([2) aus Beobachtung |2 aber

7€) = 8001 < Gl sl <

€
(27T)n/2 :

Wegen Satz 2.2.6| gilt aber lim g(§) = 0. O

€=

Theorem 2.2.8. [Inversionsformel.| )
Sei f € L}(R™) eine Funktion derart, dass auch die Fouriertransformierte f € £!(R") ist. Dann

gilt fiir f, eventuell nach Abénderung auf einer Nullmenge, dass f stetig ist mit | 1"1‘m f(z) =0,
ZT||—0o0
und es ist

@) = (=) = G | flOee9e
fiir alle z € R™.
Fiir den Beweis verweisen wir auf [F3, §13, Satz 2].

Bemerkung 2.2.9.
Eine Anwendung der Inversionsformel ist das Abtasttheorem von Shannon, das fiir die Signal-
verarbeitung grundlegend ist.

Eine stetige Funktion f € £!(R) wie in Satz heifit bandbegrenzt , wenn fiir die Fou-

riertransformierte supp(f) C (—b,b) fiir ein b € R gilt. (In technischen Anwendungen ist dies
eine Beschrianktheitsbedingung an die Frequenzdichte f des Signals f.)

Das Abtasttheorem [K2, §10] besagt dann, dass fir jedes T' < % die Funktion f aus den

periodisch genommenen Werten f(kT'), k € Z rekonstruiert werden kann:

i": f(kT)sinc ( (x — k:T))

mit sinc(x) := sin(z)/x.

Betrachtung 2.2.10.

1. Wir betrachten ab jetzt komplexwertige Distributionen, die in Bemerkung [2.1.24] ein-
gefithrt wurden. Zur Erleichterung der Notation lassen wir in den Bezeichnungen D (R™)
und D¢(R™) den Index C ab sofort weg.
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2. Zu f € LY(R") betrachte die durch f definierte regulire Distribution 7 mit
= /f(x)gp(:v)d”x fir ¢ € DR") c LY(R").

Nach Rechenregel [2.2.5.5 gilt

/f e = [ Fwetary.

also, wenn auch ¢ eine Testfunktion ist,
Tl = Ty[p] -

3. Will man also die Fouriertransformierte 7" einer Distribution 7' so definieren, dass ﬁ =
T fiir reguldre Distributionen gilt, so muss man

Tle] =T[¢] fir e DR

setzen, soweit die rechte Seite definiert ist. Denn die Fouriertransformierte einer Funkti-
on mit kompaktem Tréager hat nicht notwendigerweise kompakten Trager, wie man am
Beispiel der Kastenfunktion H (1 — x)H (z) aus Bemerkung [2.2.4]3 sieht. Auch der Raum
der Testfunktionen ist nicht unter der Fouriertransformation abgeschlossen. Wir brauchen
daher einen gréferen Raum von Testfunktionen, der mehr Stetigkeitsbedingungen liefert
und somit einen kleineren Raum von Distributionen.

Definition 2.2.11

1. Mit S bezeichnen wir die Menge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
p: R"—C,

so dass es zu jedem Paar von Multiindizes (o, ) € N* x N" eine Zahl C,, 5 € R, gibt, so
dass fiir all v € R™ gilt

|lxt - xﬁ” 0% ()] < Cup.

Die Funktionen aus S heiflen schnell fallende oder temperierte Funktionen oder auch
Schwartz-Funktionen.

2. Wir nennen S auch den Schwartz-Raum.

3. Sei (¢k)ren eine Folge aus S und sei ¢ € S . Dann sagen wir, (¢ )ren konvergiert in S
gegen , in Zeichen

SOk?SOa

wenn fiir alle j € N und alle o € N" die durch

(1+[l) 0%(or — ¢)(2)

definierten Folgen von Funktionen (in x) auf ganz R™ gleichméfig gegen 0 konvergieren.
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Bemerkungen 2.2.12.

1. Temperierte Funktionen kénnen auch durch die dquivalente Bedingung charakterisiert
werden, dass es zu jedem Paar (a,j) € N x N eine Zahl C,; € Ry gibt, so dass fiir alle
x € R" gilt
L+ [[z]])|0%(x)] < Cay;

2. Der Schwartz-Raum § ist ein echter Untervektorraum des Raums der glatten Funktionen
C>(R™,C). Zum Beispiel ist die Funktion e~l7I” fiir jedes @ > 0 in S, aber es ist z.B.

¢ S firn=1.

die glatte Funkti
ie glatte Fun 1onl+9€2

Bemerkung 2.2.13.

Der Raum der Testfunktionen ist ein echter Unterraum der temperierten Funktionen, D(R") C
S, da ein kompakter Tréager das Abfallverhalten fiir ||x|| — oo impliziert. Auch beziiglich der
Konvergenz ist der Raum D(R™) der Testfunktionen ein Unterraum des Raums der temperier-
ten Funktionen S: Sind ¢, ¢ € D(R™) und gilt

P = P
D

so gibt es nach Definition ein Kompaktum K mit
supp(¢r — ) C K fiir alle k€ N, und

0%(¢r — @) konvergiert auf K gleichméBig gegen 0 fur alle « .
Da die Funktion (14 ||z||)’ auf dem Kompaktum K beschrinkt ist, konvergiert dann auch

(L+[2l)” 0%(or — )(2)

gleichméBig auf K gegen 0. Sie konvergieren sogar gleichméfliig auf dem ganzen R", denn
auflerhalb des Kompaktums K verschwinden alle diese Funktionen. Also gilt auch im Schwartz-

Raum — .
Pk S ¥
Definition 2.2.14
Der Vektorraum S’ der stetigen, linearen Abbildungen auf dem Schwartz-Raum
T: §—C,p—T[p].

heifit der Vektorraum der temperierten Distributionen. Stetigkeit heifit hierbei: fiir jede Folge

(¢r)ken von temperierten Funktionen im Schwartz-Raum S mit ¢y, §> ¢ konvergiert die

Folge komplexer Zahlen limy,_,. T'[px] = T[]

Bemerkung 2.2.15.

Die Bezeichnung “temperierte Distribution” legt es nahe, zu vermuten, dass “temperierte Dis-
tributionen” insbesondere Distributionen im Sinne von Definition[2.1.6]sind, &’ C D’. Allerdings
ist eine temperierte Distribution 7" € S’ eine lineare Abbildung & — C und eine Distribution
T € D'(R") eine Abbildung D(R") — C; die Definitionsbereiche sind also verschieden.
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Nach Bemerkung [2.2.13| gilt aber D(R") C S und damit ist fiir eine temperierte Distribu-
tion T' € &’ die Restriktion
T"D(Rn) . D(Rn) — (C

eine Abbildung 7 : D(R™) — C . Die Restriktion ist natiirlich eine lineare Abbildung, und

auch stetig, denn wenn ¢y, B ©, dann gilt nach Bemerkung |2.2.13auch ¢y ? ¢ und damit

lim T[] = T[], also

k—o0
Jim 7| o) [4] | D) ]

Also ist die Restriktion T'| pny einer temperierten Distribution auf Testfunktionen eine Dis-
tribution, also ein Element von D’(R"™). Da die Abbildung

S — D mit T +— T|’D(Rn)

auch injektiv ist, kann man den Raum der temperierten Distributionen S’ als Teilmenge des
Raums der Distributionen D’'(R") auffassen.

Betrachtung 2.2.16.
1. Fiir jede temperierte Funktion ¢ € S gilt |p(x)| < Co,l|z||™? fiir alle j € N und die
Funktion z — ||x||™ ist fiir j > n auf dem Komplement jeder Kugel Br(0) integrierbar.
Also ist jede temperierte Funktion {iber ganz R" integrierbar, S C L(R™).

2. Wir wollen die Fouriertransformation von temperierten Distributionen einfiihren, so dass
sie fiir reguldre Distributionen mit der iiblichen Fouriertransformation iibereinstimmt.

Nach Betrachtung [2.2.10| gilt dann wegen Rechenregel 2.2.55, dass T[] = Ty[2].

3. Man kann zeigen [J], dass fiir jede Schwartzfunktion ¢ auch die Fouriertransformierte
¢ eine Schwartzfunktion ist. Ferner zeigt man, dass fiir jede temperierte Distribution
T die durch T[p] := T[] fiir ¢ € S definierte Linearform T wieder eine temperierte
Distribution ist.

Daher ist die folgende Definition sinnvoll:
Definition 2.2.17

Sei T' € 8’ eine temperierte Distribution. Dann definieren wir die Fourier-Transformierte T von
T durch

Tlp] :==T[¢] firallegpe S,
wobei ¢ die Fourier-Transformierte der Schwartz-Funktion ¢ € S C L (R™) ist .

Beispiele 2.2.18. L
1. Wir wissen schon, dass fiir jede regulire Distribution zu f € LY(R") gilt Ty = T 3

2. Die lineare Abbildung
0o+ 8§ — C mit 64[p] :=p(a) fir a e R"

ist eine temperierte Distribution, §, € S’. Denn aus ¢y ? @ folgt insbesondere

limy 00 9r(a) = p(a), denn gleichméBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.
Also gilt

lim d4[r] = dae] -
k—o0
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Die §-Distribution, aufgefasst als Abbildung & — C, ist also eine temperierte Distribu-
tion.

3. Wir berechnen die Fouriertransformierte der §-Distribution: es ist fiir jede temperierte
Funktion p € S

~ 1

Gl = 871 = 90) = v [ ela)e e dre =T, [,

(27)

Rn

wobel wir fiir ¢ € R" die Funktion

1
(27-‘-)n/2

i(z,a)

T ey(r) =

einfiihren. Es ist e, € £ .(R") als stetige Funktion. Die Fourier-Transformierte der nicht

reguldren Distribution 9, ist also die regulére Distribution 7, _ . Speziell fiir a =0 ist

~~ -~ 1
do = €g, d.h. §y = T,, mit der konstanten Funktion ey(z) = —— .

(27r)n/2
Bemerkungen 2.2.19.
Wir notieren noch abschlieend die folgenden Sachverhalte, fiir deren Beweis wir auf [J] ver-
welsen:

1. Analog zur Rechenregel 3 ist fiir jeden Multiindex o € N" die Distribution (9/047“
fir T € &' gegeben durch das Produkt der Funktion z il*lz® € C*°(R™) mit der
Distribution 7.

2. Es gilt die Inversionsformel

~))

(o] = T[] :=T[p] mit p(z) :=@(—z) firalle pe S,

ohne dass man wie in Satz [2.2.8| voraussetzen muss, dass man T iiberhaupt bilden kann,
denn fiir jede temperierte Distribution T" € §" ist ja auch wieder ihre Fouriertransformierte
TeS.

3. Damit erhalt man im Fall der Delta-Distribution aus

L —

1

o = Gy

die Identitat fiir jede Schwartz-Funktion ¢

1 .
— /2 P — —’L<$,E> .
Solp] = Tiam)-ns2[P] / ) /IR Nomri p(z)dz | dg

ZL(R™ xXR™)

4. Die Fourier-Transformation™ : &’ — &' ist ein Vektorraum-Isomorphismus des Raums der
temperierten Distributionen. Es gilt fiir jede Folge T}, € S"

T, — Te—=T, — T.
S’ S’
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2.3 Einige Bemerkungen zu Funktionenraumen

Wir betrachten Réume von Funktionen f : A — C U {oo}, die auf einer Teilmenge A C R”
definiert sind. Wir erinnern daran, dass wir bei der Betrachtung von Fourierreihen Funktionen
auf A = [0, 27| entwickelt haben und dabei die Norm

12 = / P

auf dem Vektorraum V der 2m-periodischen Funktionen, die iiber dem Intervall [0,27]
(Riemann-)integrierbar sind, und die Konvergenz im quadratischen Mittel betrachtet haben.

Wir erkldaren nun die Banachrdume der LP-Funktionen. Im Fall p = 2 werden wir sogar
einen Hilbertraum erhalten.

Definition 2.3.1
Fiir jede reelle Zahl p > 1 erkldren wir die LP—Halbnorm beziiglich einer Teilmenge A C R"
wie folgt: sei f : A — CU {oo} integrierbar. Dann ist

1/p
1l = ( /A Iflpd:v) ,

wobel wir (/00 := 00) setzen.
Bemerkungen 2.3.2.
1. Fiir p =1 erhalten wir wegen Satz die bekannte L!-Halbnorm.

2. Im Fall p = 2 rithrt die Halbnorm von der Sesquilinearform
(f,9) = / frgda
A

her: (f, f) = 13-
3. Es ist offensichtlich, dass || Af]|, = |A| - || f]|, fiir alle A € C gilt.

4. Die Halbnorm mit p > 1 wertet fiir Funktionen mit ||f||, < oo die Teile mit |f| < 1
weniger stark, die mit | f| > 1 dagegen stérker als die L'-Halbnorm.

Als Beispiel betrachte die Funktion f(x) = 2 auf der Teilmenge A = (1,00) C R. Dann
ist || f]l, < oo, wenn fiir das Integral
/ x*Pdxr < oo
1

1

gilt. Das ist fiir ap < —1 oder, dquivalent, fiir « < —— der Fall. Wir sehen etwa fiir
p

f(z) =27 mit a = —1 gilt

I flla < oo aber | f]i=o0.

Um die Dreiecksungleichung fiir die Halbnorm || - ||, zu zeigen, brauchen wir die Holdersche
Ungleichung;:
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Lemma 2.3.3 (Holdersche Ungleichung).
Seien p,q > 1 mit %+% = 1. Seien f, g Funktionen auf R" mit || f|, < oo und |g||, < oc.
Dann gilt

1= gl < A fllp - Mlgllg -

Man beachte, dass dies im Fall p = 2 (und ¢ = 2) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir
die Sesquilinearform aus Bemerkung 3 und die [| - [[-Norm ergibt.

Bewelis.

e Wir kénnen f > 0 und g > 0 voraussetzen. Aus || f||, = 0 folgt mit Bemerkung |1.3.18.3,
dass f = 0 fast iiberall und somit auch f- ¢ = 0 fast iiberall gilt. In diesem Fall gilt die
Holdersche Ungleichung trivialerweise.

e Wir setzen daher 0 < || f]|, < oo und 0 < ||g||, < oo voraus und setzen

fr g
Y= und ¢ = .
/17 g

foefoer

e Wir zeigen zunéchst fiir reelle Zahlen a > 0 und b > 0 die folgende Ungleichung;:

a/Ppt/1 < a + 9 .
p q

Dann ist

Fiir x > 0 ist wegen (logz)” = —Iiz < 0 der Logarithmus konkav, also gilt fiir beliebige
reelle Zahlen a,b > 0

1 1 1 1
—loga+ —logb <log(—a+ -b) .
p q p q
Hierauf wenden wir die Exponentialfunktion an; da diese monoton ist, finden wir
a/Ppt/e < a + 9 .
P q
Daraus folgt mit a = p(z) und b = ¥ (z) fir jedes z € A die punktweise Ungleichung

1 1
L — (101/p¢1/q < Zp+ =,
1£1l» ll9llq P q

Die Integration dieser Gleichung iiber A liefert

1 /f Sl
S — . g ~ —_— —_ =
£l gllg Ja P g

und somit die Holdersche Ungleichung.

Lemma 2.3.4.
Fiir die LP—Halbnorm beziiglich A C R"™ gelten die folgenden Aussagen:

(i) [|fll, = 0= f =0 fast tiberall
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(1) [lefllo = lel - £l

(iii) (Monotonie) |f] < |g[ = [lfll, < llglly

(iv) (Dreiecksungleichung) || f + gll, < [lfll, + [lgll»
)

(v) Ist v(A) < oo, so gilt fiir jede Funktion f mit ||f]|, < oo, dass || f[i < v(A)Y9 | £,
wobei 1/p+1/q =1 ist.

Beweis.

e Die ersten beiden Aussagen haben wir schon in Bemerkung gesehen; die dritte folgt
aus der Monotonie des Integrals.

e Zu (iv): Sei p > 1. Wir beachten, dass punktweise gilt
|/ + gl < |fl+1g]
-1 -1 1 1 . )
pq — q = p. Wir rechnen nun

def — —
If+gly = [f gl < [ 1f1[f gl gl 1f + gl
R R” H/_/ Rn

= f-Alli+llg- bl
Holder
< (Il =+ llgllp) - allq

Beachtet man nun mit ¢(p — 1) = p, dass

1/q 1/q
||h||q=(/R |f+g|q(’”‘”) =(R |f+g|p> —f gl

1F +allp < (Fllp + Nlgll) - Nllg = (Ll + glly) - ILf + gllp
Wegen p — £ =1 folgt die Dreiecksungleichung.

so folgt

e Zu (v): Wenn U(A) < oo gilt, so folgt

Wl = 07 Lalls < Ll 171l = 0(A)Y - 1], -

Definition 2.3.5
Sei U C R" eine abzéihlbare Vereinigung kompakter Mengen und die Funktion f : U — CU{occ}
lokal-integrierbar. Dann heiit f eine LP-Funktion und im Fall p = 2 quadratintegrierbare
Funktion, wenn die Funktion |f|P integrierbar ist.

Wir fiihren den Funktionenraum LP(U) :={f : U — CU {oo} | f LP—Funktion} ein.

Lemma 2.3.6.
Sei U C R™ eine abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen. Eine lokal-integrierbare Funktion
f:U — CU{oo} ist genau dann eine LP-Funktion, wenn || f||, < oo gilt.
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Beweis.
Einerseits ist klar, dass LP-Funktionen endliche || - ||,-Norm haben.

Sei umgekehrt || f||, < co. Betrachte eine Ausschopfung U = UA;, durch kompakte Mengen
und setze

fr:=min(|f|,k) - 14, .

Dann haben wir monotone punktweise Konvergenz, fi ,* |f[P. Die Funktionen f; sind
beschrénkt, lokal-integrierbar und haben kompakten Tréager. Die Folge ihrer Integrale ist durch
| f[|5 < oo beschrénkt. Dann folgt mit dem Satz von Beppo Levi [1.4.6, dass die Grenzfunktion
eine LP-Funktion ist. O

Bemerkungen 2.3.7.
Sei U C R" eine abzéhlbare Vereinigung kompakter Mengen.

1. Wir setzen
LP(U) := LP(U) /N mit N = {f : U — CU{co}|f = 0 fast iiberall }
und versehen diesen Quotientenraum mit der ||-||,-Norm.

2. Wie im Beweis von Satz von Riesz-Fischer zeigt man, beweist man dass der normierte
Raum LP(U) vollsténdig ist, und dass man durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge
gleichzeitig punktweise Konvergenz fast {iberall erreichen kann. Wir haben also fiir jedes
p > 1 einen Banachraum.

3. Im Fall p = 2 ist der normierte Raum L?(U) sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(f.9) = [, fgdz. Dieser Hilbertraum wird in der Quantenmechanik zur Beschreibung
von Wellenfunktionen benutzt. Er ist auch der natiirliche Rahmen fiir die Behandlung
von Fourierreihen in einem Hilbertraum.

4. Fir alle 1 < p < oo hat der normierte Vektorraum LP(U) hat eine abzihlbar dichte Teil-
menge. Zum Beispiel bilden Treppenfunktionen ) ¢;1¢, mit rationalen Werten ¢ € Q
und Quadern Q = [][a;, b;] mit rationalen Koordinaten a;, b; € Q eine solche Teilmenge.

Die (nicht abzéhlbare) Menge C2°(U) der glatten Funktionen mit kompaktem Trager liegt
ebenfalls dicht in LP(U).
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3 Integration auf Mannigfaltigkeiten

3.1 Mannigfaltigkeiten

Wir folgen [E'3] §14]. Wir erinnern an einige Resultate des letzten Semesters:

Theorem 3.1.1 (Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang).

Sei U C R™ offen und f : U — R" eine C*-Abbildung mit konstantem Rang rg(f) = r auf U.
Dann existieren fiir jeden Punkt p € U offene Umgebungen V' C U des Urbilds p und

W C R™ des Bilds f(p) und C*-Diffeomorphismen

o:Vop(V)cR™ und ¢: W —¢p(W)CR”
so dass
(Yo foo N(wy,...,0m) = (21,... JMO’H;L':.T;Q)
auf p(V).
Wir erinnern auch an zwei Spezialfille:

e Gilt r =n < m, so liegt eine Submersion vor; das Differential von f ist surjektiv.

e Gilt r = m < n so liegt eine Immersion vor; das Differential von f ist injektiv.

Definition 3.1.2
1. Eine Teilmenge M C R" heilt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu
jedem p € M eine offene Umgebung U C R", eine offene Teilmenge T" C R™ und eine
C*-Immersion ¢ : T — R™ gibt, die T homéomorph (also bijektiv, stetig, mit stetiger
Umkehrabbildung) auf U N M abbildet, (1) = U N M.

2. Dann heifit ¢ eine lokale Parametrisierung in p oder auch Karte von M. Wir schreiben
o: T—p(T)CR"

3. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeit heifien Fléachen. (n— 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeiten des R™ heiflen auch Hyperflichen.

Sprechen wir im Folgenden von einer Untermannigfaltigkeit ohne weiteren Zusatz, so meinen
wir eine C'-Untermannigfaltigkeit.

Beispiele 3.1.3.
1. Eindimensionale Untermannigfaltigkeiten (Kurven):
Ist m = 1 und T ein Intervall, so ist eine Karte von M ein doppelpunktfreier, stetig diffe-
renzierbarer parametrisierter Weg im R", bei dem auch noch fiir alle t € T die Ableitung

¢'(t) #0 ist.

o ) 0 /\/
. - b

T C R offen
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2. Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten (Flidchen):

Fir m = 2 erhalten wir eine parametrisierte Fliche (ohne Selbstschnitt)
xTs3 .
T ¥
T2
T offen im R? — /
"
~T
So etwas - TN
A1 TN
ist dabei nicht zugelassen ! )
Y
\\ //
—~ Nl 1 //
™~ T
~J
L~ \\\
\
S

3. Man beachte aber, dass fiir die globale Beschreibung einer m—dimensionalen Mannigfal-
tigkeit im R™ i.A. nicht nur eine Karte geniigt. (Ein Beispiel dafiir ist schon die 2—Sphére
im R™.)
Lemma 3.1.4.
Sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢, : T SRR ©1(T1) und
0o 1 Ty — po(Ty) zwei Karten mit V := o1 (T1) N po(Ty) # 0.
Dann sind die Urbild-Mengen W; := go;l(V) offen im R*, und es gibt einen Diffeomorphis-
mus 7 : Wi — Wy mit ps 07 = 1w,

Fiir den Beweis verweisen wir auf [F3, §14].

Definition 3.1.5
1. Sei M C R"™ eine Untermannigfaltigkeit und * € M. Ein Vektor v € R" heifit
Tangentialvektor an M in z, wenn es ein ¢ > 0 und eine C*-Kurve v : (—¢,e) - M C R"
gibt mit v(0) = « und v = ~'(0).

ToM

v(t)
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2. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in x € M heifit Tangentialraum und wird mit
T, M bezeichnet.

3. Ein Vektor v € R™ heifit Normalenvektor einer Untermannigfaltigkeit M in R™ im Punkt
xr € M, wennv € N,M := T, M+ gilt. Hierbei ist das orthogonale Komplement beziiglich
des euklidischen Standardskalarprodukts des R™ zu nehmen.

Die folgenden Sachverhalte sind uns schon bekannt:

Satz 3.1.6 (Eigenschaften von Tangential- und Normalraum).
Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und 7}, M der Tangentialraum an M in
p € M. Dann gilt:

a) T,M ist ein k-dimensionaler Untervektorraum des R”.

b) Sei ¢ : U C R* — V eine Karte von M, u € U mit p = ¢(u). Dann bilden die k Vektoren
O1p(u), ..., 0kp(u) in R™ eine Basis des Tangentialraums 7, M.

c) Sei V. C R" eine offene Umgebung von p und f = (fi,...,fa) : V — R*F eine
Submersion, so dass M NV = f~1(q), wobei ¢ = f(p). Dann ist T,M = Kern(df,) =
Mi=r (grad f;(p))*-

d) Unter den Voraussetzungen in ¢) wird eine Basis des Normalenraums N, M gegeben durch

grad fl(p)7 tee 7grad fnfk(p»

Wir versehen jetzt Untermannigfaltigkeiten des R™ mit weiterer Struktur, die auch aus der
kanonischen Struktur eines Euklidischen Vektorraums auf R™ folgt.

Definition 3.1.7

Sei M C R™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : T —» @(T) eine Karte
von M. Beziiglich dieser Karte definieren wir eine matrixwertige Funktion auf T C R¥, deren
FEintréige die Funktionen gj : T — R, 1 < 7,1 < k mit

g1(t) := (05 (t), Dup(t))

sind. Dann heifit die matrixwertige Funktion G := (g;;) der MaBtensor beziiglich der Karte (.
Die Funktion g := det(g;;) heifit die Gramsche Determinante von M beziiglich der Karte (.

Beispiele 3.1.8.
1. Ist k =n und T' C R" eine offene Teilmenge, so kann man die Identitdtsabbildung

o1 T—¢(T), p(t) =t
als Karte nehmen. Dann ist g;(t) = ¢, fiir alle j,1 und g(t) = det E,, = 1.

2. Ist k =1 und T C R ein offenes Intervall und ¢ : T — ¢(T) C R"® ein parametri-
sierter, stetig differenzierbarer Weg, so hat man der Mafitensor nur eine Komponente

anlt) = @000 =3 (42 ) =10l

v=1

und das ist auch die Gramsche Determinante:
g(t) = l' @) .
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3.Ist k=2undn=3,alsoT C R? offen und ¢ : T — ¢(T) C R® eine parametri-
sierte Flache, so ist die Gramsche Determinante

i (&Ou(t)) i I (t) Opu(t)
g(t) = det =1

ot =N
> o, (t) 0o, (1) > <0%(t)>

=1 Oty oty V=1 Oty

O
(O1p(1), a0(t))  [1020(2)]I?
= 10101171020 (t)]|* = (D1p(2), Dasp(1))?
= [|01p(t) x Dap(1)]]”
nach den bekannten Eigenschaften des Vektorprodukts. Der Wert der Gramschen Deter-
minante g(t) ist also das Quadrat des Parallelogramms, das von den beiden Tangential-

vektoren 0yp(t) und dyp(t) aufgespannt wird. Allgemeiner zeigt man (siehe [F3]), dass
fiir beliebige n gilt:

g= Y (detd(¢s,..., ;)" (3)

11 <...<ip

Insbesondere ist die Gramsche Determinantenfunktion ¢(t) immer positiv.

Beispiele 3.1.9.
Wir betrachten die Oberfliiche einer Kugel mit Radius R > 0 im R?, und die folgende Karte
aus Kugelkoordinaten, die nur einen “Meridian” auf der Kugel auslésst:

O (—mm) X (—E;E> — R3,
22
O(p, 1) := (Rcospcostd, Rsingcosd, Rsind) .

In diesem Fall erhalt man

—Rsin ¢ cos v —Rcospsinv
01P(p,0) = R cos p cos v , 0o®(p, ) = | —Rsinpsind
0 Rcos v

Die beiden Tangentialvektoren sind orthogonal. Es gilt ||0;®||? = R*cos? ¥ und ||0,®||? = R*
und somit fiir die Gramsche Determinante

g(p,9) = R*cos® > 0.

Sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und seien ¢, ¢ zwei Karten mit
imp Nim @ # 0.
Wir nehmen an, dass die Karten das gleiche Bild haben,

o: TSV, ¢: TSV,

indem wir gegebenenfalls den Definitionsbereich der Karten verkleinern. Aus Satz folgt,
dass es einen Diffeomorphismus 7 : 7" — 7" gibt mit ¢ = p o 7.

Lemma 3.1.10.
Dann gilt fiir die Gramschen Determinanten g und g beziiglich der Karten ¢ bzw. ¢:

9(€) = | det(d7(£)*g(7(8))

wobei wir die Variablen in T mit &, . .. & bezeichnen.
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Beweis.
Es gilt nach der Kettenregel

~ k

84,0,/ 873
e 2 or, "5 ©)

und somit fiir den Mafltensor beziiglich der Karte ¢:

() <a§—f> oo,

Kette_nre el 8g01, 87'2 8g0,, 87'
= n(28E) (R

01 [ = 0p, 0p, \ OT;

a ZZ & (V_ ot; 8@») ag,i

= 1 7j=1
B Z oT; oT;
- 067 0%,

Wir kénnen nun eine Integrationstheorie auf Untermannigfaltigkeiten des R"™ entwickeln.

Betrachtung 3.1.11.
Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei f : M — R eine Funktion.

1. Wir nehmen erst vereinfachend an, dass es eine einzige Karte ¢ : T — o(T) =:V C M
gibt, so dass f[yny = 0.

Dann heifit f integrierbar iiber M, falls die Funktion t — f(¢(¢))\/g(t) iiber T C R*
integrierbar ist. Hier ist wieder g die Gramsche Determinante beziiglich der Karte .

Man setzt dann
| s@ns@ = [ s vamat

und nennt dS(x) = \/g(t)d*t, mit z = ¢(t), das k-dimensionale Flichenelement von M
beziiglich der Karte ©.

2. Wir wollen zeigen, dass der Wert des Integrals nicht von der Wahl der Karte abhéngt.
Sei ¢ : T =+ V eine weitere Karte mit der gleichen Eigenschaft. Nach Verkleinerung
kénnen wir V = V annehmen. Mit Hilfe des Transformationssatzes und Lemma
[3.1.10 rechnet man

/f 1)/g()dke 28 /f )| det(dr(€))|/g(7(€))dk¢
T
BIT0
= ] F(@(€))v/g(€)d"e
T
3. Wir werden vereinfachend nur den Fall behandeln, dass es endliche viele Karten ¢; :

T, — p;(T;) = V; € M mit j = 1,...,m gibt, die die Untermannigfaltigkeit M
iiberdecken, M = J, V}.

Wir wihlen eine der gegebenen Uberdeckung (V;) untergeordnete lokal-integrierbare Tei-
lung der Eins, d.h. Funktionen a; : M — R, j =1,...,m, mit:
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(1) ajlany, =0und 0 < o(z) < 1fiirz € M
(i) >0 aj(z) = 1 fiir alle v € M
(iii) die Funktionen ¢t — «;(¢;(t)) sind iiber T; lokal-integrierbar.
Eine solche Teilung ist z.B. durch die charakteristischen Funktionen der Mengen W; :=
Vi \ Ui<;V; gegeben. Die Teilung der Eins ist aber nicht eindeutig.

Dann heifit f integrierbar iiber M, falls alle Einschréankungen f|V; im Sinn von 1. iiber
V; integrierbar sind. Man setzt dann

[ swst =§j [ w@sase)

. Dieses Integral ist wohldefiniert, und es ist unabhéingig von der integrierbaren Uberde-
ckung von M und der Teilung der Eins.

Beispiele 3.1.12 (Spezialfiille des Fléchenelements).
Wir hatten in Beispiel schon die Gramsche Determinante in Spezialfillen ausgerechnet.

Damit finden wir:

1. Fiir k = n, eine offene Teilmenge des R™, erhalten wir einfach
dV .= d"t.

Hier spricht man fiir n > 3 vom Volumenelement.

. Fiir £ =1, also fiir einen durch ein offenes Interval T' parametrisierten, stetig differen-
zierbaren Weg, finden wir ¢ : T — R"

ds(t) = |l (t)lld"t

und sprechen in diesem Fall von einem Linienelement. Man schreibt hier auch ds(t) statt

ds(t).
. Ist k =2 und n = 3, also betrachten wir eine durch 7' C R? offen parametrisierte Fliche
o : T "5 poT)CR?
mit ¢ stetig differenzierbar, so ist
dS(z) = [[01p(t) x Oap(t)||dtrdt,

das Flachenelement.

Definition 3.1.13
Sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigtfaltigkeit und A C M.

1. Falls die charakteristische Funktion 14 iiber die Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist,
so heifit A eine messbare Teilmenge der Untermannigfaltigkeit M ;

vk (A) ::/MlA(x)dS(x)

heifit das k-dimensionale Volumen von A.
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2. Eine Funktion f : M — R heift iiber A integrierbar, falls die Funktion f -1, iiber die
Untermannigfaltigkeit M integrierbar ist. Man setzt dann

/A f(z)dS(z) := /M f-14(2)dS(z).

3. Man nennt A eine k-dimensionale Nullmenge, falls A messbar ist mit vj,(A) = 0.

Beispiel 3.1.14.
Sei M wie in Beispiel die Oberfliche einer Kugel mit Radius R im R3, mit der Karte

R (—7r;7r)><< T —)—)VCMCR3,

_ ﬂ-
272
O(p, 1) = (Rcospcostd, Rsingcosd, Rsind) .

Nach Beispiel ist die Gramsche Determinante +/g(p,9) = R? cos 9.
Der “Meridian” N := M\V = {(=Rcos?,0, Rsin?) | =% <9 < 7} ist eine 2-dimensionale
Nullmenge. Man erhélt daher

9=1

vo (M) :/ /2 R? cos ¥dddy = 27 R sinz?‘ =47 R? .
T

9=—1

Insbesondere ist vy(S?) = 4.
Wir illustrieren die Konzepte in dem folgenden Satz:

Satz 3.1.15.
Sei f : R™ — R eine integrierbare Funktion, n > 2. Dann ist fiir fast alle » € R, die
Funktion f iiber die Sphére

Siti={2eR" | |lzl=r}
mit Radius r integrierbar, und es gilt

o0 o0

/ fla)d'e = / / f(@)dS(@) | dr= / / fre)ds(e) | - tar

0 Sn—1

Bewelis.

e Nach der Transformationsformel fiir Polarkoordinaten ist

o0

0 [reae= [ [ 1) Cue) g | ar

wobei das Integral in der Klammer nach dem Satz von Fubini fiir fast alle r € R,
existiert. Dabei ist wie in Bemerkung

T mT\n—2
1= (—mm) x (_E; 5) , 0= (@1, ,¢n_1) und
Co(p) = Calpr, -5 pn1) = cos’ p1 - cos' pz - ... - cos" 2oy .
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e Berechnen wir andererseits das Integral iiber die Sphére S**

| ra)as)
gn—t

fiir festen Radius r > 0, so konnen wir
O, : I — 5" (o1, on1) — Pu(r, 01, ..., On1)

als Parametrisierung nehmen, denn S"~'\ @, (IT"~!) ist nach Beispiel [3.1.14| eine (n — 1)-
dimensionale Nullmenge. Wir erhalten nach Betrachtung|3.1.11

0 [ r)ase /f (101 o DY ()
2

mit dem Maftensor
3(0) = (0;P(), Or®a())
beziiglich der Karte ..

e Wir zeigen nun induktiv, dass fiir n > 2 fiir die Gramsche Determinante beziiglich der
Parametrisierung &, gilt

Induktionsanfang : Fiir n = 2 haben wir die Parametrisierung eines Kreises S} C R%:

o 1 _ [ rcosp
(1)2' ( ﬂ-vﬂ-)—)‘s’rv@l'—)PQ(r?QOl) (rsingpl)’

und somit den Mafitensor

BIR —7rsin
§O(1) r\@awl)u?:H( 9"1)

T COS Y1

2
:7"2 s

und die Gramsche Determinante:
9(2)(%) =Tr= 02(901) !

e Induktionsschritt: Fiir n € N mit n > 2 sei (*) richtig. Dann haben wir fiir ¢ =
(p1,...,¢,) die Jacobische Matrix

(P;LH(SD) e 4+ - - - — - — - —

€ M((n + 1) x n,R). Das ist die Jacobische Matrix von P, (r,¢) der Koordinaten-
transformation auf Polarkoordinaten, in der man die Spalte mit den Ableitungen nach
r weggelassen hat. Wir bilden nun das Skalarprodukt der n Spalten miteinander: Die
Spalten mit Index j < n sind die Spalten von ®/ (y), multipliziert mit cos ¢, und um
die 0 unten erginzt. Also gilt fiir diese Komponenten des Mafitensors

n+1 n .. .
070 = g (1 pu) cos? p,  fiir jl<n

7



Es ist wegen || P.(r, ¢1,...,pn_1)|]] = r das Matrixelement in der rechten unteren Ecke
gleich

g7(LrTLL+1)< ) = Hq)n<9017 BRI 9071*1)"2 ’ Sin2 Pn + T‘2 COSZ Pn = 7“2 )

und fiir 7 < n:

n aq)n(@l; s ﬂonfl) .
§n+1)(¢) = —( 90, D (01,0 Pn_1)) COS p, sin @,
j

Wendet man auf die einzelnen Summanden des Skalarprodukts die Produktregel in einer
Variable an, so erhélt man fiir j <n

_— 1 0 _
@) = — g @ on), Bl on)) cos sy
J
10
= —58—%(7“2 - oS @ sinp,) =0 .

Wir finden somit fiir die Gramsche Determinante

g (@) =det | —— - b o——

2(n—1) 2

= g™ (p1,..., pn_1)cos on T

Es folgt

\/g(n+1)(90) = \/g(n) (901, s agpn—1> ’ Cosn_l Pn T = On(sob S Son—l) ’ rn—l Cosn_l Pn T,

und nach Bemerkung [1.5.14]ist das gleich C,,1(¢1,...,0n) - 7"

Damit erhalten wir aus (xx)

/ F(2)dS(x) = / F(Palr, ) Calg) - '

-1
Sy

und das linke Integral existiert, wenn das rechte existiert. In die Transformationsformel ()
fiir Polarkoordinaten aus|1.5.15| eingesetzt ergibt das die erste Gleichung der Behauptung;:

/ﬂ@wxzj /f@ﬂﬂ@ dr .
o b\ g

Die zweite Gleichung der Behauptung erhélt man aus der Gleichung

/frf )dS(€ /fr Po(1,9)) - Cp(@)dep - 7"

= [ rwis
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Beispiel 3.1.16.
Wir berechnen nun die Oberfliche w, := v, 1(S"!) der Einheitssphiire im R". Nach Satz
3.1.15| gilt fiir das Volumen &, der Einheitsvollkugel im R”

o= o(Bl0) = [ da /1 [ as | a2

n
=<1 0 ll=1
A

vV
Wn

Also ergibt sich fiir die Kugeloberfléche w,

N3

™

n- &y, n gerade

n—1 P

271') 2 d
T3> nungerade

Wy =N+ Ky =

ol

2n -

wobei wir fiir x,, das Ergebnis von Aufgabe 1 auf Blatt 5 einsetzen. Insbesondere ist wy =
2T, wy = 47, wy = 272,
Wir kommen auf diese Oberfliche noch einmal in Bemerkung [3.2.12/3 mit Hilfe des Gau3-

schen Integralsatzes zuriick.

3.2 Der Gaufische Integralsatz
Wir folgen [E3] §15].

Definition 3.2.1

Sei A C R™ kompakt. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es zu jedem Punkt a € 0A eine
offene Umgebung U C R"™ und eine stetig differenzierbare Funktion 1) : U — R gibt mit den
beiden Eigenschaften

1. ANU ={z €U |¢(z) < 0}.
2. grady(z) # 0 fiir allex € U.

Lemma 3.2.2.

Es ist dann 0OANU = {z € U |¢(x) = 0}. Insbesondere ist der Rand eines Kompaktums A
mit glattem Rand lokal durch eine Gleichung von konstantem Rang 1 gegeben und somit eine
kompakte (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

Beweis.

e Um die Inklusion C zu zeigen, reicht es aus, zu zeigen, dass jeder Punkt x € U mit
Y(z) < 0 nicht auf dem Rand liegt. Da aber ¢ insbesondere stetig sein soll, gibt es fiir
jeden solchen Punkt eine offene Umgebung V' C U, auf der ¥ negativ ist, also V' C A;
somit kann ein solches x kein Randpunkt von A sein.

e Fiir die Inklusion D betrachte a € U mit ¢(a) = 0. Die Taylorentwicklung liefert fur
v := grad ¢ (a) # 0 wegen Voraussetzung 2.

Y(a+tv) = Y(a) + (grad ¢(a), tv) + o(tv) = t|| grad ¥ (a)||* + o(tv) ,

so dass in jeder Umgebung von a sowohl Punkte von A als auch Punkte im Komplement
von A liegen. Also ist a € 0A.
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Satz 3.2.3.
Sei A C R” ein Kompaktum mit glattem Rand und a € JA. Dann existiert genau ein Vektor
v(a) € R™ mit folgenden Eigenschaften:

1. v(a) steht senkrecht auf dem Tangentialraum 7,(0A) der (n — 1)-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit JA.

2. Der Vektor v(a) ist ein Einheitsvektor, ||v(a)| = 1.
3. Es gibt ein € > 0, so dass a + tv(a) ¢ A fiir alle t € (0,¢) ist.

Man erhélt ein stetiges Vektorfeld v : 0A — R", a — v(a).

Beweis.
e Existenz: wihle eine C'-Funktion 1) wie in Definition [3.2.1] Wir haben schon gesehen,
dass dann

v(a) grad ¢ (a)

YT arad v(a)]

alle gewiinschten Eigenschaften hat.

e Da der Normalenraum in a € JA eindimensional mit Basis grad ¢ (a) ist, folgt v(a) =
Agrad ¢(a). Die Normierungsbedingung 2. legt v bis auf ein Vorzeichen fest; dieses muss
wegen Bedingung 3. positiv sein.

Definition 3.2.4
Der Vektor v(a) heifit duferer Normalen-Einheitsvektor von A im Punkt a.

Bemerkung 3.2.5.
Sei A C R™ ein Kompaktum mit glatten Rand und a = (ay,...,a,) € OA ein Randpunkt.

In einer Umgebung von a kann der Rand A wie jede n — 1-dimensionale Untermannigfaltig-
keit als Graph einer Funktion von n — 1 Variablen dargestellt werden. Als Folgerung des Satzes
iiber implizite Funktionen existieren nach eventuellem Umnummerieren der Koordinaten eine
offene Umgebung U’ von (aq,...,a,_1), ein Intervall I = (o, 5) mit a, € I und eine stetig
differenzierbare Funktion g : U" — R, so dass

ANU ' xI)=A{(2",2,) e U x I |z, <g(z)}.
Mit der Funktion ¢ (z) := z,, — g(z’) berechnet man nun den dueren Normalen-Einheitsvektor

zu
(—gradg,1)

V1+ [[gradgl]?

Das folgende Lemma bereitet den GauBschen Integralsatz [3.2.9] vor und ist gleichzeitig ein
Spezialfall.
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Lemma 3.2.6.
Sei U' C R™! offen, I = (a, ) ein offenes Intervall und g : U' — I C R eine stetig differen-
zierbare Funktion. Wir setzen

A = {(2/,x,) €U x|z, <g(a)}

it @' = (z1,..., %0 1).
M = {(:U,,xn) c U/ % ]- | T, = g(l’,)} mit xr (I’l T 1)

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U’ x I — R mit kompakten Tréiger in
U xTundallej=1,...,n:

A%dnfﬁ = /M f(@)v;(z) dS(z),

mit
1 /
vi(z) = — 99(&') fir j <n
Vit ||1gradg(9€’)||2 O
Up(z) = :
V1 [Tgrad g(«)]P?
Beweis.

e Das Fldchenelement beziiglich der Karte 2’ — (2, g(2)) von M ist

dS(x) = /1 + || grad g(z/)||2d" 2’ .

Dies folgt aus der Formel aus Bemerkung [3.1.8

g= Z (detd(SOZNJSOZk))z )

11 <...<tp

o= ( gdre )

der Jacobischen Matrix. Wir unterscheiden zwei Falle.

und der Form

e Fiir 1 <i<n —1 betrachte die Funktion F': U’ x I — R

F(2',z2) := /Z f(2' x,)dz, .

Es gilt

OF(«',z) . OF(«',z)  [*0f
5 = f(2',z) und . —/a B (', x,)dx,

wegen des Differentiationssatzes [1.5.3. Damit folgt

o [ ) ) , .
0 e [ e, = SR

(')
= /g of (2", zp)da, + f(2, g(2))

dg (')
8xi ’

8%

Ferner gilt nach Lemma [2.1.16

a g(wl) / d dn—l /
(%) /U, B /a f( x,)da, =0
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da der Ausdruck in Klammern kompakten Trager in U’ hat.

Damit erhalten wir durch Integration von (k) iiber U’

Aag—g)d":c = // (/ag(fr’) agg)dxn) d"ta’

(i) 0 9) / n—1 1_/ ! ! 6g(:c’) n—1_/
. (/ f@ o, | @t = [ (g

() /M f(@)i(x)dS(x) |

wobei wir im zweiten Summanden die Definition von v; und den Ausdruck fiir das Flachen-
element dS(z) eingesetzt haben.

e Fiir i = n beachte, dass fiir jedes 2’ € U die Funktion z,, — f(2', x,) kompakten Trager
in I = («, 5) hat. Aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung folgt daher

g(z") o
/a L) e = 10 g0

und durch weitere Integration

Of(x) 1w _ / /g(x’) of L
/Aaxn d"z = A axn(x,a:n)dxn d"x

= [ r@ganata = [ pam@as)

wobei wir wieder die Definition von v, und den Ausdruck fiir das Flachenelement dS(z)
eingesetzt haben.

Lemma 3.2.7 (Lebesguesches Lemma).

Sei A C R™ kompakt und (U;);er eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es eine positive
Zahl A € R, die Lebesguesche Zahl der Uberdeckung, so dass jede zu A nicht disjunkte
Teilmenge K C R", die einen Durchmesser < X hat, ganz in einer der offenen Teilmengen U;
enthalten ist.

Fiir den Beweis verweisen wir auf [F3), §15].

Wir miissen nun noch die lokal-integrierbaren Teilungen der Eins aus Betrachtung[3.1.11]so
verbessern, dass sie differenzierbar werden.

Bemerkung 3.2.8 (Beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins.).
Wir erinnern an Betrachtung |2.1.8;

e Die Funktion

o+ =

fir t >0

e
s R—)R,s(t)::{o fir £ <0

ist beliebig oft differenzierbar.
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Die Funktion
g: R— R mit g(t) :=s(1+1¢t)-s(1l—1),

ist glatt mit kompaktem Tréger, g € C°(R) mit supp(g) = [—1, 1]. Die Funktion g ist
nicht-negativ, g > 0.

Es ist auch die Funktion

G: R—R,Gt):=) g(t—k)

kEZ

definiert, denn fiir jedes t € R tragen wegen supp(g) = [—1, 1] maximal zwei Summanden
bei. Die Funktion G ist, wie g, beliebig oft differenzierbar,

Die Funktion G ist nach Konstruktion Z-periodisch:
G(t)=G({t—k) firalleteR wundfirallekeZ.
Sie ist positiv, G(t) > 0 fiir alle ¢ € R. Wir konnen daher auf R die Funktion

_g()
0=

betrachten. Dann ist supp h = [—1;1], also h € C°(R). Fiir jedes ¢t € R gilt

t—k 1
S h(t - k) :ZQ<G(t) ) _ c G(t)=1.

kEZ kEZ

Wir haben in dieser Weise fiir jedes k € Z eine Funktion hy(t) := h(t — k) mit kompaktem
Trager gefunden, so dass die Summe der Funktionen fiir jedes t eine endliche Summe mit
Wert Eins ist.

Analog zur Konstruktion der Funktionen h(t — k) zu k € Z funktioniert auch eine Kon-
struktion im R" zu p = (p1,...,pn) € Z", wobei wir noch durch Reskalieren erreichen
konnen, dass der Durchmesser des Tragers kleiner als eine vorgegebene Schranke wird:
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Wir betrachten dazu die Funktion
~ T (2 )
qeZ™ j=1

Nun ist g (% — qj) > 0 genau fiir xg—J € (¢j — 1;¢; + 1). Also ist die Summe wieder lokal
endlich. Wie im eindimensionalen Fall folgt aus ¢ > 0, dass G, positiv ist, G. > 0 und
dass G, beliebig oft differenzierbar ist.

Daher konnen wir fiir p = (py,...,p,) € Z" und € > 0 die Funktionen
ape : R"— R

mit

betrachten.
e Wir fassen zusammen: zu jedem gegebenen € > 0 gibt es fiir alle p € Z" Funktionen
ap. ' R" — R,
so dass gilt

1. Die Funktion a, . ist beliebig oft differenzierbar.

2. Fir die Summe gilt > o, .(z) = 1, an jeder Stelle z € R™.
peEL™

3. Fiir den Triger gilt supp oy, = { € R" | |z; —p;e| <efiirallej }, erist also ein
Wiirfel mit Kantenldnge 2¢ und Durchmesser 2e4/n.

Wir nennen die Familie von Funktionen (a,.)pezn eine feine beliebig oft
differenzierbare Teilung der Eins.

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R"

F: U—R"

OF}
hatten wir die Divergenz div F' := Z 3 . definiert.
L

Theorem 3.2.9 (Gaufischer Integralsatz).

Sei A C R"™ ein Kompaktum mit glattem Rand, v : 04 — R" das duflere Einheits-Normalenfeld
und U C R" offen mit A C U. Sei F : U — R", F' = Z;;l Fje;, ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Dann gilt:

/ div F(z)d"z — / (F(2), v(x))dS(z) .

A 0A

Beweis.

e Nach Bemerkung kann man den Rand JA in der Umgebung jedes Punktes als
Graph einer Funktion von n — 1 Variablen schreiben. Deshalb gibt es eine Familie offener
Teilmengen (U;);er mit U; C R", die A iiberdecken, U;e;U; D A, so dass fiir jedes i € [
eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:
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1. Entweder liegt U; im Innern von A, also U; C A\ 0A.
2. oder nach Umnumerierung der Koordinaten hat U; die Gestalt U; = U’ X (a, b) mit
U’ c R ! offen, und es gibt eine stetig differenzierbare Funktion
g: U —=R
mit
UnNnA={(z,z,) €U x (a,b) |z, <g(x)}.
e Sei A > 0 eine Lebesguesche Zahl fiir die Uberdeckung (U;);e; von A wie in Lemma .
Wir setzen € := A\/2y/n und betrachten die in Bemerkung konstruierte differenzierba-
re Teilung der Eins (ay)pezn. Der Triger jeder Funktion a,,. ist ein Wiirfel der Seitenlénge

2¢, hat also Durchmesser kleiner als \. Sei P die endliche Menge aller Multiindizes p € Z",
so dass supp(a,,) N A # 0. Dann ist wegen der Linearitit der Audriicke

/A div F(z)d"z = 3 /A div (. () F(z)) d"a

peP

/8A<F(:c), v(z))dS(z) = Z /M(ozp,eF(x),y(m))dS(x) _

peEP

Der Satz braucht also nur fiir die Funktionen «, . F'(x) beweisen werden.

e Nach Konstruktion ist aber supp(a, ) fiir jedes p € P ganz in einer Kartenumgebung U;
enthalten. Falls U; C A\ 0A, so folgt die Gleichung

/Adiv (ap,e(x)F(x))d”x:/ (ap F(x),v(x))dS(z)

0A

aus Lemma [2.1.16/2, da das Randintegral entfillt. Falls aber U der Bedingung 2. geniigt,
so ist die Gleichheit der Integrale eine Folge von Lemma angewandt auf die Kom-
ponenten der vektorwertigen Funktion a, /', {iber die man dann summiert.

O

Beispiel 3.2.10.
Sei A C R? kompakt und wegzusammenhingend.

Hat A glatten Rand, so kann man 0A durch einen einzigen stetig differenzierbaren Weg « :
[a,b] — R? mit o/(t) # 0 fiir alle ¢t € [a,b], parametrisieren, und zwar so, dass o um die
Punkte aus A einmal im mathematisch positiven Sinn herumlauft.

«
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Fiir t € [a, b] ist o/(t) nach Satz ein Tangentialvektor an die parametrisierte Kurve o, also
an den Rand 0A. Es folgt sofort, dass

(3(t), = (t))
/@)

via(t)) =+

der dulere Einheits-Normalenvektor an 0A ist.

Sei nun F' : U — R? ein auf einer offenen Menge U mit A C U stetig differenzierbares
Vektorfeld, dann fithren wir auf U als Hilfsgréfe ein weiteres Vektorfeld

K: U—R K(z):= (F(z), - F(x))
ein und wenden darauf den Satz von GauB 3.2.9 im R2

/A div K (z) d%z — / (K (2), v(z)) dS(z) |

0A
arl:

/A (aixle(x) — aiszl(.’L‘)> d&?ldxz = /[a,b] <K(a(t))7 I/(Oé(t))>”0/(t)||dt
_ / (Fa(a(t)) - a(t) + Fi(a(t)) - o (t))dt

b
~ [ Plat).a'ar
Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld
F: U—R
auf einer offenen Teilmenge U C R? hatten wir die Rotation definiert als das Vektorfeld
(I‘OtF)(x) — 8F3(x) . 8F2(I)7 6F1(x) o 8F3([E)7 8F2(x) . 8F1(37) ‘
812 8x3 8[E3 01’1 6%1 8x2

Mit Hilfe des vektoriellen Linienelements ds(t) := o/(t)d¢ erhalten wir also

/A rots(F)dS = A/ (8%5(95) - a%ﬂ(x)) dardey = / (F(s),d5),

0A

Dabei haben wir jetzt “ [ 7 fiir das Integral iiber den Rand von A geschrieben und meinen mit
DA
“0A 7 den orientierten Rand, also den Randweg

a: la,b] — R?,

der einmal im mathematisch positiven Sinn um die Punkte von A herumléuft.

Dies ist der Satz von Green fiir glatt berandete, wegzusammenhéngende kompakte Teilmen-
gen des R2. Er ist ein Spezialfall des Stokesschen Integralsatzes, den wir spiter in allgemeinerer
Formulierung behandeln.
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Allgemein gilt fiir Vektorfelder in drei Dimensionen:

Satz 3.2.11 (Klassischer Stokesscher Integralsatz).

Sei U C R? offen, F: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei M C U eine zweidi-
mensionale Untermannigfaltigkeit, die durch ein Einheitsnormalenfeld v : M — R? orientiert
sei. Sei A C M kompakt mit glattem Rand. Die induzierte Orientierung des Randes 0 A definiert
ein vektorielles Linienelement ds. Dann gilt

| Fas= [ or),vieas

Bemerkungen 3.2.12.

1. Sei A C R™ weiterhin kompakt und wegzusammenhéngend. Die Voraussetzung eines glat-
ten Randes im Satz von Gaufl und im Satz von Green schliefit schon Rechtecke und Quader
aus. Es ist daher sinnvoll, die Voraussetzungen etwas abschwéchen, und Kompakta mit
“stiickweise glattem Rand” zulassen. Wir sprechen von zuléssigen kompakten Mengen.

2. Wir skizzieren dies fiir n = 2 : Fiir jedes ¢ > 0 gebe es ein Kompaktum A®) mit glattem
Rand und stetig differenzierbarem Randweg

a® : [a,b) — R? | also 0A® = { o© () | tea,b] } |

wéhrend der Rand 0A = { «a(t) | t € [a,b] } gegeben ist durch einen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg « : [a, b] — R%

Dies kann man so einrichten, dass gilt:
(a) Sei fiir zwei Teilmengen B, C' einer Menge die symmetrische Differenz
BAC = (B\C)U(C\ B) .

Dann fordern wir vy(A AA®) < e:

AANA®

(b) Die Gesamtlénge der in 0 A A9 A® auftretenden Kurven ist kleiner als .

Dann ersetzen wir in der Aussage des Integralsatzes im Randintegral
fo4 (F(z),v(2))dS(z) den Rand OA durch den glatten Rand 9A® bzw. durch
den glatten Teil von 0A.

3. Wenden wir den Gaufischen Integralsatz auf das Vektorfeld F' : R" — R™ mit F'(x) = z an,
so folgt aus div F'(z) = n erneut wie in Beispiel [3.1.16] fiir das Volumen x,, der Vollkugel

B,(0) € R™
1 1 g 1 1
Kn = —/ nd"x = —/ div F(x)d":r: —/ (x,v(z))dS(x) = —w, ,
 JB1(0)  J B, (0) 1 J s, (0) n

wobei w,, das n — 1-dimensionale Volumen der Einheitssphére im R" ist.
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Wir brauchen spéter auch das folgende

Korollar 3.2.13.
Sei A C R" eine beschréinkte offene Teilmenge mit glattem Rand. Sei U C R™ eine offene Menge,
die A enthélt. Seien u,v € C'(U). Wir schreiben abkiirzend fiir die partiellen Ableitungen:

ou
;=

= o

Dann gilt fiir alle s = 1,...,n:

1. Der Satz von Gaufl komponentenweise:

/uida::/ uy;dsS'
A A

wobei v; die Komponenten des dufleren Normaleneinheitsvektors sind.

2. Die partielle Integrationsformel:

/uivdx: —/uvidx—i-/ wor;dS .
A A A

Seien nun u,v € C?(U). Dann gelten die Greenschen Formeln:

3.
/Audx:/ %dS
A a4 OV
ov

/(gradu,gradv)dx: —/ uAvdz + | u-—dS
A A g4 OV

mit der Normalenableitung % = (gradv,v) = > vv;.

ov ou
/A(uAv —vAu)dr = /{M (ua - UE) ds .
Beweis.

1. Wurde schon im Beweis des Gaufischen Satzes gezeigt.
2. Man wende 1. auf die Funktion u - v an.

3. Ersetze in 2. u durch u; und setze v = 1. Dann erhélt man

/uiidx:/ u;v;dS
A dA

diese Gleichung summiert man dann noch iiber ¢ und erhalt 3.

4. Ersetze in 2. die Funktion v durch die partiellen Ableitung v; und erhalte
/ w;v;dr = —/ uvgda + / uv;vdS
A A DA

5. Vertausche in 3. die Rollen von v und v und ziehe die Ausdriicke von einander ab.

summiere dann tiber i.
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4 Partielle Differentialgleichungen

4.1 Grundlegende Definitionen
Definition 4.1.1
Seien G C R und U C R2""47° offene und wegzusammenhingende Teilmengen. Sei
F: U—C
eine stetige Funktion. Sei u eine zweimal partiell differenzierbare Funktion
u: G— R, z+— u(z).
Zur Abkiirzung schreiben wir fiir die partiellen Ableitungen:

du g 0*u
=uj = ——, und Uy, = uj =
7 Oy e Oz ;0xy,

usw.

1. Dann heifit die Funktion u eine Losung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

(*) F(xla"'7xn7u7u$17"'auxnauaf1$17u£lf1x27'"7ul‘nzn) - 0 bl
wenn gilt

(a) (z1,...,Zn, u(x),Us, (X),. .. Uy, o, (x) €U firalle zeG,
(b) F(xy,...,¢n,u(T), Up, (T), ... Uy, 2, (x)) =0 fiiralle z€G.

2. Ein Spezialfall der allgemeinen Differentialgleichung zweiter Ordnung (x) ist die Gleichung
(+) Aw)+h=0 mit A®w):= > Gt -
k=1
Diese Gleichung heifit

i) quasilinear, falls a;;, und h Funktionen in den 2n + 1 Variablen
iy Ty Uy Ugy s - - - Uy, SIDd;

ii) semilinear oder fastlinear, falls die aj;, Funktionen allein von x sind und h eine
Funktion wie unter i) ist;

iii) linear, falls h von der Form h = 2?21 ajug; +au+ f ist und die aj, die aj, a und
f Funktionen von x allein sind;

iv) linear mit konstanten Koeffizienten, falls die Funktionen aj, a; und a iiberdies kon-
stant sind und f eine Funktion von x allein ist.

FEine Differentialgleichung heifit voll nicht-linear, falls sie nicht-linear von den hdéchsten
Ableitungen abhéngt.

Nur mit dem einfachsten Fall linearer Differentialgleichungen wollen wir uns im Folgenden
beschéftigen. Wir bemerken, dass man vorsichtig bei den Voraussetzungen an die Differen-
zierbarkeit und Stetigkeit einer Losung sein soll. Zum Beispiel muss man bei der Betrachtung
von Schockwellen auch Losungen mit Unstetigkeitsstellen zulassen, um physikalisch relevante
Phénomene zu beschreiben.
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Betrachtung 4.1.2.

Um eine eindeutige Losung zu haben, muss man bei gewohnlichen Differentialgleichungen An-
fangsbedingungen oder Randbedingungen vorschreiben. Auch bei partiellen Differentialglei-
chungen mochte man in der Regel solche Probleme behandeln, bei denen folgende Forderungen
erfiillt sind:

1. Eindeutigkeitsforderung: Es gibt hochstens eine Losung w , die alle gestellten Bedingungen
erfiillt.

2. Existenzforderung: Es gibt mindestens eine solche Losung.

3. Forderung der stetigen Abhéngigkeit von den Parametern:
Lassen sich Anfangs- bzw. Randwerte nur durch Messungen bestimmen, so mochte man,
dass die Auswirkung von Messfehlern auf die Losungen klein sind: Wird etwa die Be-
dingung gestellt, dass die Losungsfunktion v auf dem Rand von G einen bestimmten
Werteverlauf hat, so wird gefordert, dass die Losungsfunktion u stetig von den Rand-
werten abhéngt. (Diese Bedingung ist auch wichtig fiir die numerische Untersuchung von
partiellen Differentialgleichungen.)

Beispiele 4.1.3.

1. Die n—dimensionale Laplace-Gleichung oder auch Potentialgleichung:

Apt = Uy gy + Ugpzy + oo+ Uz, =0 .

2. Die m-dimensionale Wellengleichung

Apu=c?uy mit ceR\{0},

Man beachte, dass hier die Zahl n der Variablen aus Definition [4.1.1] gleich m + 1 ist; die
m + 1-te Variable ist t := x,,.

3. Macht man in der Wellengleichung den Separationsansatz oder Produktansatz

fla,t) = e*'u(z)
mit einer nur von x abhéngigen Funktion u, so erhélt man wegen
W2 ot

_9 _ v
C " Uy = (C)e u

fiir u die Helmholtz-Gleichung

—Ajpu=Mu mit A = (8)2 eC.

c

Die Helmholtz-Gleichung ist eine Eigenwertgleichung fiir den Laplace-Operator.

4. Die m-dimensionale Warmeleitungsgleichung

A u=cou; mit o€ C.

Oft fordert man fiir die Wéarmeleitungsgleichung ¢, > 0. Der Fall ¢ € R ist die
Schrodinger-Gleichung (ohne Potential).

Bemerkung 4.1.4.
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e Wenn nur Losungen u € C*(G) einer linearen Differentialgleichung gesucht werden, fiir
die dann also

Ugjzy, = Ugyx;
fir alle j, k € {1,...,n} gilt, so kann man die Koeffizientenfunktionen in A(u) so zusam-

menfassen , dass a;; = ay; gilt. Wir kénnen dann voraussetzen, dass die Matrix A = (a;i)
symmetrisch ist.

e Fiir symmetrische Matrizen gibt es nach dem Sylvesterschen Trigheitssatz eine invertible
Matrix S € GL(n,R), so dass
A1 0
S.A.St= _
0 An
von Diagonalgestalt ist. Dabei ist S natiirlich nicht eindeutig bestimmt, und auch die
Diagonalememente \; € R nicht. Aber nach dem Sylvesterschen Tragheitssatz sind die

Zahlen
k = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; >0,
t = Anzahl der j € {1,...,n} mit \; <0, der Trégheitsindex von A , und
d = Anzahl der j € {1,...,n} mit A\; =0, der Defekt von A,

eindeutig bestimmt.

e Man kann das zur Klassifikation der linearen Differentialgleichung mit konstanten Koef-
fizienten

A(u) = —h mit A(u) = Zaikumk
ik

benutzen: Fithrt man
z:=S-x

als neue Variable ein, so erhélt man fiir die Ableitungen der Funktion

w1, x,) = u(y, ., Ty
nach der Kettenregel:
ou ou 0x; -
= 3y et Z Py
— s = N
axi j=1 8xj 8x2 - JeTEG 0
Jj=1
2
a Y = Zn S “Slkﬂ”"N
- ‘7l:1 J? ;T
8m,~ 8:Ek J /
und somit
n n n n n
Au) = g ik E SjiSiklar s = E E SjilikSik | Uz;z = E djitizg
ik=1  jl=1 ji=1 \ik=1 jl=1

mit D := S - A-S" An Stelle der Differentialgleichung (') erhdlt man die Differential-
gleichung

(+") D(@) = —h(@) mit D(ﬂ):ZAﬂ@@,

also eine Differentialgleichung, in der keine gemischten zweiten Ableitungen ugzz; mit
i # k auftauchen.
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Man teilt die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
daher in die folgenden Klassen ein.

Definition 4.1.5
Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten heifit vom

elliptischen Typ, falls A positiv oder negativ definit ist. Dann ist der Defekt d = 0 und
der Tréagheitsindex t = 0 oder t = n.

hyperbolischen Typ, falls tiir den Defekt d = 0 und fiir den Tragheitsindex t = 1 oder
t=n—1 gilt.

ultrahyperbolischen Typ, falls der Defekt gleich null ist, d = 0, und fiir den Trédgheitsindex
1<t<n-—1gilt.

parabolischen Typ, falls A ausgeartet ist, also d > 0 gilt.

Beispiele 4.1.6.
Die Potentialgleichung aus Beispiel ist vom elliptischen, die Wellengleichung vom hyper-
bolischen und die Warmeleitungsgleichung vom parabolischen Typ.

4.2 Die Potentialgleichung

Wir diskutieren in den néchsten drei Unterkapiteln drei wichtige lineare partielle Differential-
gleichungen. Wir folgen dabei [E].

Definition 4.2.1
1. Die Potentialgleichung oder Laplace-Gleichung ist die elliptische lineare Differentialglei-

chung
Au=0;

die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung
Au=f

heifit inhomogene Potentialgleichung oder Poisson-Gleichung. Hierbei ist U C R™ eine

offene Teilmenge und f : U — R vorgegeben.

2. Eine C*-Funktion, die Lésung der Potentialgleichung ist, heiBBt harmonische Funktion.

Bemerkung 4.2.2.
1. Sei u eine physikalische Gréfe, die sich im Gleichgewicht befinde. Damit meinen wir, dass
fiir jede offene Teilmenge V' C R™ mit glattem Rand der totale Flul /' von u durch 0V

verschwindet:
/ (F,v)ydS =0 .
v

Nach dem Satz von Gauf3 [3.2.9 heifit dies

/didex:O;
1%

da dies fiir ein beliebiges solche Teilmenge V' C R™ gelten muss, folgt unter geeigneten
Stetigkeitsannehmen wie im Beweis von Lemma [2.1.9, dass div F' = 0.
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2. Oft ist der Flufl F' von u entgegengesetzt zum Gradienten grad u von u, also von Regionen
hoher zu Regionen niedriger Konzentration hin, F' = —a grad v mit a > 0. Es folgt

divgradu = Au=0.

3. Hat u die Interpretation einer Temperatur und ist /' der Warmeleitungsfluss, so ist die
Gleichung F' = —agradu das Fouriersche Warmeleitungsgesetz. Steht u fiir das elek-
trostatische Potential, a fiir die Leitfahigkeit und F' fiir die elektrische Flussdichte, so
erhalten wir das Ohmsche Gesetz.

4. Wir geben Beispiele fiir harmonische Funktionen und physikalische Situation, in denen
diese eine Rolle spielen:

L auf R\ {0} Punktladung im Ursprung
L auf R*\ {0} Dipol in z-Richtung im Ursprung
—1In(r? — 2%) R3 ohne 2-Achse konstante Ladungsverteilung auf der z-Achse
=3 R3 ohne z-Achse Linie von Dipolen in z-Richtung auf der z-Achse

Wir hatten in der MfP2 schon spezielle, rotationssymmetrische harmonische Funktionen
kennen gelernt.

Definition 4.2.3
Sei k, wieder das Volumen der Einheitsvollkugel im R". Die harmonische Funktion ® : R" \
{0} = R mit
—Llog|z| firn=2
@(:U) = { ( 127r fiir n Z 3

n(n—2)kp |22

heit Fundamentallésung der Laplace-Gleichung.

Wir notieren schon einmal, dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

C C
= und | D*®(2)| < — (4)

x|™

| grad @(z)| <

Betrachtung 4.2.4.

Fiir jedes fest y € R™ ist auch die Funktion = +— ®(x — y) fiir  # y definiert und harmonisch.
Fiir jede Funktion f ist dann auch z — ®(z — y) f(y) harmonisch, und auch endliche Summen
solche Ausdriicke. Aber die Faltung

u(w)i= [ @)Wy
ist nicht harmonisch, denn wir kénnen nicht einfach rechnen
Bufe) = [ 8,0 = f)d=0,

weil wegen des Verhaltens der zweiten Ableitungen von @ fiir z — 0, vgl. , die Funktion
D2®(z — y) nicht integrierbar ist. Vielmehr finden wir das folgende wichtige Resultat.

Theorem 4.2.5.
Sei f € C?(R"). Sei u wie oben durch die Faltung definiert,

u(w)i= [ Ble =) )y
Dann ist u € C?(R™) und u 16st die Poisson-Gleichung mit Inhomogenitt f,
—Au=f.
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Beweis.
1. Wegen

ue)i= [ v = f)dy = [ 20)16 - iy

ist der Differenzenquotient fiir die i-te partielle Ableitung gleich

u(x + he;) — u(w) /n®(y)f(x+h6i_z)_f(x_y)dy'

: _
Da f € C?(R") differenzierbar ist, geht der Bruch fiir h — 0 gleichmiBig auf R" gegen
8f 2-(z —y). Da @ lokal integrierbar ist, finden wir mit Hilfe des Differentiationssatzes|1.5.3

g;l; (I’) = fRn y azz ‘T - y)
2y
59061‘3963' (.1') = fR" y 8&:1896] ($ - y) .

Da der zweite Ausdruck stetig in z ist, ist u € C*(R").

2. Wir isolieren die Singularitéit der Fundamentallosung ®(y) in y = 0 in einer kleinen Kugel
vom Radius € > 0:

Bufa) = [ | POy + [ ewae -y

R™\ B (0)
Fiir das erste Integral I, finden wir

C'é?|loge| fir n=2
(D<y) S { 0/62 fur n 2 3 )

so dass I, — 0 fiir ¢ — 0. Fiir das Integral im zweiten Summanden von Aw finden wir
mit Hilfe des Satzes [3.2.1314:

Jo = fR"\Be(O) (I)(y)Ayf(I - y)dy
= - fR"\BE(O) D(I)(y) ’ Dyf(x - y)dy + faBE(O) (I)(y)%(x - y)dS(]})

Wir schétzen wir das zweite Integral mit den Randtermen ab:

| Jon. o) ®W) 5t (@ = 9)dS(@)] < 1D flloo [y, (0) |P®)AS ()
{C’ e%|loge| fir n=2

1 <l [

B:(0)

= C'¢? fir n>3

3. Wir miissen also nur noch den ersten Summanden im zweiten Ausdruck fiir J. weiter
untersuchen. Eine erneute Anwendung des Satzes [3.2.13/4 liefert

K. := fRn\Be(O) D(I)(y) ’ Dyf(x - y) J‘R”\Be (0) ACI)( )f(ﬂ? - y)
faBe 1/ ) f(x —y)dS(y)

Der erste Term verschwindet, weil die Funktion ® auflerhalb von 0 harmonisch ist. Wir
haben auf der Sphére 0B.(0)

1
Y und v=-2L.

Nk [y|" |y

Do(y) = -
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Daher ist auf 0B,(0) der Ausdruck
1

nkpe” 1

(DO, v) =

konstant. Nach Beispiel [3.1.16] ist die Oberfliche der Sphire 0B.(0) gleich nr,e" !, so
dass wir finden

1 1
K, = e /336(0) flx —y)dS(y) = T Wl@B.() /836(@ f(y)dS(y) -

Dies geht fiir € — 0 gegen — f(z).

4. Insgesamt finden wir so im Grenzwert € — 0, dass —Au(z) = f(x), da f als Testfunktion
stetig ist.

Dies fithrt uns auf

Definition 4.2.6

1. Sei L ein linearer Differentialoperator auf R". FEine Fundamentallésung oder
Elementarlésung von L beziiglich eines Punktes a € R™ ist eine Distribution E, € D’
mit LE, = §,. wobei 6, die Diracsche Deltadistribution ist.

2. Ist allgemein eine Distribution u Lésung einer partiellen Differentialgleichung im distri-
butionellen Sinne, so sprechen wir von einer schwachen Lésung, im Gegensatz zu einer

klassischen oder starken Lésung u € C* fiir ein geeignetes k.

Bemerkung 4.2.7.

1. Oft sucht man erst nur schwache Losungen von partiellen Differentialgleichungen, und
versucht dann zu zeigen, dass diese auch klassische Losungen sind. Bei nicht-linearen Dif-
ferentialgleichungen fiihrt dies zu Problemen, da Distributionen sich nicht multiplizieren
lassen. Man braucht dann geeignete Funktionenrdume.

2. Ist der Differentialoperator L translationsinvariant, d.h. hat er konstante Koeffizienten,
und ist Fy eine Fundamentallésung von L beziiglich 0, so erhélt man durch Verschiebung
eine Fundamentallosung von L beziiglich a € R™.

Manchmal spricht man statt von der Fundamentallosung von der Greenschen Funktion
(z,a) = G(z,a) = Ey(z — a); wir verwenden den Begriff aber etwas anders und fordern
Vertraglichkeit mit Randwerten, vergleiche Definition [4.2.21]

Korollar 4.2.8.

Die Funktion ®, : x — ®,(z) := ®(x — y) ist lokal integrierbar und liefert daher eine regulére
Distribution Tg,. Diese ist eine Fundamentallosung fiir den Differentialoperator —A im Punkt
y € R".
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Beweis.
Da der Laplaceoperator A nach Beispiel [2.1.18/2 formal selbstadjungiert ist, miissen wir fiir
alle Testfunktionen ¢ € D und alle z,y € R" zeigen

|

— AT, [p] & To [-Ap] = — / ®, (2)Ap(y)d"z = 6,[p] = ¢(y) -

n

Wir betrachten fiir eine gegebene Testfunktion ¢ € D die Funktion

ue) = [ ety = [ oty + 2y

und erhalten aus Theorem 4.2.5|und dem Differentiationssatz|1.5.3] da @ lokal integrierbar ist,
o) 2 —ue) B [ w)dply+ = - [ S@)Ap)
R?’L n

wobei wir im letzten Schritt noch einmal die Substitution x = y + 2z vorgenommen haben. O

Fundamentallésungen erlauben es uns, eine Losung von inhomogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten zu erhalten:

Satz 4.2.9.
Sei L ein linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten und E € D’ eine Elemen-
tarlosung von L, also LE = 9y. Dann ist fiir jede Testfunktion p € D die Funktion

u:=FExpeC®R")

eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung Lu = p.

Beweis.
Aus Satz [2.1.30] folgt

2.1.29

Lu = L(E x p) 2.L30 (LE) * p = do *p-: o

Beispiele 4.2.10.
1. Durch Anwendung auf die Fundamentallosung der Potentialgleichung erhalten wir
so wieder Satz zuriick, allerdings mit etwas anderen Differenzierbarkeitsvorausset-
zungen und -aussagen.

2. Im Fall der Helmholtz-Gleichung (A + k%)u = 0 auf R? zeigt man mit Hilfe des Laplace-
Operators fiir rotationssymmetrische Funktionen auf R?® aus MfP2

a1 = (5 + 257) 10

leicht, dass die lokal-integrierbare Funktion

auf R3\ {0} eine Losung der Helmholtgleichung ist. Man kann zeigen [F3], §17], dass die
zugehorige regulédre Distribution eine Fundamentallosung ist.
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3. Wir werden fiir die Warmeleitungsgleichung

(5~ D)ute -

in Satz zeigen, dass die lokal-integrierbare Funktion auf R™ x R

;126—||$||2/4t firt>0

W (x,t) == G
0 firt <0

eine Fundamentallosung ist.

Wir wollen nun Eigenschaften von Losungen der Potentialgleichung, also von harmonischen
Funktionen, untersuchen, ohne die Losung explizit als Funktion auf einer Teilmenge von R" zu
kennen. Fiir eine kompakte Untermannigfaltigkeit M C R™ und iiber M integrierbare Funktion
f M — R fiithren wir die Bezeichnung

Jo? = [, 7

fiir das Mittel von f iiber die Untermannigfaltigkeit M ein.

Theorem 4.2.11 (Mittelwertseigenschaft harmonischer Funktionen).
Sei U C R" offen mit glattem Rand und u € C*(U) harmonisch. Dann gilt fiir jede Vollkugel

B.(x) CcU
u(z) = i udS = ][ udy .
- (X) By (2)

Beweis.

1. Wir betrachten fiir jedes feste x € U die reelle Funktion einer Variablen
r) = u(y)dS(y) = u(x +rz)dS(z) ,
o)== F updsw) = F ule+rdS(:)
die fiir hinreichend kleine r > 0 definiert ist. Dann ist

¢ (r) = an(())(grad u(z +1z),2)dS(2)

Wir finden nach einer Substitution y = x + rz

oy y—x _ Ou BZI33 I _
¢'(r) = , Bf(£)<grad uly), ——)dS(y) = , B;f(x) 5,5 =" BZZ) Au(y)dy =0 .

Also ist ¢ konstant und somit gilt fiir alle » € R

o(r) =lmo(t) =lim § u(y)dS(y) = u(x) .

t—0 t—0p ()
da u nach Voraussetzung stetig ist.

2. Aus Satz|3.1.15| folgt sofort

/ udy “m ds (/ udS) = u(:v)/ nkps" tds = kyr"u(z) .
By (x) 0 OBs(x) 0
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Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.2.12.
Wenn fiir eine Funktion v € C?*(U) fiir jede Vollkugel B,(x) C U die Mittelwertseigenschaft
u(zr) = udS
(z) fo)

gilt, dann ist « harmonisch.

Beweis.

Angenommen, es sei Au # 0. Nachdem wir gegebenenfalls u durch —u ersetzt haben, finden
wir wegen der Stetigkeit von Aw eine Vollkugel B, (z) C U, so dass Au > 0 auf B,(x) gilt.
Dann gilt fiir die Funktion ¢ wie oben

r
0=2¢(r)=— Au(y)dy > 0 ;
¢'(r) nan(x) (y)dy
Widerspruch zur angenommenen Mittelwerteigenschaft. O

Satz 4.2.13 (Maximumsprinzip).
Sei U C R™ offen und beschriinkt. Sei u € C*(U) N C(U) eine harmonische Funktion.

1. Dann nimmt die Funktion w ihr Maximum auf dem Rand an, maxg u = maxsy U.

2. Wenn U zusammenhéngend ist und es einen Punkt zy € U gibt, in dem die Funktion
ihr Maximum annimmt, u(z¢) = maxg u, so ist u auf U konstant.

Indem man u durch —u ersetzt, sieht man, dass alle Sétze auch gelten, wenn man “Maximum”
durch “Minimum” ersetzt.

Beweis.
Wir nehmen an, es gédbe einen Punkt z¢ € U, in dem das Maxmimum M := maxg v angenom-
men wird. Die Mittelwerteigenschaft impliziert dann fiir jede Kugel B,.(x) C U

By (zo)

Gleichheit kann nur gelten, wenn v = M auf ganz B,(zy) gilt. Damit ist die Menge aller
x € U, auf der das Maximum angenommen wird, offen. Da u stetig ist, ist diese Menge auch
abgeschlossen, und somit gleich U, was die zweite Behauptung zeigt, aus der sofort die erste
Behauptung folgt. O

Das Maximumsprinzip erlaubt es uns, die folgende Eindeutigkeitsaussage zu zeigen:

Satz 4.2.14.
Sei U C R" offen mit glattem Rand. Sei g € C(9U) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung v € C*(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au=fauf U, wu=gaufdU.
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Beweis.

Seien u und u zwei Losungen des Randwertproblems. Man wende das Maxmimumsprinzip auf
die beiden Funktionen +(u — @) an, die beide auf U harmonisch sind und auf dem Rand nur
den Wert Null annehmen. O

Wir kénnen auch zeigen, dass alle harmonischen Funktionen beliebig oft stetig differenzier-
bar sind.

Satz 4.2.15.

Sei wieder U C R™ offen mit glattem Rand. Eine Funktion v € C(U), die die Mittelwert-
eigenschaft aus Theorem fiir jede Vollkugel B,(x) C U erfiillt, ist beliebig oft stetig
differenzierbar, u € C*>°(U).

Die Funktion muss aber nicht auf dem Rand von U differenzierbar, ja nicht einmal stetig
sein.

Beweis.
Sei n € C*(R) mit Tréger supp(n) = [—1,1]. Ferner sei 7 in einer Umgebung von 0 konstant.

Setze fiir e > 0 o I
n T o0 n
nlw) = () € ().

€

wobei C,, > 0 so gewéhlt ist, dass [, n(z)dz = 1. Betrachte auf U, := {z € U |d(x,0U) > €}
die durch die Faltung definierte Funktion u¢ = 7. * u. Nach Satz [2.1.30]ist u. € C*(U,). Wir
finden fiir x € U, mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft 4.2.11

u(z) (/m@—ywwﬁy

C%Lm Az =9l )0

2 €
mzm C
=" —u(z)

n

)

(t)dr ( / udS )
66 OB, (z)

.
i 77(;

Yk, tdr = u(x)

Somit ist u = u® auf U, fiir jedes € > 0 und als Faltung mit einer glatten Funktion beliebig oft
stetig differenzierbar. O

Indem man Loésungen der Potentialgleichung weiter durchdifferenziert, beweist man induktiv
die folgenden Abschéitzungen, die die Mittelwerteigenschaft 4.2.11] verallgemeinern:

Satz 4.2.16.
Sei U C R" offen und u € C*(U) harmonisch. Dann gilt

a Ch
D% u(wo)| < g lullor s, o
fiir jede Vollkugel B, (z) C U und jeden Multiindex o der Ordnung k. Die Konstanten sind

1 2n+1 kk
COZ— und Ck:(—n)

R, Rn
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Beweis.
Fiir £ = 0 folgt die Aussage sofort aus dem Mittelwertsatz Wir zeigen die Aussage fiir
k =1 und verweisen fiir den Induktionsschritt auf [El §2.2].

Durch Differenzieren der Laplace-Gleichung folgt wegen Satz [4.2.15] dass auch die partielle
Ableitung wu; eine harmonische Funktion ist. Somit folgt mit Hilfe der Mittelwertseigenschaft

4.2.T1] von u;
2
)] | f e T2 s
B, /3(z0) RnT™ JoB, 3 (x0)
2n
< THUHL""(aBr/z(ﬂCo)) :

Wegen der Dreiecksungleichung liegt fiir « € 0B, 2(x¢) die Kugel B, /2(z) C By(x¢) C U, so
dass wir aus der Ungleichung fiir £ = 0 erhalten
12
< (2 ,
u(z)| < Kn(r) [ll 1.8, (o))
Aus beiden Ungleichungen zusammen erhalten wir fiir jeden Multiindex a der Ordnung 1

. oty ]
| D%u(xo)| < - Tn+1||u||L1(Br(:co)) :

Wir ziehen nun zwei wichtige Schlussfolgerungen:

Korollar 4.2.17 (Satz von Liouville).
Sei u : R®™ — R auf ganz R™ definiert, harmonisch und beschrinkt. Dann ist u konstant.

Bewelis.

Wiihle ein beliebiges xy € R". Dann gilt fiir jedes r > 0, indem wir die Abschidtzungen aus Satz
4.2.16|fiir |a| = 1 auf die Vollkugel B, (xy) anwenden

Cl Cllin r—00
|Du(zo)| < 5 llull (s, oy < sup Ju(z)] =3 0 .
r rER?
Dabher ist Du(xy) = 0 und somit u konstant. O

Korollar 4.2.18.
Sei f € C?(R™) mit n > 3. Dann ist jede beschrinkte Losung der inhomogenen Potentialglei-

chung
—Au=f

auf ganz R™ von der Form

mit einer Konstante C' € R.

100



Beweis.
Fiir n > 3 gilt fiir die Fundamentallosung ®(x) — 0 fiir |x| — oo. Daher ist

i(w)i= [ @)Wy

eine beschriankte Losung von —Awu = f auf R". Nach dem Satz von Liouville ist fiir jede
weitere beschrankte Losung u die Differenz u — u konstant. O

Satz 4.2.19 (Harnacksche Ungleichung).

Sei V' C R eine offene zusammenhiingende Teilmenge, deren Abschluss V' kompakt ist. Sei
U C R” eine offene Teilmenge, die V enthélt. Man sagt, V sei kompakt in U enthalten und
schreibt dafiir V' CC U. Dann gibt es eine positive Konstante C' > 0, die nur von der Teilmenge
V' abhéngt, so dass

supu < C'infu
% \%
fiir jede nicht-negative harmonische Funktion u auf U gilt.

Insbesondere gilt fiir alle x,y € V, dass

Zuly) < () < Culy)

Dies zeigt, dass alle Funktionswerte einer harmonischen Funktion auf V' vergleichbar sind: fern
vom Rand QU hat die Potentialgleichung ausgleichende Wirkung.

Beweis.
Setze 1 := 1d(V,0U). Betrachte z,y € V mit |z — y| < r. Dann ist B,(y) C Bs,(x) und es gilt
1
u(x) 1z f u(z)dz > / u(z)dz  [da u nicht-negativ]
Blwc) Hn2”7“1" Br(y)
E2T1T
= — u(z)dz =" —uly) .
5 o 102 gy

Wir haben also fiir solche z,y die Abschétzungen

2u(y) 2 u(e) 2 5ouly)

Weil V' kompakt ist, konnen wir die Menge V durch endlich viele Vollkugeln (B;)i=1,.~
vom Radius r iiberdecken. Da V zusammenhéngend ist, konnen wir so nummerieren, dass

B; N B;_1 # (. Dann gilt
1
u(@) > —uly)

O

Sei wieder U C R" offen und beschrinkt, mit glattem Rand. Wir wollen nun noch die
Existenz der Losung des Randwertproblems

—Au=faufU, wu=g auf 0OU ,

deren Eindeutigkeit wir schon in Satz [4.2.14] gesehen haben, untersuchen.
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Betrachtung 4.2.20.
1. Sei z € U und € > 0 so gewéhlt, dass B.(x) C U. Aus der Greenschen Formel [3.2.13]5

wissen wir, dass auf V, := U \ B.(x) fiir die Fundamentallosung & gilt

[ a0 - 2) - o - sty = [ (w0 - 0 - )50 s

0

Nun ist A,® = 0. Ferner zeigt man, dass auf der rechten Seite der Randterm zur Rand-
komponente 0B,(x), der ® enthélt, fiir e — 0 verschwindet. Wie im Beweis von Theorem
folgt, dass der Randterm zur Randkomponente 0B.(z), der g—‘f enthélt, gegen u(x)
konvergiert. Man findet so im limes ¢ — 0

0 0= [ (205w - uw ) asw) - [ o).

2. Diese Gleichung gilt fiir jede Funktion u € C?*(U). Wiirden wir im Randwertproblem
auch noch unabhéngig die Normalenableitung %(y) vorschreiben konnen, so hétten wir
das Randwertproblem gelost. Allerdings ist nicht klar, wie wir die Normalenableitung
konsistent vorschreiben kénnen.

3. Wir fithren daher fiir jedes x € U als Korrekturproblem das Randwertproblem
A" =0auf U, ¢°(y)=P(y—x) fir alley € OU
ein. Eine erneute Anwendung der Greenschen Formel [3.2.13]5 liefert fiir jedes z € U

()~ oy = [ (5w - 5w ) asw

W)~ 0l — )5 ) ) 450)

= u(y
U aV

4. Indem man (x) und (xx) addiert, findet man fiir die Funktion
G(z,y) == @y —x) — " (y)

die Gleichung

u(x)——/ ()gnydS /nyAu

Definition 4.2.21
Die Funktion G(z,y) heifit Greensche Funktion fiir die offene Teilmenge U mit glattem Rand.

Wir haben gezeigt:

Satz 4.2.22. B
Wenn u € C*(U) das Dirichletsche Randwertproblem

—Au=faufU, w=g auf 0OU

16st, dann gilt .
ue) == [ a5 .0)asw) + [ Gl sy

Vy
Bemerkungen 4.2.23.
1. Man kann zeigen, dass Greensche Funktionen symmetrisch sind, G(z,y) = G(y, x).

2. Ein konkreter Ausdruck fiir die Greensche Funktion kann im allgemeinen nur angegeben
werden, wenn die Teilmenge U C R" eine einfache Gestalt hat.
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4.3 Die Wirmeleitungsgleichung

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Warmeleitungsgleichung

(A—%) u(w,t) =0,

und mit der inhomogenen Wirmeleitungsgleichung

(A - %) u(w, t) = pl, t)

mit gegebener Inhomogenitéit p € S (R™ x R).

Bemerkungen 4.3.1.

1. Als physikalische Motivation betrachte wieder eine Grofle v mit Fludichte F. Es gilt

dann fiir jede offene Teilmenge U C R™ mit glattem Rand
d

— udac:—/ Fds .
dt Jy oU

(Das Minuszeichen kommt daher, dass wir mit der &ufleren Normale arbeiten.) Somit gilt
unter geeigneten Annahmen an u und F nach dem dem Differentiationssatz [1.5.3] und
dem Satz von Gaufl 3.2.9

w = —div F .

Wenn der Flufl F' proportional zum Gradienten von u ist, F' = —a grad u, also von einem
Konzentrationsunterschied getrieben wird, ist u; = adivgradu = aAu mit a > 0. Die
Wirmeleitungsgleichung beschreibt also Ausgleichsvorginge: wo die rdumliche Anderung
zweiter Ordnung, also eine Kriimmung, stark ist, ist die zeitliche Anderung gro. Wir

illustrieren das Verhalten fiir beide Vorzeichen von a jeweils mit einer .

. Schon im Fall einer Dimension, n = 1, ist das Verhalten der Warmeleitungsgleichung
typisch. Wir betrachten daher das Anfangswertproblem:
Ou _ Ou
ox2 Ot
wobei f € S eine schnell fallende Funktion ist. Dies beschreibt z.B. die Temperaturent-
wicklung eines Stabes unendlicher Lange.

mit  u(x,0) = f(x),

Satz 4.3.2.
Die Funktion

U RxRi — R

1 7 _(@—y)?
wad) = / ) e dy

ist die eindeutige Losung der partiellen Differentialgleichung

’u  Ou

dxr ot

die den folgenden Bedingungen geniigt:
1. Es gilt ltif(r)l u(z,t) = f(x), wobei f € S(R) gegeben ist.
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2. Fiir jedes t > 0 ist die Funktion u(.,t) € S(R) eine Schwartzfunktion.

3. Die Funktion u ist nach x und t beliebig oft differenzierbar.

Bemerkungen 4.3.3.

1. Aus der expliziten Formel fiir u(x,t) folgt: sind die Anfangswerte auf einem beliebig
kleinen Interval positiv, so gilt auch fir alle ¢ > 0 stets u(x,t) > 0. Da dies fur alle
x € R und alle t € R, gilt, liegt hier eine unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
Storungen vor.

2. Man beachte, dass z und ¢ im Exponenten mit unterschiedlichen Potenzen eingehen. Hier
tritt eine dimensionsbehaftete Konstante auf.

Beweis.

1. Wir machen einen Produktansatz und suchen nach Losungen der Warmeleitungsgleichung
der Form
u(z,t) = a(t)b(z) .

Ein solches u ist eine nicht-triviale Losung, wenn a(t), b(x) # 0 gilt und

d*b(z) da(t)
alt) =gz = ble) =g, also
2
1 da(t) 1 d°(x) = ¢ = const. ,

a(t) dt  b(z) da?

denn die linke Seite héngt nicht von = und die rechte Seite nicht von ¢ ab.
Losungen, die fiir || — oo beschrinkt bleiben, erhélt man fiir
c=—k? <0,k €R, und zwar

at) = Ay et b(z) = Ay et
mit reellen Konstanten A;, A, insgesamt also
U(SE t) — AesztJrikz )
mit einer Konstanten 0 # A € R.

2. Wegen der Linearitdt der Warmeleitungsgleichung ist auch jede Summe der unter 1. ge-
fundenen Losungen zu verschiedenen Konstanten k wieder eine Losung. Sogar das Integral
iiber unendlich viele solcher Losungen ist wieder eine Losung,

17 |
u(z,t) = T / A(k) e ke g

wenn A eine schnell fallende Funktion ist. Denn dann existiert zum einen das Integral, vgl.
2.2.16,.3, und zum anderen darf man nach dem Differentiationssatz die Differentiation
mit der Integration vertauschen.
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3. Damit die Funktion u das Anfangswertproblem 16st, muss die Funktion A so bestimmt
werden, dass

f(z) = u(z,0) = limu(x,t) ek dk

t™NO \/ 2 s /
gilt.

Dann muss aber die Funktion f mit f(z) = f(—z) die Fouriertransformierte der Funktion
A(k) sein. Da wir f als Schwartzfunktion vorausgesetzt haben, f € S (R) kénnen wir die
Fourier-Inversionsformel 2.2.8] anwenden und erhalten

A(k) = f(k).

Insbesondere ist auch A eine Schwartzfunktion, A € S (R). Somit erhalten wir

—k:2 t+ikx dk

() ula,t) = m/f

Hieraus folgt, dass die Funktion u(x,t) fiir festes ¢ > 0 die Fourier-Transformierte der

Funktion A; mit N
he(k) = f(k)e ™

ist. Man sieht, dass mit wachsendem ¢ die Funktion fiir groiere Wellenvektoren k schneller
abklingt. Dies reflektiert die glidttende Wirkung des Warmeleitungsflusses. Wegen f &
S (R) ist fiir jedes t > 0 die Funktion hi(k) in S (R) und somit auch u(.,t) € S(R)
als ihre Fouriertransformierte. Auflerdem ist die Funktion u nach den Variablen x und ¢
beliebig oft differenzierbar.

4. Sei jetzt ¢ > 0. Unter Verwendung der Rechenregeln fiir Faltung und Fourier-
Transformation kann man (%) so umformen, dass anstelle von f die Funktion f
selbst auftritt:

(xx) u(z,t)

\/R/f (yl)dy

5. Wir wollen zeigen, dass eine Losung v der Warmeleitungsgleichung, die die Bedingungen
1.-3. erfiillt, eindeutig ist. Dazu betrachte die Funktion

g: R — ]R
t — f (x,t)*dx .

Sie ist monoton fallend, denn es gilt

d ~ df oy o 0
Eg(t) = 5 u(z,t) dx—Z/ u(x,t) atu(x,t) dz
[ o . [ (0 ’
— _ - — _ <
2/ u(z,t) ax2u(:1:,t) dz 2/ (axu(:c,t)) dz <0

Hierbei wurde bei * partiell integriert.
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Also gilt fiir 0 <t <ty:

/u(x,t1)2dx2/ u(w, ty)*da .

Ist also u(x,t;) = 0 fir alle z € R, etwa zum Zeitpunkt ¢; = 0, so folgt auch u(x,t) =0
fiir alle x € R und alle spéteren Zeiten ¢ > t;. Also ist

u(z,t) =0 firalle (z,t) e RxR;
die einzige Losung der Wiarmeleitungsgleichung, die die Anfangsbedingung
u(z,0) =0

erfiillt. Wegen der Linearitdt der Warmeleitungsgleichung ist dann die Losung des An-
fangswertproblems eindeutig bestimmt.

O

Es ist durchaus typisch, bei Evolutionsgleichungen wie der Wiarmeleitungsgleichung (aber
auch bei Renormierungsfliisssen) nicht Erhaltungssétze, sondern Monotonieaussagen zu benut-
zen.

Bemerkungen 4.3.4.

1. Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten:
Seien fi und fo € S (R) zwei Anfangs-Temperaturverteilungen und u;, us die zugehorigen
Losungen. Dann folgt aus der Formel (xx) im vorigen Beweis:

) o) < 2= [ 5 A - L)y

7 1 (z—k)2
< su - e 4t dk
>~ ye]glfl(y) fQ(y>|/ \/m

y€R

— sup|fi(y) — foly) % / e du

J

1
Mit der Supremumsnorm || f|| := sup|f(y)| folgt also aus || fi — faf| < &
yeR
|ug(z,t) —ug(z,t)| <e firalle (z,t) e RxRy
2. Die Formel (%) kann man fiir die Berechnung von w(z,t) fiir ¢ < 0 nicht verwenden.

Ist t <0, so ist R
he(k) := f(k)e ¥

im Allgemeinen keine Schwartzfunktion und die Fouriertransformierte existiert nicht.
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3. Man muss wirklich fordern, dass das Wachstum der Funktion u(—, ¢) fiir jedes ¢ beschrénkt
ist; sonst hat schon das Anfangswertproblem mit g(z) = 0 unendlich viele Losungen, die
aber fiir |x| — oo schnell wachsen.

Die Verallgemeinerung dieser Resultate auf beliebige Dimension ist nun nicht schwierig. Wir
formulieren sie durch Fundamentallosungen:

Satz 4.3.5.
Die Funktion W : R"™ x R — R sei definiert durch

2
ll]]

S S 4t :
Wz, 1) := { (gm)n/%‘ c | Zzg

Dann ist W lokal-integrierbar und die zugehorigen regulédre Distribution eine Fundamen-

tallosung des Differentialoperators L := A — % zum Punkt 0.

Beweis.

1. Es gilt nach Beispiel [1.5.16

a2
eI qry — 7n/2 .
Rn

mit der Substitution = = v/4t y folgt

1 |2
/ Wef ”4! d"z =1 firallet > 0.
R™ )"

Fiir jedes feste T' > 0 ergibt sich damit bei Integration von |W (x,t)| iitber R™ x [0, T der
Wert T', und somit ist die Funktion W auf R" x R lokal-integrierbar und definiert somit
eine regulire Distribution.

Es hiangt W nur von ¢t und r := ||z|| ab. Auf R" x (R\ (0,0)) ist W beliebig oft differen-
zierbar und erfiillt die homogene Wérmeleitungsgleichung: dies folgt aus

62 n—109 0 2
- - _ = —n/2 —r?/(4t) —
(87"2 L or 875) be 0-

2. Wir wenden nun Satz [2.1.14) auf die Funktion f(z) := —Lze™l#I” an und erhalten eine
Dirac-Folge

fir=kf(h=) = b0 ik = oo

Somit gilt mit k = e~ /2

1 _ll=i?

()" = (o)

li —_—
0 Jon (emyn2®

fiir jede Testfunktion ¢ € D(R"). Fiir ¢ € D(R" x R) und ¢.(z) := ¢(z, ¢) folgt also

(¥) lim —W(x,e)o(z)d"z = 1y(0) .

Ei/o Rn
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3. Der adjungierte Operator im Sinne von Bemerkung [2.1.15] des Laplace-Operators A ist
nach Beispiel 2.1.18 der Laplace- Operator A selbst. Der adjungierte Differentialoperator
zum Warmeleitungsoperator L = A — = 1st L*=A+ %. Deshalb ist

LW(p] = lslﬂ)l s W(x,t)L*¢(x,t)d"zdt

el0

~ lim / / (AW 0)ple.) + W(x,t)%p(gc,tzd%dt,

oW (2, )9(2,)

da die Funktion W auf R™ x R\ (0,0) nach Teil 1. dieses Beweises die Warmeleitungs-
gleichung erfiillt. Jetzt ist

/n / %(W(g;,t)go(gj,t)) dtdw=— | Wz, &) (x)d"x

=~ | W@+ | Wiae) (olw) - v(e)) d"

R™ R™
Wegen ¢ € D(R"™ x R) konvergiert 1. (z) fir e — 0 gleichméBig gegen vg(x), und damit
das zweite Integral gegen 0. wir haben somit

IWlgl 2 (0) = ¢(0,0) = 6[g]

Es folgt nun aus Satz [4.2.9;

Korollar 4.3.6.
Die inhomogene Wrmeleitungsgleichung (A — %) u(z,t) = p(x,t), mit p € D(R™ x R), besitzt
die spezielle Losung

t

1 1 ny—zn2 "
u(m,t):—(47r)n/2 /(15_7_)7#2 /e it p(y,7)d"y | dr .

—00 n

4.4 Die Wellengleichung in einer Dimension

Wir betrachten als letzte lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten die Wellen-
gleichung
Uyt — Au=0.

Wir werden sehen, dass hier Losungen nicht automatisch C'*°-Funktionen sein miissen, im Ge-
gensatz zur Potentialgleichung, vgl. Satz [4.2.15] Ein neues Phénomen ist die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit, im Gegensatz zur unendlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit bei der
Wirmeleitungsgleichung, vgl. Bemerkung [£.3.3]1. Die Funktion u beschreibe ein elastisches
Medium; F' sei ein Vektorfeld, dass die herrschende Kraftdichte beschreibt. Dann gilt fiir ein

Volumen V C R" L
— [ udr = —/ (F,v)dS(z) .
dez Jy oV
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(Das Minuszeichen kommt wieder daher, dass wir mit der &ufleren Normale arbeiten.) Aus dem
Satz von Gauf3 folgt u;; = — div F'. Fiir elastische Korper ist nach dem Hookschen Gesetz
die Kraftdichte F' proportional zum Gradienten der Auslenkung u, also F' = —agrad u mit
a > 0. Es folgt uy = adivgrad u = aAu.

Betrachtung 4.4.1 (Die Wellengleichung im R!).
e Die Wellengleichung im R! hat die Form

Uge — ¢ 2uz =0 mit c€ R\ {0} .

Wir vereinfachen die Gleichung, indem wir statt ¢ die neue Variable ¢ mit ¢ ' = ¢

einfithren. Dann gilt u; = u; j—i = ¢ lu; und ug = ¢ 2uy. Somit erhilt man die Gleichung

um—uttZO.

e Wir fiihren eine weitere Transformation durch und setzen
T+t T—t
5 und t = .

T=x+tund t:=ox—t, bzw. z=

Um eine Differentialgleichung fiir die Funktion

T+t T—1t
T,t) = ( ) )
v(z,t) = u 5 5

zu finden, benutzen wir die Kettenregel:

Uy = VzTy+ Uity = vz +UF

U = VT + Uit = vz — vg
Uge = Vzz Ty + Vzf Ex + Viz T + U Ex = Vzz +2 Uzt + Vg
Uy = Vzz Ty + Uzt — Vg Ty — Vg ly = Vzz — 2 Vg7 + Ui

und daher
O = Ugye — Ut = 4’055.

oder vz = 0.

e Daraus folgt sofort, dass die Ableitung vz nicht von ¢ abhéngt. Wir haben also vz = ¢1(Z).
Damit folgt fiir die Funktion v:

v = wi(Z) + wa(t)
und fiir die Funktion « somit
u(z,t) = wi(Z) + wa(t) = wi(z +1) + walx — 1) .

Die Funktionen w; € C?(R) werden durch die Differentialgleichung nicht weiter einge-
schrankt und konnen beliebig gewéhlt werden: es existiert eine allgemeine Losung. Insbe-
sondere miissen die Funktionen nur in C?(R) und nicht in C*(R) liegen. Wir zeigen eine

Losung in einer | Animation |

e Interpretiert man ¢ als Zeit und z als Ort, so ist ¢ eine Geschwindigkeit. Die Koordinaten
x4 = x £t heien dann auch Lichtkegelkoordinaten von R2. Der Teil der Losung, der
durch ws beschrieben wird, schreitet nach rechts fort; der Teil, der durch w; beschrieben
wird, nach links.
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e Die  Wellengleichung  beschreibt z.B. die Bewegung einer  schwingen-
den Saite, die in Ruhelage das Intervall [0,{] auf der z-Achse ausfiillt:

Yu(x,t)

Die Saite wird ausgelenkt und zur Zeit t = 0 losgelassen, wobei ihr noch eine Geschwin-
digkeit gegeben werden kann. Bezeichnet wu(z,t) die Verschiebung des Saitenpunktes an
der Stelle x € [0,1] zur Zeit t, so ist die Beschleunigung wu;; proportional zur Kriimmung
Uy, der Saite. Daher geniigt u der Wellengleichung

(1) Uge — Uy = 0

mit den Anfangsbedingungen

(2)  w(z,0) =up(z), w(z,0)=wuy(z) fir =ze]l0,(]

mit frei wihlbaren Funktionen wg, u;, die den Randbedingungen

(3)  w(0,t) =u(l,t)=0 fir te]0,00)

geniigen sollen. Man spricht von einem Anfangs-Randwertproblem.

e Die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den Parametern ldsst sich dann hier
folgendermaflen ausformulieren: Zu jedem £ > 0 gibt es ein d > 0, so dass fiir jede weitere
Losung v der Wellengleichung (1), die auch die Randbedingungen
(4) v(0,t) =v(l,t) =0
erfiillt, und fiir deren Anfangswerte v; fiir alle z € [0, ] gilt

lvj(x) —uj(x)] <o, j=0,1

folgt:
lv(z,t) —u(z,t)] <e firalle x€[0,/] undfiralle t>0.

Wir wollen zuerst die unendlich lange Saite betrachten:

Satz 4.4.2.
Es seien Anfangswerte ug € C*(R) fiir die Auslenkung und u; € C'(R) fiir die Geschwindigkeit
vorgegeben. Dann ist die durch die d’Alembert’sche Formel gegebene Funktion

T+t

u(z,t) = %(uo(a: +t) +up(z —t)+ / uy(7) d7'>

T—t
zweimal stetig differenzierbar, u € C?(R?), und erfiillt fiir alle x, t € R
Upy — Uy = 0,  u(z,0) = up(z), u(z,0) =u(x) .

Sie erfiillt alle drei Forderungen (1.) - (3.) aus Betrachtung |4.1.2]

Beweis.
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e Der allgemeine Losungsansatz aus Betrachtung
(%) wu(x,t) :=wi(z+1t)+w(x—1t)
ergibt fiir t = 0 zusammen mit den Anfangsbedingungen die beiden Gleichungen
u(z,0) = wi(z)+ wy(x) = uo(x) ;
u(z,0) = wi(r) —wh(z) = uy () .

Integrieren wir die letzte Gleichung beziiglich x, so erhalten wir

x

() = wa(o) = [ wn(r)ar

C

mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Addition und Subtraktion dieser Gleichung und
der ersten Gleichung liefert

2wy (z) = UO(I)+/U1(T) dr,

owa(z) = up(x) — / wi(r)dr .

Insgesamt erhalten wir
1 T+t
(k%) u(z,t) =wi(r +1t) +we(z —t) = 5 (uo(a: +1t)+uplz —t)+ / uy (7) d’/’)
r—t

Damit ist die d’Alembertsche Formel bewiesen und die Existenz einer Losung gezeigt.
Also ist Forderung 2. aus Betrachtung fiir die Wellengleichung erfiillt.

e Die Differenz zweier Losungen, die die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, ist eine
Losung der Differentialgleichung, die die Anfangsbedingungen

up(z) = uy(z) =0
erfiillt und daher nach (xx) gleich Null ist. Dies zeigt die Eindeutigkeit.

e Wir untersuchen die Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen: wird die Anfangsbe-
dingung u; im Intervall [a,b] der Lénge L := b — a zu u; abgedndert, wobei fur die
Differenzenfunktionen

vj() == u;(x) — u;(x)
die supremums-Normen beschrankt seien:
v (z)] < HLL fiir j =0, 1,
so folgt aus der expliziten Form der Losung (%) :

x4+t

et~ u(e.0) = |3 (wle+0)+ -0+ [ o)

r—t
£ g £
21— )
<1+L+1+L+ 111
13
147

N — DN —

(242L)=¢.
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Bemerkung 4.4.3.

e Die d’Alembertsche Formel fiir die Losung der Wellengleichung zeigt, dass u in einem
speziellen Punkt (z,ty) € R? nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte u; () abhingt,
sondern nur von den Werten u;(x) mit x € [xg — to, 2o + to]. Dieses Intervall wird dann
das Abhiingigkeitsgebiet A(zg,t9) des Punktes (x,%y) genannt.

Andert man die Anfangsbedingungen u;(z) auBerhalb des Abhingigkeitsgebiets A(z,to)
ab, so bleibt die Losung u der Wellengleichung im Punkt (xg,ty) unbeeinflusst. Die Wel-
lengleichung hat also eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit.

e Wird andererseits auf der z-Achse ein Intervall I = [a,b] fixiert, dann heifit die Menge

B(I) der Punkte (z,t), in denen die Losung u(z,t) allein auf Grund der Kenntnis der
Anfangswerte u;(z) in I ermittelt werden kann, das Bestimmtheitsgebiet des Intervalls 1.

A

t

Aus (*%) liest man ab, dass B(I) ein abgeschlossenes Quadrat ist.

e Solche Bestimmtheitsgebiete bestimmen die kausale Struktur des Minkowski-Raums.

Bemerkung 4.4.4.

e Wir untersuchen auch den Fall, dass die Saite eine endliche Lénge [ hat. Dann kommen
nach Betrachtung[4.4.1]zu den Anfangsbedingungen auch noch Randbedingungen: es liegt
ein Anfangs-Randwertproblem vor. Gesucht sind Losungen u der Differentialgleichung

Uge — Uy = 0
mit Anfangsbedingungen
u(z,0) = up(x), w(z,0)=wu(x) fir ze€]l0,]]
und Randbedingungen

uw(0,t) =wu(l,t) =0 fir t>0.
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e Wir setzen u als Produkt einer allein von x und einer allein von ¢ abhé&ngigen Funktion
an (Separationsansatz von Bernoulli):

u(z,t) = alz) - (t).

Dann ergibt sich aus der Wellengleichung mit
Uge = () - B(t) und  uy = a(x) - ["(t)

die Gleichung

O/’(QJ) B ﬁ”(t)
afz)  B(t)
Da diese Gleichung fiir alle z und ¢ gelten soll, muss es ein ¢ € R geben mit
I /1
a—zﬁ—:c, also o' =ca und 8" =cf |
a B
wobei ¢ = —\? < 0, damit die Losungen beschrinkt bleiben. Dann erhalten wir weiter

alx) = Acos(Azx+a)
pB(t) = Bcos(At+D).

fiir gewisse Konstanten a, b, A, B € R. Zur Vereinfachung nehmen wir fiir die Linge der
Saite [ = m and und finden aus der Randbedingung

uw(0,t) =u(m, t) =0 firalle t>0
die Gleichungen
a(0) = a(r) =0,

d.h. @ =+7 und A = n € N. Somit erhalten wir fiir jede natiirliche Zahl n Lésungen der
Form
an(z) = A, sin(nz), Bu(t) = Bysin(nt) + B/, cos(nt).

Ein solches Produkt u = ay, - 8, heiit reine Schwingung.

e Da mit zwei Losungen u dieser Art auch ihre Summe wieder eine Losung ist, die die
Randbedingung erfiillt, kann eine Anfangsbedingung auf folgende Weise beriicksichtigt
werden: Es seien Anfangsbedingungen durch Funktionen

ug € C*([0,7]) und wu; € CH([0, 7))

mit u;(0) = u;(7) = 0 vorgegeben. Sie lassen sich in gleichmé&flig konvergente Fourierrei-
hen entwickeln,

2m
- 1
up(z) = Z apsin(nz) mit a, = - /uo(t) sin(nt) dt
n=1 0

bzw. ,
o0 1 7'l'
u () = Z(n b,)sin(nz) mit b, =— /ul(t) sin(nt) dt.
— n)
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Dies in die d’Alembertsche Formel aus Satz eingesetzt, ergibt

u(z,t) = %(uo(x —t) +ug(x +t) + / uy(7) dT)
= % f: <an (sin(n(z —t)) isin(n(m +1)))+ / n by, sin(n ) d7'>
e 2 sin(nx) cos(nt) o=t

T=+1
).
T=x—1

1
(an sin(nz) cos(nt) — 5 b, cos(nT

NE

n=1

WE

sin(nx) (bn sin(nt) + ay, Cos(nt)) ;

Il
—

n

also eine Reihe in der Form > «,(z) £,(t), mit Koeflizienten a,, und b,, die man als
n=1
Fourierkoeffizienten aus der Anfangsbedingung berechnen kann.

4.5 Die Wellengleichung in h6heren Dimensionen

Wir wollen die Wellengleichung auch in hoheren Dimensionen untersuchen. Sei U C R™ eine
beschrinkte, offene Menge mit glattem Rand OU. Fiir T' > 0 setze

UT =U x (O,T] und FT = UT \ UT .
Wir wollen das Anfangs-Randwertproblem

uy — Au=f auf Up
u=g auf Tp [Anfangs- und Randbedingungen]
ug=h auf U x {0} [Anfangsbedingung an zeitliche Ableitung]

zu vorgegebenen Funktionen losen.

Satz 4.5.1. B
Es gibt héchstens eine Losung u € C?*(Ur), die das Anfangs-Randwertproblem 16st.

Beweis.
Die Differenz w := u — @ zweier Losungen u, @ 16st das Anfangsrandwertproblem mit g = 0 und
h = 0. Betrachte die Energie

1

(1) ::§/de (w¥(z,t) + |[Dw(z,t)|?) fir 0<t<T.

Wir berechnen d
—e(t) = /dx (wywy + (Dw, Dwy))

dt
= fdxwt (wtt — Aw) =0.

U
Bei der partiellen Integration treten keine Randterme auf, da die Randbedingung w = 0 auf
OU x [0, T] impliziert, dass auch die zeitliche Ableitung w; auf dem Rand oU x [0, T'] verschwin-
det. Somit ist die Energie erhalten.
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Daher gilt fiir alle 0 < ¢ < T, dass e(t) = e(0) = 0, so dass die partiellen Ableitungen auf
Ur verschwinden, w; = 0 und Dw = 0. Die Anfangsbedingung w = 0 auf U x {0} impliziert,
dass 0 = w = u — u auf ganz Ur gilt. O

Betrachtung 4.5.2.
Wir wollen auch die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit wie in Betrachtung in mehr
als einer Raumdimension sehen. Sei v € C? eine Losung der Wellengleichung u,, — Au = 0 auf
R™ x (0, 00).

Fiir xy € R™ und ¢y > 0 betrachte den Kegel

C={(z,t)| 0<t<ty, |z—xo <to—t} CR" xR

Dies ist ein Kegel mit Spitze (zo, o), dessen Basis die Vollkugel By, (z¢) um zy in R™ x {(0)}
vom Radius ¢ ist.

Satz 4.5.3 (Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit).
Gilt w = 0 und u; = 0 auf By, (z9) C R" x {(0)}, dann ist u = 0 auf dem ganzen Kegel C.

Beweis.
Auch dieser Beweis benutzt die Energie

1

olt) = 5 /B G + |t )

der Losung u. Wir rechnen:

1
do() — / dz (g + (Du, Duy)) — ~ / («(x,t) + | Du(z, t)|) dS
Bty —t(zo0) 2 0Bt —t(z0)

0 1
= dzug (ugy — Au) + / T dS — —/ ul(x,t) + || Du(z, b))
Bty —t(zo0) 5 ) aﬁto—t(xo) ov 2 0Bty —t(o)
= ds (—uut — Zu?— —||Du||2)
8Bt0_t(m0) 81/ 2 2

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung impliziert
ou

1 1
5,0 < lwl - [[Dull < S + S| Dul*

_2U

so dass der Integrand nicht-positiv ist. Daher ist $e(t) < 0. Somit ist e(t) < e(0) = 0 fiir alle
0 <t < ty. Daher verschwinden wieder die partiellen Ableitungen, u; = 0 und Du = 0. Damit
ist u = 0 auf dem gesamten Kegel C. O

Bemerkung 4.5.4.

Es stellt sich heraus, dass es fiir explizite Losungen der Wellengleichung im R™, n > 2, und ihr
quantitatives Verhalten einen grofien Unterschied macht, ob n ungerade oder gerade ist. Wir
betrachten hier nur n = 3 und n = 2. Man beachte im Folgenden die Differenzierbarkeitsforde-
rungen an die Randwerte.
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1. Fiir die drei-dimensionale Wellengleichung wollen wir fiir die Differentialgleichung
Asu—uy =0
das Anfangswertproblem behandeln: Es werden also fiir vorgegebene Funktionen ugy €
C3(R3) und u; € C?*(R?) Losungen u gesucht mit
uw(z,0) =up(x), und w(z,0)=uy(z)

fiir alle x € R3.

2. Wir erinnern an Satz[3.1.15; Sei f : R™ — R eine integrierbare Funktion, n > 2. Dann
ist fiir fast alle r € R, die Funktion f iiber die Sphire S™ ! integrierbar, und es gilt

[e.9]

(1) /f(a:)d”:c:/ /f(:c)dS(x) dr und

0 ngl

@ [ f@as@ =t [ e dse).
ST
spt
Wir zeigen zunéchst in Verallgemeinerung von Satz das Huyghenssche Prinzip: sphéri-
sche Mittelung liefert fiir jede C*-Funktion ¢ € C?*(R?) eine Losung der dreidimensionalen
Wellengleichung.

Lemma 4.5.5.
Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C?(IR3) betrachte die Funktion, deren Wert in z € R3 fiir t € R
durch die Mittelung iber eine rdumliche Sphire vom Radius |¢| definiert ist:

MO = 1= [ ow+t9d5©2 | p(©ds©

0By (z)
S3(0)

auf R? x R, wobei das erste Integral iiber die 2-Sphire S? = {¢& € R?||{]| = 1} geht. Dann
ist die durch
v:R*xR =R, v(z,t):=tM@1)e](x)

definierte Funktion eine Losung der Wellengleichung

Z&gi)—'vﬁ =0.

Beweis.
Wir rechnen ganz explizit die Wellengleichung nach.

e Da Av — vy in t stetig ist, braucht die Behauptung nur fiir ¢ # 0 bewiesen zu werden.
Dabei kann iiberdies ¢ > 0 angenommen werden, denn der Fall ¢ < 0 kann durch die

Substitution 7 := —t auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden.
Differenzieren wir v nach ¢, so erhalten wir nach der Produktregel
0
u(z,t) = M(t)[e]() +t 50 M(t)]¢](2)

und durch nochmaliges Differenzieren

0 0?

() vula,t) =2 5 MOE]@) + 55 MO[)
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e Wir berechnen beide Summanden in (x). Da ¢ als zweimal stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt wurde, kann die Differentiation mit der Integration in der Definition von M
vertauscht werden. Wir erhalten:

I MOl = 1= [ F @t t)as(

S%(0)

)
(2

Nach der Formel (2) in Bemerkung [4.5.4| mit y = ¢£ finden wir

=4;2/(3 % (0t 9))asty

sz =
Mit dem Satz von Gauf3 [3.2.9 wird hieraus ein Integral iiber die Vollkugel

- 1
C 4nt?

&) ds(e)

5%(0)

divV, o(z +vy) dy .

/ vV p(r +y) dy

lyl<t A

Nach der Formel (1) im Transformationssatz |3.1.15, angewendet auf die Funktion

Ap(z + ) fiir [yl <t
R R f
f: R —>]R,f(y)-—{ 0 fir |yl >t -

erhalten wir fiir den ersten Summanden in ()

t

SO = 1 [( [ B+ dse)ar

0 lyll==

Daraus folgt durch nochmaliges Differenzieren nach ¢

0? —1
5 M) = 5

Ap(z +y)dS(y)

3
/ Ap(x +1y)d s
lyl <t llyll=¢

Setzt man dies in (*) ein, so findet man, dass nur der Randterm zu vy beitrigt:

*
Vg =

—
N

M(#)]p](x )+t@M(t)M(x)

/ oz + ) dS(y)

o~
\H%

= 4i / o(z + t€) dS(€)
lell=1

e Andererseits gilt, da wir die Differentiation nach den Variablen x; mit der Integration
iiber ¢ vertauschen kénnen:

Av(x,t):ﬁ / Ag(z +t€) dS(E),
l€ll=1

insgesamt also Av(z,t) = vy(z,t).
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O

Mit dhnlichen Methoden stellt man eine Beziehung zwischen der Wellengleichung in drei
Dimensionen und in einer Dimension her, die den Ansatz in Lemma [4.5.5| erkléirt. Diese Be-
trachtungen konnen allgemein in ungerader Dimension durchgefiihrt werden.

Satz 4.5.6.
Sei u : R?® xR — R eine C?-Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Au — uy = 0.
Betrachte fiir einen beliebigen, aber festen Punkt a € R? die sphirische Mittelung

~ 1
M)t =1 [ wlatrendS©) = F ulds(o) .
llgll=1
Dann geniigt die Funktion .
v(r,t) i=r - M(r)[u(t)
der eindimensionalen Wellengleichung
Upp — Uyt = 0.
Beweis.
Wie im Beweis des vorigen Hilfssatzes [4.5.5 geniigt es, den Fall » > 0 zu betrachten. Dann gilt
0 —~ 1 0
MO0 = o [ o ulatrendsE)
l€ll=1
1
- = (Z 5 (a+TEDE) AS(E)
I€lI=1 <

-~

(grad, u(a + 7€, 1), dS(€))
und nach der Substitution z := a 4 r¢ folgt mit dem Satz von Gaufl

SMOW0 = [ (Vade), aS)

lo—al|=r
gza 1 3
= A
P / u(z,t)d’x
|z—all<r
3. 1. 15 1 f
L / ( / Au(x,t)dS(x))dC
0 Jle—all=¢

Wir rechnen damit weiter

5 ( 28 M(r)[u](t )) = Au(z,t) dS(z)

2

8_ (z,t)dS(x)  [wegen Au = uy]

1 /
|z—al|="

\:1: al|l=r

2
= 4L / (et e, ) ds(e).
leil=
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Mit dem Differentiationssatz finden wir

0 L (L Tmum) =2 ().

or
Nun ist
) Tt = (v Fw)
= 2 LMW +r o (301
und daher
Ty 2 L2028 prgn)
Y2 (o)
e P
otz

Wir kénnen nun mit Hilfe von Lemma das Anfangswertproblem l6sen:

Satz 4.5.7.
Seien 1y € C3?(R3) und u; € C?(R3). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion
uv: RRxR—>R,

die eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung Az u — uy;; = 0 mit den Anfangswerten
u(z,0) = ug(z), u(z,0) =ui(z) fiiralle v € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(x, t) ==t M(t)[u](x) + %(tM(t)[uo](iv)) :

Diese Losung erfiillt auch die in Betrachtung[4.1.2|genannte Forderung 3. der stetigen Abhéngig-
keit von den Parametern.

Beweis.
1. Nach Lemma erfiillen die aus den Anfangsbedingungen gewonnenen Funktionen

vi(z,t) = tM(t)[u;](x) fir j=0,1

beide die dreidimensionale Wellengleichung. Dabei ist vy dreimal stetig differenzierbar,
und aus
AUO — Vo, = 0

folgt durch nochmalige Differentiation nach ¢ :
Avot — V0py = 0.

Also 16st auch die Funktion v, := vy, und damit u = v; 4+ vy die dreidimensionale Wellen-
gleichung.
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2. Wir wollen zeigen, dass die so definierte Funktion v auch die Anfangsbedingungen erfiillt.
Wir untersuchen dazu erst einmal die Funktionen v; und vy getrennt. Nach Definition ist
v1(z,0) = 0 und

D oty = M(®)[ur)(x) + ¢ 2 M ()] ()

ot ot
also fiir t =0
0 1 1
o, 0) = MO)]@) = 1= [ (@) dSE) = m() - - / (1)
ll€][=1 [€ll=1 4

Nun zu der Funktion vy. Es ist

va(, ) = vo, = M(t)[uol(x )+t% ()[uol(x) -

Fiir t = 0 finden wir, wie oben fiir die Funktion u
va(,0) = M(0)[uo](z) = uo(z)
und fiir die Ableitung

ov 0 0?
S ) =25 MOwl(w) + 1M Olol(@)
—0 fir t=0
Wie im Beweis von Lemma [4.5.5] ist
0 1
o M(Olul(r) = 1 / (erad, o +1),€) AS(E)
l€ll=1

Fiir ¢ = 0 ergibt das 0 nach dem Satz von GauB[3.2.9] da der Vektor grad, ug(z) von der
Integrationsvariablen £ nicht abhéngt, seine Divergenz beziiglich £ also 0 ist. Wir finden

also
82]2

ot

und somit zusammenfassend fiir die Anfangswerte

u(z,0) = wvi(z,0) + va(z,0) = up(x);

w(z,0) = 881;1 (x, O)—l—%( ,0) = uq(x).

(z,0) =0

3. Ist u eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung, so ist nach Lemma die
Funktion v(r,t) :==r - M(r)[u](t) eine Losung der eindimensionalen Wellengleichung und
nach Satz eindeutig bestimmt. Nun bestimmt aber v fiir 7 # 0 die gemittelte Funk-
tion

~ 1
M) = 3 [ ula+r&as© ="

llgll=1
Da M im Argument r stetig ist, liegt die Mittelung auch fiir = 0 fest. Wir finden

~ 1

MO)u(t) = - / u(a, 1) dS(€) = u(a, 1)
1€]]=1

Deswegen ist dann auch die Funktion u eindeutig bestimmt.
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4. Die Losung u erfiillt auch die Forderung (3.) der stetigen Abhéngigkeit von den Parame-
tern; das wollen wir aber nicht zeigen.

Wir untersuchen abschlieend die Wellengleichung im R

Satz 4.5.8.
Seien uy € C?(R?) und u; € C?*(R?). Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare

Funktion
u:R2xR — R

(', t) — u(2)t),
die eine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung Ay v — uy; = 0 mit den Randwerten

u(z',0) = up(2), w(2',0) =uy(a’) fiir alle 2’ € R?

ist. Diese Funktion ist explizit gegeben durch

u(z’ 1) = M(t)[u](2) + % (M (t)[uo) (")) , wobei

- 1 u; () :
N . J 2,7 5 —
M (t)[u;](z") = 5 / NG Hy’—x'H2d y  fir 5=0,1
lly—="[I<[t]

Beweis.

e Wir benutzen die Hadamardsche Abstiegsmethode fithren die Behauptung auf Satz
iiber die Wellengleichung auf R?® x R zuriick. Wir betrachten Losungen der dreidimensio-
nalen Wellengleichung, fiir die die Anfangswertfunktionen w;(x) mit z = (z1, z2,z3) =:
(', z3) nur von x; und xg, nicht aber von der Koordinaten z3 abhéngen. Dann héngt
auch die in Satz [4.5.7 angegebene Losung

(e 1) = (D)) + = (1M (D] ()

nur von x1,xs und t ab. Wegen u,,,, = 0 erfiillt sie mit der dreidimensionalen auch die
zweidimensionale Wellengleichung.

e Wir schreiben nun noch mit Hilfe der Transformation y := x+t£ die Funktion t M (t)[uq](x)

MO = 1 [ wle+19d5© = [ u)dsw).
[1€]l1=1 [ly—z||=t

Nach Wahl der beiden Karten fiir die zweidimensionale Sphére 0B;(x) C R?

prt {YeR Iy =2 <[] } =R,

(Y1 92) = (U1, vy w3 £ VE — [y —2|]?)
und Bestimmung des Flachenelements erhélt man
1 ui(y' —
EI(Of)() = - W) ay, ay, = M(0)[uy)@).

2T 12— Y — 2
lly’ —z'|| <] \/ “ H
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Bemerkung 4.5.9.
Wir diskutieren noch die Abhéngigkeitsgebiete fiir die Wellengleichung in zwei und drei Dimen-
sionen.

e Im zweidimensionalen Fall ergibt sich fiir (zf,¢) € R? x R das Abhiingigkeitsgebiet

Ag(zg t) = { 2" €R* | ||’ — agll < Jto }.
Man beachte, dass eine Ungleichung auftritt und eine Vollkugel im R? relevant ist.

Fiir den dreidimensionalen Fall betrachte fiir den Punkt (zg,%;) € R* x R aus der Formel

in Satz [L.5. T

0 t

u(zo, to) = i—; / uy(zo + to€) dS(§) + % | - / up(zo + &) dS(€)

lel=1 léfl=1 s

Die Losung u(zg, tp) hdngt also nicht vom Gesamtverlauf der Anfangswerte ab, sondern
nur von den Werten auf der Oberfliche der Kugel mit Mittelpunkt z, und Radius |to],
also dem das Abhéngigkeitsgebiet

As(wo,to) = { w € R | ||z — ol = [to] }.
Man beachte, dass hier eine Gleichung auftritt.

Hier ist eine wichtige Dimensionsabhéngigkeit festzustellen: Im ein bzw. zweidimensiona-
len Fall ist also auch das Abhingigkeitsgebiet A; ein- bzw. zweidimensional, wihrend es
im dreidimensionalen Fall nur zweidimensional ist. Wiirden wir in zwei Raumdimensionen
leben, so gibe es z.B. in der Akustik einen solchen Nachhall, dass an Musik in unserem
Sinne nicht zu denken wére.
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