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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Eigenwerte, Eigenvektor und Eigenraum

Definition

Sei F ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V, d.h. die
Selbstabbildung F : V — V sei K-linear.

@ )\ € K heiBt Eigenwert von F, wenn es einen vom Nullvektor
verschiedenen Vektor 0 #+ v € V gibt, so dass

F(v) = Av.

o Jeder solche Vektor heiBt Eigenvektor von F zum Eigenwert X.
@ Der Unterraum von V definiert durch

Vi :={v e V|F(v) = \v}

heiBt Eigenraum von F zum Eigenwert .
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 1:
Sei V =R? und
01
F= ( 10 ) € End(V).

e1 + e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1,

e1 — e ist ein Eigenvektor zum Eigenwert —1,

Die Eigenrdume sind V4 = R(e; + &) und V_1 = R(e; — ),
Da V = V; @ V_31, hat F keine weiteren Eigenwerte.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum

Beispiel 2:
Die lineare Abbildung von R? nach R?, gegeben durch die Matrix

p .— [ €os¥ —sing
7 \sing cosp )’

ist eine Drehung um den Winkel ¢ und hat daher hat keine reellen
Eigenwerte, falls ¢ kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist.

0
1

x\ (0 -1 x\ [ =y \! X
() =01 9)(5)=() (7))
d.h. —y = Ax und x = \y. Dies impliziert aber x = —A\2x und y = —\2y.
Wegen A2 > 0, ergibt dies x = y = 0.

Zum Beispiel ist Dy /» = < _01 ) und die Eigenwertgleichung liefert
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom dient zur Bestimmung der Eigenwerte.

Verabredung. Wir nehmen im Folgenden an, dass K ein unendlicher
Korper ist. Dann brauchen wir zwischen Polynomen P(t) € K|[t] und
polynomialen Funktionen P : K — K nicht zu unterscheiden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < co und F € End(V).

Das charakteristische Polynom Pg : K — K, t — Pg(t), von F ist
definiert durch

Pe(t) := det(F —tld) = det(A— tl,)
= ) e(0) (a10(1) = t016(1)) - - * (3no(n) = tOpo(n)) »
og€ES,

wobei A = (ajj);j die darstellende Matrix von F beziiglich (irgend)einer
Basis von V ist.

v

405 /677



Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Wie sieht das charakteristische Polynom aus?

Satz
Das charakteristische Polynom von F € End(V) hat Grad n = dim V.
Schreibt man

n
Pe(t) = ayth
k=0
mit Koeffizienten o € K, die von F abhangen, dann gilt
ag = detF = detA.
Op—1 = (_1)n—1 (311 qF 000 e ann)
& = (_1)”7

wobei A = (ajj) die darstellende Matrix von F ist.

Die Summe der Diagonalelemente von A heit auch die Spur des
Endomorphismus F: spur(F) = spur(A) := ai1 + - + ann.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Beweis. Das Polynom (ai,(1) — t015(1)) - - - - - (3no(n) — tOno(n)) hat fiir
jede Permutation ¢ # Id einen Grad < n — 2, da dann mindestens zwei
Ausdriicke d;4(;) gleich 0 sind.

Daher gilt

Pe(t) = (a1 —t)-...-(ann — t) + Q(t)
mit einem Polynom Q(t) vom Grad < n—2.
Ausmultiplizieren liefert nun:

Pe(t) = (—£)" 4 (~)"Mars + -+ am) + -+ Pe(0)

mit Pr(0) = det(F — 0-1d) = det F.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom und Eigenwerte

Satz
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V'). Dann gilt:

Die Eigenwerte von F sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von F.

Beweis.

A € K ist genau dann ein Eigenwert von F, wenn es einen Vektor

0 # v € V gibt mit F(v) = Av, d.h. wenn (F — AId)(v) = 0 gilt, d.h.
wenn ker(F — AId) # 0.

Dies ist gleichbedeutend mit det(F — AId) = Pg(\) = 0. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n.

F € End(V) heiBt diagonalisierbar, wenn es eine Basis B = (bx, ..., by)
von V gibt, so dass die darstellende Matrix von F Diagonalgestalt hat:

A 0 O
Mg(F) = diag(M1,..., )= o *-. 0o |, mitA,...;\peK.
0 0 M\,

Bemerkung
Die Basisvektoren b; sind dann Eigenvektoren von F und die
Diagonaleintrage \; sind die zugehdrigen Eigenwerte \;.

F ist also genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus
Eigenvektoren gibt.
Diese Basis, wenn sie existiert, ist nicht eindeutig.

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Charakteristisches Polynom und Diagonalisierbarkeit

Satz

Das charakteristische Polynom eines diagonalisierbaren Endomorphismus F
zerfallt in Linearfaktoren.

Beweis. Aus Mg(F) = diag(A1,...,\,) folgt
Pe(t) = det(diag(A1 —t,...,A\p— 1))

(Al—t)‘...'()\n—t)
(1) (= M) (E= M)

Bemerkung

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie wir gleich sehen werden. J
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 1
Sei

F = ( é i ) € End(K?).

Pr(t) = (1 — t)? zerfillt in Linearfaktoren, t = 1 ist der einzige Eigenwert.
Eigenvektoren zum Eigenwert 1 erfiillen die Gleichung

(00)(%)=s

Also ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 gleich V; = Ke;.

Es gibt also keine Basis aus Eigenvektoren und F ist nicht diagonalisierbar.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Beispiel 2
Sei
_ (0 -1 2

F-(l 0 >€End(K).
Dann gilt Pe(t) =t + 1.
Uber dem Korper K = R hat Pg(t) keine Nullstellen und zerfillt also nicht
in Linearfaktoren.
Insbesondere ist F nicht diagonalisierbar. Wir haben schon gesehen, dass
F die 90°-Drehung ist und deshalb keine Eigenvektoren hat.
Uber dem Korper K = C zerfillt Pr(t) = t> + 1 = (t + i)(t — i).

Dariiber hinaus ist F diagonalisierbar (mit komplexen Eigenwerten +/):

Fler —ier) = e +ieg=i(er — ie)
Fler +ie) = e —ieg = —i(e + iep).
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms

Ist X eine Nullstelle eines Polynoms P(t), so kann man P schreiben als
P(t) = (t = \)"Q(¢)

mit einem Polynom Q mit Q(X) # 0. Die nicht-negative Zahl m heiBt
Vielfachheit der Nullstelle A.

Definition (Multiplizitat der Nullstellen des char. Polynoms)

Sei F ein Endomorphismus eines endlichdimensionalen K-Vektorraums V
mit Eigenwert .

Die algebraische Vielfachheit my des Eigenwerts X\ ist definiert durch

Pe(t) = (t — A)™ Q(t), wobei Q € K[t] mit Q(X) # 0.
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Drzg@elieiaitet:
Multiplizitat und Dimension des Eigenraumes

Satz

Es sei V) der Eigenraum zu A und ny := dim V) die sogenannte
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \. Dann ist die geometrische
Vielfachheit durch die algebraische Vielfachheit beschrankt

ny < my.
Beweis. Sei By = (b1, ..., bs, ) eine Basis des Eigenraums V.
Nach dem Basiserganzungssatz kénnen wir By zu einer Basis B von V
erganzen.
Dann gilt

we(h) = (5 5 ).

wobei D eine quadratische Matrix ist.
Daraus ergibt sich Pe(t) = (—=1)™(t — A)™ Pp(t) und somit ny < my. O
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Lineare Unabhangigkeit von Eigenvektoren

Satz

Sei V ein Vektorraum, F € End(V) und v, i =1,..., k, seien
Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten \;.

Dann ist die Familie (vi, ..., vk) linear unabhangig.

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach k.

IA: Fiir k =1 ist nichts zu zeigen, da ein Eigenvektor per definitionem
ungleich dem Nullvektor ist.

[V: Sei k > 2, und es gelte dass die Familie (v1,...,vk_1) von k —1

Eigenvektoren vy, ..., vk_1 zu verschiedenen Eigenwerten A; linear
unabhangig ist.

IS: Seien vi, ..., vk Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten ;. Wir
miissen zeigen, dass die Familie (v;) linear unabhangig ist.
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit
Weiter im Beweis:

Angenommen, es gelte 0 = Ef‘zl civ;, so folgt folgt einerseits

k
0= Z )\kC,'V,'
i=1

und andererseits durch Anwendung von F

k
0= Z )\,'C,'V,'.
i=1

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

k—1
0= Z ()\k - )\,’) CjV;
i=1 .

#0

und somit (wegen der Induktionsvoraussetzung) ¢; = 0 fiir
i=1,... . k—1.

Es folgt 0 = Zf'(:l CiV;i = cxVvk und somit auch ¢, = 0. O
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Drzg@elieiaitet:
Erinnerung/Nachtrag:

Definition (Innere Summe von mehr als zwei Unterraumen)

Sei V' ein Vektorraum und Vi, Vs, ..., Vi C V Unterrdume. Die innere

Summe der Unterrdume V; ist dann der Unterraum

V1+V2—|—---+Vk ZZ{Vl—i-Vg—i--"—{—Vk’V,'E \/;,iZ].,Q,...,k}.

Haben die Unterrdume die Eigenschaft

Vin span{U Vi} ={0} Vi
JF#i

so heiBft die Summe direkt und wir schreiben Vi ® Vo & --- @ V.

Es gilt:
o Jeder Vektor v € Vi & ... ® V) hat eine eindeutige Darstellung
V=vi+w+---+vemitvy eV,
o Vid..oVi=(--(reWV)eV:)® - & Vi_1)® Vi

v
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Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit und Aufspaltung in Eigenraume

Satz

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und F € End(V). Dann sind
aquivalent:

(i) Der Endomorphismus F ist diagonalisierbar

(i) Das charakteristische Polynom Pf zerfallt in Linearfaktoren und fiir
alle Eigenwerte \ stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
liberein, my = ny

(i) V ist direkte Summe von Eigenrdumen, V = @ V.

A EW

Beweis. Sei F ein beliebiger Endomorphismus. Seien A1,..., A, die
verschiedenen Eigenwerte von F. Sei U = @f-;l V), C V die innere
Summe der Eigenrdume zu den verschiedenen Eigenwerten. Sie ist direkt.
Waihle eine Basis By von U. Nach dem Austauschlemma kdnnen wir By
zu einer Basis B von V erginzen.

418 /677



Diagonalisierung von Endomorphismen Diagonalisierbarkeit

Weiter im Beweis:
Die darstellende Matrix von F beziiglich B hat dann die Gestalt

MB(F):<€\ E);

wobei A die darstellende Diagonalmatrix der Einschrankung F|y (beziiglich
der Basis By) ist und D eine (m x m)-Matrix ist, m := dim V — dim U.
Daraus folgt fiir das charakteristische Polynom von F

Pr(t) = Pa(t)Q(1),

wobei Q(t) = Pp(t), falls m > 0 und Q(t) =1, falls m = 0.

Nun gilt: F diagonalisierbar <— U=V <= m=0 <
PF(t):PA(t):(Al_t)nkl...()\k_t)"kk. 0
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Kapitel 16

Euklidische und Hermitesche Vektorraume }
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Euklidische und Hermitesche Vektorraume

Wir betrachten nun Vektorrdaume, die mit einer zusatzlichen Struktur,
einem Skalarprodukt, ausgestattet sind. Mit dessen Hilfe kdnnen wir
geometrische GroBen wie Abstand, Lange und Winkel definieren.

Erinnerung: Linearformen
Sei V ein K-Vektorraum.

@ Der Vektorraum

V*=L(V,K)={L:V = K| List K-linear}
heiBt Dualraum zu V oder auch Raum der Linearformen.

e Hat V endliche Dimension n, so auch V*. Ist (vi,...,v,) eine Basis

von V, soist v{,..., v, definiert durch
*(0O\N 1 fallsi=j
Vi(VJ)_{ 0 fallsi£j >
eine Basis von V*. Diese Basis heiBt die zu (vy, ..., v,) duale Basis.

V.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Bi- und Multilinearformen
Definition
Sei V ein K-Vektorraum.

o Eine Abbildung B : V x V — K heiBt Bilinearform, wenn sie linear in
beiden Argumenten ist, d.h. wenn fiir alle x,y,z € V und a,b € K
gilt:

B(ax + by,z) = apB(x,z)+ bB(y,z) und
B(z,ax + by) = af(z,x)+ bs(z,y)

o Eine Abbildung

p:VEk=Vx...xV = K

(Vl,...,Vk) — ,u(vl,...,vk)

heiBt Multilinearform (genauer k-Linearform), wenn p in jedem der k
Argumente linear ist.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Beispiele
@ Linearformen sind 1-Linearformen

Beispielsweise ist f fab f(x)dx eine Linearform auf dem Vektorraum
der integrierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, b].

@ Sei V = C%[a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b]. Dann definiert (f, g) — fab f(x) - g(x)dx eine
Bilinearform auf V.

@ Die Determinante det : Mat(n, K) = (K")" — K ist n-linear.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Symmetrische und schiefymmetrische Bilinearformen
Definition
Eine Bilinearform 3 : V x V — K heiBt

@ symmetrisch, wenn

B(v,w) = p(w,v) firalle v,we V.
@ schiefsymmetrisch, wenn

B(v,w) =—p(w,v) firalle v,we V.
@ nicht entartet, wenn die lineare Abbildung

vV — Vv
v = B(Vv')

injektiv ist, d.h. wenn v = 0 der einzige Vektor ist, fiir den
B(v,w) =0 fiir alle w € V gilt.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Definition
SeidimV =n, a: V x V — K eine Bilinearform und B = (b1, ..., b,)
eine geordnete Basis von V. Die darstellende Matrix von « beziiglich der

Basis B ist die (n x n)-Matrix A mit den Eintragen

ajj = a(b;, bj).

Bemerkungen/UA

o At ist die darstellende Matrix der linearen Abbildung
V 5 v a(v,-) € V* beziiglich der gegebenen Basis von V und der
dazu dualen Basis von V*. Denn betrachte
Vi — a(v,-, —) = Zj Bj,-vj*
und wende die Linearform auf der rechten Seite auf v, an und finde
ajk = a(vi, vk) = >_; Bjivi (vi) = Bui
@ Die Bilinearform « ist genau dann nicht entartet, wenn die Matrix A
invertierbar ist.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Bilinearformen

Bemerkungen/UA

o Die Bilinearform « ist genau dann symmetrisch bzw.
schiefsymmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch bzw.
schiefsymmetrisch ist, d.h. wenn A = A® bzw. A = —A*. Der Raum
der symmetrischen (bzw. schiefsymmetrischen) Bilinearformen bildet

einen Vektorraum iiber K der Dimension @ (bzw. @)
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Euklidische Vektorraume
Definition (Euklidisches Skalarprodukt/Euklidischer Vektorraum)

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform

(-,) : V x V. — R heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V, v # 0 gilt
(v,v) > 0.

Ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite

symmetrische Bilinearform V x V — R.

Ein Euklidischer Vektorraum ist ein reeller Vektorraum, zusammen mit
einem (Euklidischen) Skalarprodukt.

Bemerkung
Skalarprodukte sind nicht entartet, denn aus (v, v) = 0 folgt v = 0.

Bemerkung

Skalarprodukte, die nicht positiv definit sind, spielen in der
Relativitatstheorie eine zentrale Rolle.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beispiel
Das kanonische Skalarprodukt auf R" ist definiert durch

n
<X, Y> = ZXiYi’
i=1

wobei x = > | xje; und y = >"7 ; yje;. Die darstellende Matrix des
kanonischen Skalarprodukts von R" beziiglich der kanonischen Basis ist die
Einheitsmatrix 1,, denn

1, falls i=j

<e,',6_,'> = 0jj == {

0 sonst.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Geometrische GroBen 1: Lange und Abstand

Definition
Sei V ein Euklidischer Vektorraum.

e Die Lange (auch Norm) eines Vektors v € V ist die nicht-negative

Zahl
vl :== V{v,v).
@ Der Abstand d(x,y) zweier Punkte x,y € V ist die Linge des

Vektors y — x:
d(x,y) = lly — x|
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist fundamental. Sie erlaubt es u.a.,
Winkel zu definieren.

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V ein Euklidischer Viektorraum. Dann gilt fiir alle v,w € V:

(v, w)| < Iv| - fwll;

mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhingig sind.

v

Beweis. Wir kdnnen annehmen, dass v = 0 und w # 0 gilt, denn sonst ist
nichts zu zeigen.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Weiter im Beweis:
Fiir alle A\, u € R gilt wegen der Bilinearitat

0< v+ aw, Av + pw) = X[v? + 22| wlP + 27uv, w).

[[wll

i und =/

liefert
fIwl]

Einsetzen von A =

0 < 2fv[[wll + 2(v, w),
d.h. £(v,w) <||v||||w]|, und damit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Gleichheit gilt genau dann, wenn fiir eine dieser beiden Wahlen von A und
w gilt Av + uw = 0, d.h. wenn v und w linear abhingig sind. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Geometrische GroBen 2: Winkel und Orthogonalitat
Definition
Sei V ein Euklidischer Vektorraum und v,w € V \ {0}.

o Der Winkel Z(v,w) zwischen v und w ist definiert als

(v, w)

€ [0, 7).

Z(v,w) := arccos
’ [vIll[wl]

€[—1,1]
e Man sagt, dass v,w € V senkrecht aufeinander stehen oder

orthogonal sind, wenn
<V? W> =0

und schreibt dafiir v L w.
@ Fiir jeden Unterraum U C V' heiBt der Unterraum

Ut :={ve V|vLu firall ue U}

das orthogonale Komplement von U in V.

v
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Orthogonales Komplement
Satz

Sei B eine nicht entartete Bilinearform auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V' und U C V ein Unterraum.

(i) Dann hat der Unterraum U' .= {v € V | B(u,v) =0 Vu € U} die
Dimension dim U’ = n — dim U.

(ii) Die Unterrdume U und U’ sind genau dann komplementdr, d.h.
V=UpU, wenn UN U’ =0.

Zu jedem Unterraum in einem Euklidischen Vektorraum gibt es ein
ausgezeichnetes Komplement:

Folgerung

Sei U C V ein Unterraum eines endlichdimensionalen Euklidischen
Vektorraums. Dann ist U+ ein Komplement zu U in V', d.h. V = U & UL,

Beweis. der Folgerung: es gilt UN U+ = {0}, denn v € U N U+ impliziert
(v,v) = 0. Da das Skalarprodukt positiv definit ist, folgt v = 0. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Euklidische Vektorraume

Beweis des Satzes:

Sei (u1, ..., u,) eine Basis von U, ausgedehnt zu einer Basis (u1, ..., u,)
von V. Der Unterraum U’ ist genau der Lésungsraum des linearen
Gleichungssystems

Blui, Y xju;) Zﬁu,,qu, ZB,JXJ_O firalle i=1,...,r.

Da f nicht entartet ist, ist die Abbildung U > v+ S(u,.) € V* injektiv.
Somit hat die Matrix (8j)i=1,...,rj=1,...,n Vollen Rang r = dim U. Damit ist
die Dimension des Lésungsraumes U’ gleich dim V — r = dim V — dim U.
(i) folgt aus (i) und der Dimensionsformel:

dim(U+ U) = dimU+dimU —dim(UN V)

i

= dimV —dim(UNU).

—
~

O
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Orthonormale Basen

In Euklidischen Vektorraumen gibt es eine ausgezeichnete Klasse von
Basen.

Definition
Sei (V,(.,.)) ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum.
(i) Eine Vektor v € V heiBt Einheitsvektor, wenn ||v|| = 1.

(ii) Eine Basis (wx,...,wp) von V aus n Einheitsvektoren w; € V, die
orthogonal zueinander sind, heiBt Orthonormalbasis (kurz: ONB). Es
gilt <W,', WJ> = 5,"]'.

Beispiel
Die kanonische Basis von R” ist orthonormal bzgl. des kanonischen
Skalarproduktes.
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Die Komponenten eines Vektors v € V in einer Orthonormalbasis
(wa,...,w,) sind gegeben durch (v,w;) € R, d.h.

n
V= Z<V7 Wi>W/
i=1

Beweis. Da (wjy,...,w,) eine Basis ist, ldsst sich v (eindeutig) als
Linearkombination schreiben,

n
V:Z)\,‘W; mit AeR.
Wir nehmen das Skalarprodukt mit w;:

(v, wj) Z)\ (wi, wj) :zn:)\;5;J:)\j
i=1

O
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Satz

Sei V ein Euklidischer Vektorraum und (v;);c; eine Familie von
orthogonalen Vektoren v; € V mit v; # 0, d.h.

vi L fiiralle i#j.

Dann ist die Familie (v;)ic; linear unabhangig.

Insbesondere ist in einem n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum jede
Familie aus n orthogonalen Einheitsvektoren eine Orthonormalbasis.

Beweis.
Sei 0=}, Ajvj, wobei J C I eine endliche Teilmenge ist und A; € R.
Daraus folgt fiir alle i € J

0= (vi, Y Avi) =D Nivi,vy) = Aillvil®
jed jed
und somit \; = 0. U
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Orthonormalisierungsverfahren

Satz (Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale Euklidische Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis. (Diese ist natiirlich nicht eindeutig.)

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n = dim V € N.
o Falls dim V =1, so existiert v # 0 und wy := m ist eine ONB.

@ Wir nehmen an, dass jeder Euklidische Vektorraum der Dimension
< n eine ONB hat und zeigen, dass dann auch jeder n-dimensionale
Euklidische Vektorraum eine ONB hat.

@ Sei v € V, v # 0. Nach Induktion besitzt der (n — 1)-dimensionale
Unterraum v+ := (Rv)* eine ONB (wa, ..., w,). Durch wq := ™
wird diese zu einer ONB von V erginzt.

O
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Normierte Vektorraume

Definition
Sei V' ein K-Vektorraum, wobei K = R oder K = C.
Eine Norm auf V ist eine Abbildung

I-1:V —=10,00), v |vl,

mit folgenden Eigenschaften:

N1) Fiir v € V gilt genau dann ||v|| =0, wenn v = 0.

N2) |[Av] = |A| - ||v| fir alle v e V, X € K.

N3) ||v+ wl| < ||v||+ ||w] fiir alle v,w € V (Dreiecksungleichung).

Ein normierter Vektorraum ist ein reeller oder komplexer Vektorraum
zusammen mit einer Norm.
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Satz
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum. Dann wird durch

Ivll == v/(v,v), veV,

eine Norm || - || auf V definiert. Damit ist jeder Euklidische Vektorraum
insbesondere ein normierter Vektorraum.

Beweis.
N1) folgt daraus, dass (-,-) positiv definit ist.

N2) folgt aus der Bilinearitat von (-, -):
V]2 = (v, Av) = X3 {v, v) = N2||v|?.
N3) folgt aus der Bilinearitdt und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

lv+wl® = [IvVI®+ [[w]l? + 2(v, w)
< VIE+ Iwl? + 2liviliwl = (vIE+ wl)?. O
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Hermitesche Vektorraume

Um auf komplexen Vektordumen geometrische GréBen einfiihren zu
kénnen, bendtigt man den Begriff eines Hermiteschen Skalarprodukts.
Definition

Sei V ein komplexer Viektorraum. Eine Hermitesche Form auf V ist eine

Abbildung (-,-) : V x V — C, die C-linear im ersten Argument ist, und die
fiir alle v, w € V folgende Bedingung erfiillt:

(v,w) = (w,v) .

Bemerkung

Daraus folgt, dass (-, -) konjugiert-linear im zweiten Argument ist, d.h.

(u, \v + pw) = Xu, v) + au,w) fiiralle wu,v,w e V,\,u€C,

denn {(u, Av) = (Av,u) = X (v, u) = \Nu, v).

AuBerdem ist (v, v) reell fiir alle v € V, da (v,v) = (v, v).
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Bemerkung

Die Menge der Hermiteschen Formen eines komplexen Vektorraumes ist
ein reeller (kein komplexer!) Vektorraum, denn: Ist 3 eine Hermitesche
Form und A € C, so gilt

()‘5)(“7 V) = )‘/B(U7 V) = )‘/B(Vv U) = X/8(‘/7 U),
d.h. (A\B)(u, v) = (AB)(v, u), falls X = X reell.

Definition
Eine Hermitesche Form (-,-) : V. x V — C heiBt positiv definit, wenn

(v,v) >0 fiiralleve V\DO.

Ein (Hermitesches) Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite
Hermitesche Form V' x V — C. Ein Hermitescher Vektorraum ist ein
komplexer Viektorraum zusammen mit einem Hermiteschen Skalarprodukt.
(Hermitesche Vektorrdume heiBen auch unitire Vektorrdume.)

v
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Beispiel
@ Das kanonische (Hermitesche) Skalarprodukt auf C" ist definiert

durch .
(z,w) = Z zZjwij,
i=1

wobei z=3"" ; zie; und w = Y7 ; wje;.

@ Sei V =R". Dann definiert jedes Euklidische Skalarprodukt (.,.) ein
Hermitesches Skalarprodukt (.,.)" auf C" mittels komplex linearer
und konjugiert linearer Erweiterung. D.h. wir definieren (.,.)" durch

(x iy, ut i) = O u) + (v v) + i (o) = (x,0)

fir alle x, y,u,v € R".
(., )" ist in der Tat ein Hermitesches Skalarpodukt (UA)
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Bemerkung
Sei V ein Hermitescher Vektorraum.

o Auf V definiert man wieder die Lange eines Vektors durch

vl .=/ ({v,v), veV.

@ Ist (.,.) ein Hermitesches Skalarpodukt, so definiert sein Realteil
g(u,v) := Re(u, v) ein Euklidisches Skalarprodukt auf V/, aufgefasst
als reeller Vektorraum (UA).

Satz (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei h = (-,-) ein Hermitesches Skalarprodukt auf einem C-Vektorraum V.
(i) Dann gilt fiir alle v,w € V:

() v, ) < |lvil - [l

(i) Gleichheit in (x) gilt genau dann, wenn v und w linear abhangig sind.
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Beweis.

(i) Wir kénnen annehmen, dass (v, w) # 0 gilt, und setzen

Wegen |(v, w)|? = (v, w)(v, w) gilt dann
(v, w)(v,w)
[{v, w)]

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das Euklidische
Skalarprodukt g := Re(h) liefert weiter

(2) (v, w) =g(Av,w) < Ve, Av)Vg(w, w) = [|v] - |wl|.

(ii) Gleichheit in (2) und somit in (x) gilt genau dann, wenn Av und w
linear abhangig iiber R und somit v und w linear abhangig iiber C
sind.

Av,w) = Nv,w) = = |{v,w)|.

O
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Die Euklidische Norm

Die Euklidische Norm

Wie im Fall von Euklidischen Vektorraumen gilt fiir Hermitesche
Vektorrdume V: Das Hermitesche Skalarpodukt (-,-) definiert eine Norm

| ] auf V:

vl ==+ ({v,v), veV.
Fiir N2) rechnet man nach: ||[Av[|? = (Av, Av) = A\ (v, v) = A\||v|%.
Die durch das kanonische Skalarprodukt auf dem R" und die kanonische
Hermitesche Form auf dem C” definierte Norm heiBt Euklidische Norm,
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Unitare Basen

Auch fiir Hermitesche Vektorrdume gibt es eine ausgezeichnete Klasse von
Basen:

Definition (Unitdre Basen)
Sei (V,(.,.)) ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum. Eine

unitire Basis von V ist eine Basis (w1, ..., w,) mit

(wi, wj) = 6j;.

(Analog zum Begriff der Orthonormalbasis fiir Euklidische Vektorrdume.)

v

Die Komponenten eines Vektors v € V in einer unitdren Basis

(wa,...,w,) sind wieder gegeben durch (v, w;), d.h. v =37 (v, w;)w;.

Satz

Jeder endlichdimensionale Hermitesche Vektorraum besitzt eine unitare
Basis.

Beweis. Ubungsaufgabe (wie fiir Orthonormalbasen) L



Qiidirzpisle uid wiliEe G
Die orthogonale Gruppe
Definition

Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum.
Eine surjektive lineare Abbildung F : V — V heiBt orthogonal, wenn

(F(v), F(w)) = {v,w) fiiralle v,we V.

Bemerkung

@ Aus der Gleichung folgt, dass F injektiv ist: aus F(v) = 0 folgt
0= (F(v),F(v)) = (v,v), also v = 0. Falls dim V < o0, so folgt aus
Injektivitat die Surjektivitdt. Diese muss also bei endlich
dimensionalen Vektorrdaumen nicht gefordert werden.

@ Die orthogonalen Abbildungen bilden eine Untergruppe
O(V) C Aut(V), die sogenannte orthogonale Gruppe.

@ Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, Langen und Abstidnde. Sie
setzen sich daher aus Drehungen und Spiegelungen zusammen.

v
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Die orthogonale Gruppe des R”
Beispiel

Wir betrachten den R” mit dem kanonischen Skalarprodukt
(x,¥) := >_/_; xiyi. Dann definiert man die orthogonale Gruppe

O(n) := O(R", (.,..))

als Untergruppe invertibler Matrizen. Sei A = (a;j) € Mat(n,R) und e; die
kanonische Basis. Dann ist A € O(n) <~

(5,'J' = (e,-,ej> Ae,,AeJ E ak,a/J €k, e/ E ak,-a/jdk, = E akidkj
k

fir alle i,j = 1,..., n. Dies ist aber dquivalent zu 1, = A*A. Es gilt also
fir A € Mat(n,R)
A€ O(n) = A'A=1,,

v
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Die unitare Gruppe

Definition (Unitdre Gruppe)

Sei (V,(-,-)) ein Hermitescher Vektorraum.

Ein surjektiver Endomorphismus F : V — V heiBt unitdr, wenn

(F(v), F(w)) = {v,w) fiiralle v,we V.

(Falls dim V' < oo, braucht die Surjektivitat nicht gefordert zu werden.)
Die unitiren Endomorphismen bilden eine Untergruppe U(V) C Aut(V),
die sogenannte unitire Gruppe (UA).

Beispiel
Fir U(n) := U(C", (-, ")), {(z,w) := > ziw;:
A€ U(n) < A'A = 1,. Man schreibt auch A := A",

Ubungsaufgabe

U(n) kann als Untergruppe von O(2n) aufgefasst werden.
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Normalformen von Endomorphismen

Fiir bestimmte Klassen von Endomorphismen F : V — V existiert eine
Normalform. Damit ist gemeint, dass man stets eine Basis von V finden
kann, in der die darstellende Matrix Normalform — z.B. Diagonalgestalt —
hat (und dass “echt"” verschiedene Endomorphismen in Normalform auch
verschieden aussehen).

Sei z. B. F : R?> — R? mit der darstellenden Matrix

1 1
A:< )
i1

beziiglich der kanonischen Basis (e1, e2). Dann ist by = e; — e ist ein
Eigenvektor zum Eigenwert % und b, = e; + e zum Eigenwert % D.h. in
der Basis (b1, bp) hat F die einfachere Diagonalgestalt

10)
B:<2
0 4

Wir werden insbesondere Normalformen fiir orthogonale und unitére

Endomorphismen finden.
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Satz (Normalform unitdrer Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum und F € U(V)
ein unitarer Endomorphismus.

(i) Die Eigenwerte von F sind komplexe Zahlen vom Betrag 1.

(i) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine unitire Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von F.
D.h. F ist in einer unitdren Basis diagonalisierbar.

Beweis.
(i) Sei v ein Eigenvektor von F und A € C der zugehérige Eigenwert. Aus
0 # (v,v) = (Fv, Fv) = (Av, Av) = AX(v, V)
ergibt sich |A| = 1.
(ii) Seien v, w € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten A und .
Wegen (i) ist A\™* = \. Daher impliziert p # X, dass A\fi # 1.
Aus (v,w) = (Fv, Fw) = A\fi(v, w) folgt daher (v, w) = 0.
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(iii) Beweis durch Induktion nach n = dim V. Der Fall n =1 ist klar.

Sei dim V > 2. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes
nicht-konstante komplexe Polynom eine Nullstelle. Insbesondere hat
das charakteristische Polynom von F eine Nullstelle und F mithin
einen Eigenwert A1 # 0.

Wir wahlen einen zugehorigen Eigenvektor by € V der Lange 1 und
betrachten den Unterraum W := by

Es gilt dmW =n—1und FW C W, denn aus w € W folgt
0 = (b1, w) = (Fby, Fw) = A1 (b1, Fw)

und somit Fw € W, da A\; # 0.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine unitare Basis (by, ..., b,)
von W bestehend aus Eigenvektoren von F und (by, ba, ..., by) ist
die gesuchte unitdre Basis von V. O
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Normalform orthogonaler Endomorphismen

Folgerung (Normalform orthogonaler Endomorphismen)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und F € O(V) ein
orthogonaler Endomorphismus.

(i) Eigenwerte von F sind reelle Zahlen vom Betrag 1, dh. = +1.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Es gibt eine Orthonormalbasis, beziiglich derer F durch eine
Blockdiagonalmatrix folgender Art dargestellt wird

diag(A1, ..., Ap, Dyys - -5 D),

. _ [ cosp; — sin ;
wobei \; € {+1}, D, < R > Drehungen um den
Winkel ¢; € R sind, und p +2q = dim V gilt.

v
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Beweis.
(i-ii) Gleicher Beweis wie fiir unitdre Endomorphismen.

(iii) Analog erhalten wir auch eine aus Eigenvektoren bestehende ONB
(b1,...,bp) fiir die Summe U := V4 & V_; der Eigenrdume V4.

Es sei U # V. Wieder bildet F das orthogonale Komplement
W := U"' in sich ab. AuBerdem enthilt W keine Eigenvektoren von
F.

Insbesondere hat W gerade Dimension m = 2q, denn sonst hatte das
charakteristische Polynom der Einschrankung F|w als reelles Polynom
ungeraden Grades eine reelle Nullstelle.

Es geniigt zu zeigen, dass W eine ONB besitzt, beziiglich der die
darstellende Matrix von F|y die Gestalt diag(D,,, ..., D,,) hat .
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Weiter im Beweis:

Durch Wahl einer ONB von W koénnen wir annehmen, dass W = R™ der
Euklidische Raum ist und F|y gegeben ist durch A € O(m).

Wir kdnnen A als komplexe Matrix, d.h. als Endomorphismus des C™,
auffassen. Dann ist A unitar beziiglich des Hermiteschen Skalarproduktes
auf C™, welches durch das Euklidische Skalarprodukt auf R™ induziert
wird, denn A*A =1,, und A = A implizieren ATA = 1,.

Sei nun p ein komplexer Eigenwert von A mit Eigenvektor v = x + iy mit
x,y € R". Da A reell ist, gilt

Av=puv = AV:EZWZE-V.
Also ist r auch ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v := x — iy. Die echt
komplexen Eigenwerte ;1; = e’ (pj € R) treten also in komplexe
konjugierten Paaren gleicher Vielfachheit auf, denn die komplexe
Konjugation der Komponenten bildet den Eigenraum zum Eigenwert p
isomorph auf den Eigenraum zum Eigenwert [z ab.
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Weiter im Beweis: Nach dem Satz gibt es eine unitdre Basis

(/Bl)"wﬁ(wa)"wﬁiq)

von C™ = C?9 bestehend aus Eigenvektoren von A € U(m) mit
zugehorigen Eigenwerten

(ula"'nuqaﬁl:"' 7ﬁq)'

Hierbei ist u; = €% mit ¢; € R. Wir setzen fir j=1,...,¢:

1 — j —
B =55 +F) B = ﬁ(@- ~B)-

(B1,BYs- -+ By By) ist eine ONB von R™. (Das Euklidische Skalarprodukt
von R ist die Einschrankung des Hermiteschen Skalarprodukts von C™.)

Die darstellende Matrix von A beziiglich dieser Basis ist von der
gewﬂnschten Form: B _
AB} = J5(e'¥ifj + 711 ;) = cos(y;)(B; + B;) + sin(y;)(6; — B)) O
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Selbstadjungierte Endomorphismen
Definition (Selbstadjungierte Endomorphismen)

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes (V, (., .)).

o Ein Endomorphismus F2? € End(V) heiBt zu F adjungiert, falls
(Fv,w) = (v, F3w) fiir alle v,w € V.

o F heiBt selbstadjungiert, wenn F3¢ existiert und F = F39.
(Selbstadjungierte Endomorphismen eines Euklidischen bzw.
Hermiteschen Vektorraumes heiBen auch symmetrische bzw.
Hermitesche Endomorphismen.)

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraums V.

e Dann existiert héchstens ein zu F adjungierter Endomorphismus F39.

@ Ist V endlich-dimensional, so existiert F39.

v
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Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass (.,.) nicht entartet ist:

Seien F; und F, zu F adjungiert. Dann gilt fiir alle u,v € V, dass

(u; Fr(v) = Fa(v)) = (F(u), v) = (F(u),v) = 0.
Damit muss aber gelten, dass Fi(v) = F(v) fir alle v € V.

Sei nun dim(V) = n, (b1, ..., by) eine Orthornomal- bzw. eine
Hermitesche Basis und sei A = (ajj);j=1,. n die darstellende Matrix von F
beziiglich dieser Basis, d.h.

F(bj) = Za,-jb,-, oder dquivalent dazu (F(b;), bi) = aj;
i=1

Dann ist F2¢ gegeben durch die darstellende Matrix Af := Zt, denn

(bj, F*9(b b,,Za,kbk = au(bj, bi) = aj,

und damit (F(u),v) = (u, F29(v)). O
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Folgerung (aus dem Satz)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum
und A die darstellende Matrix eines Endomorphismus F von V' beziiglich
einer orthonormalen bzw. unitdren Basis. Dann ist die darstellende Matrix

von F2d gegeben durch At := A" und es gilt

F selbstadjungiert <= A= A".

Beispiel
Insbesondere gilt fiir V = R"” mit dem kanonischen Euklidischen
Skalarprodukt bzw. fiir V = C" mit dem kanonischen Hermiteschen
Skalarprodukt, dass

A% = At bzw. A% = A",
Matrizen mit A = A? heiBen symmetrisch, Matrizen mit A = Zt heiBen
Hermitesch.

v
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Kern und Bild von adjungierten Endomorphismen
Erinnerung:

Kern(F) = {veV|Fv=0}
Bild(F*¥) = {F*w|we V}

Satz

Sei F ein Endomorphismus eines Euklidischen oder Hermiteschen
Vektorraumes V. Dann gilt

Kern(F) (Bild(F?9))*
Kern(F?9) = (Bild(F))*

Beweis. Das folgt unmittelbar aus der definierenden Gleichung
(Fv,w) = (v, F*w), firalle v,w € V.

O
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Normalform selbstadjungierter Endomorphismen

Satz (Normalform selbstadjungierter Endomorphismen)

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und F € End(V)
selbstadjungiert.

(i) Die Eigenwerte von F sind reell.

(ii) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von F stehen senkrecht
aufeinander.

(iii) Falls dim V < oo, so besitzt V' eine orthonormale bzw. unitire Basis
bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis.

(i) Aus Fv = Av und |Jv|| = 1, folgt A = (Fv,v) = (v, Fv) = \.

(i) v, w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A\, u € R.
Dann folgt aus

Mv,w) = (Fv,w) = (v, Fw) = (v, w)
mit A # p, dass (v, w) = 0.
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Weiter im Beweis:

(iii) Es genligt zu zeigen, dass F einen Eigenvektor v besitzt. F erhilt
dann das orthogonale Komplement W := vt: fiir w € W gilt

(viw)=0 = (v,Fw) = (Fv,w)=0.
Somit ist wiederum ein Induktionsbeweis nach der Dimension von V
moglich.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat das charakteristische
Polynom von F eine Nullstelle A. Im Fall V komplex und hermitesch
liefert das die Existenz eines Eigenwertes und eines Eigenvektors.
Im Fall V reell und Euklidisch fixieren wir eine ONB und identifizieren
V mit R". Wir konnen dann F auffassen als selbstadjungierten
Endomorphismus von R", aber auch von C”". Beide haben dasselbe
charakteristische Polynom, welches nach (i) reelle Nullstellen hat und
daher in reelle Linearfaktoren zerfallt.

Also hat F auch im Fall eines reellen Vektorraumes V einen
Eigenvektor v € V.

O
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Dualisierung

Satz

Sei (V,(.,.)) ein endlich-dimensionaler Euklidischer (oder Hermitescher)
Vektorraum. Der R-Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen (bzw.
der Hermiteschen Formen) auf V ist isomorph zum R-Vektorraum der
selbstadjungierten Endomorphismen von V.

Beweis. Der Isomorphismus ist gegeben durch die Beziehung
B(u,v) = (F(u),v), YuveV.

zwischen einem selbstadjungierten Endomorphismus F und einer
symmetrischen/Hermiteschen Form 5 (UA). O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hauptachsentransformation
Folgerung

Sei V' ein C-Vektorraum mit dim(V') = n und h eine Hermitesche Form
auf V.

(i) Dann existiert eine Basis von V, beziiglich derer die darstellende
Matrix von h folgende Gestalt hat:

dia’g(lr+7 _lr, ) Ol‘o)

mit ry +r_ + ro = n und 0,, € Mat,,(C) die ro x ro-Nullmatrix.

(ii) Die Zahlen ry und r— hingen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. (i) Wahle ein Hermitesches Skalarprodukt (-, -) auf V.

Dann entspricht der Hermiteschen Form h ein selbstadjungierter
Endomorphismus F. Dieser kann in Normalform gebracht werden mit
reellen Eigenwerten \; und einer unitiren Basis (u1, ..., u,) aus
Eigenvektoren von F.

Es gebe r; positive und r_ negative Eigenwerte. Dann ist
dim(Ker(F))=n—ry — r_.
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Hauptachsentransformation
Fir \; # 0 setze i; := uj. Dann ist fiir A\; #£0

RV

Y - A Ai
h(dj, ;) = (Fdj, d;) = 5y |<u,, ) = £16;

und die Basis hat die gewiinschte Eigenschaft.
Beweis von (ii): Aus

Vo = Kern F = {v|h(v,w) =0 firalle we V}
folgt die Unabhangigkeit von rp = dim V4 von allen Wahlen.
Um zu zeigen, dass etwa ry unabhangig von allen Wahlen ist, zeigen wir

ry = max{dim W | W C V, h auf W positiv-definit}.

Dazu sei V4 bzw. V_ die Summe der Eigenrdume zu den positiven bzw.
negativen Eigenwerten.

h ist auf V. positiv definit und auf dem Komplement V_ & V4 negativ
semi-definit, d.h. h(v,v) <0 fiiralle ve V_ & V.

Sei W C V ein UR, auf dem h positiv definit ist.

Dann gilt W N (V- & W) =0 und somit dim W < ry. O
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hauptachsentransformation

Hauptachsentransformation

Folgerung (Hauptachsentransformation)

Sei V ein endlichdimensionaler Euklidischer Vektorraum und ( eine
symmetrische Bilinearform auf V.

(i) Dann existiert eine orthogonale Basis (b1, ..., b,) von V, beziiglich
derer die darstellende Matrix von (8 folgende Gestalt hat:

diag(1,,,—1, ,04).

(Die Ursprungsgeraden Rb; heiBen Hauptachsen von f3.)

(i) Die Zahlen ry, r— und ry hangen nicht von der Wahl der Basis ab.

Beweis. Analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes. U

Aussage (i) ist bekannt als Satz von der Hauptachsentransformation, (ii)
als Tragheitssatz von Sylvester.
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hauptachsentransformation
Beispiele

1) Sei V = R2 mit kanonischen Skalarprodukt (., .).
Dann ist {v € R? | (v, v) = 1} gleich dem Kreis mit Radius 1.
2) Nun betrachten wir die symmetrische Bilinearform

X x! / / / /
ﬁ<(y>’<y’ )) = 5xx" + 5yy’ + 3xy’ + 3yx’.

Beziiglich des Standardskalarprodukts (-, -) wir die Bilinearform durch die

Matrix
5 3
F=(53)

beschrieben. Deren charakteristisches Polynom Pg(T) = t? — 10t + 16 hat

die beiden verschiedenen Eigenwerte 8,2 mit normierten orthogonalen

Eigenvektoren u; := %(bl + by) und up := %(bl — by). Fiir die

orthogonale Basis by = \/%ul = %(el + &) und
by, = \/%—2”2 = %(el — 62)U gilt 5([3,‘, bj) = (5,1
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Euklidische und Hermitesche Vektorrdume Hauptachsentransformation
Ellipse

Insbesondere sind die Hauptachsen von 3 die Diagonalen y = x und
y = —x. Das sind genau die Hauptachsen der Ellipse

E— {v:<;>‘ﬁ(v,v):1} mit

B(v,v) = 5x 4 5y? + bxy = (*F£) + (7).

2

1 o025
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Kapitel 17

Metrische Raume }
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Metrische Raume

Erinnerung:
Metrische Rdume sind Mengen, auf denen eine reellwertige
Abstandsfunktion definiert ist.

Definition
Sei X eine Menge.
Eine Metrik (eine Abstandsfunktion) auf X ist eine Abbildung

d:XXX—>RZO

mit folgenden Eigenschaften:

M1) Fiir x,y € X gilt genau dann d(x,y) =0, wenn x = y.

M2) d(x,y) = d(y, x) fiir alle x,y € X.

M3) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) firalle x,y,z € X (Dreiecksung/eichung).J
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Eine Norm auf einem Vektorraum definiert einen Abstand

Bemerkungen
o Die Euklidische Metrik des R" ist gegeben durch:

@ Allgemeiner wird durch
d(x,y) =[x —yll, firx,yeV.

auf jedem normierten Vektorraum (V|| - ||) eine Metrik
d: V x V — R definiert. Dabei folgt die Dreiecksungleichung fiir
die Metrik aus der fiir die Norm:

d(x,2) = [|x=z| = [[x—y+y—z|| < [[x=yl+]ly—z| = d(x,y)+d(y, 2]
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Metrische Riume

Konvergenz und Stetigkeit in metrischen Raumen
Erinnerung: mit Hilfe der Metrik kann man Konvergenz von Folgen
definieren.
Definition
(i) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge x, € X, n € N, heiBt
konvergent mit Grenzwert x € X, in Zeichen lim,_, o x, = x, wenn
die Folge d(x,,x) € R eine Nullfolge ist, d.h. lim,_,~ d(x,, x) = 0.
(ii) Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Abbildung
f: X — Y heiBt im Punkt x € X stetig, wenn
lim,_ o0 f(xn) = f(x) € Y fiir jede gegen x € X konvergente Folge
Xn € X.

f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.

Beispiel
Sei (V.|| - ||) ein normierter Vektorraum mit zugehdriger Metrik d.
Dann ist die Norm || - || : V — R eine stetige Funktion, denn aus der

Dreiecksungleichung fiir die Norm folgt |||x|| — [ly|l| < [Ix — y||-

473 /6717



Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung

Die Parallelogrammgleichung

Die Frage, wann eine Norm auf einem reellen Vektorraum von einem

Skalarprodukt kommt, kann mittels der Parallelogrammgleichung
entschieden werden.

Satz (Parallelogrammgleichung)

Eine Norm || - || auf einem reellen Vektorraum V wird genau dann durch
ein Skalarprodukt auf V' induziert, wenn fiir alle v,w € V die

Parallelogrammgleichung gilt:

() v+ wl?+ v — w|? = 2||v]|* + 2] w|*.

Beweis.

(=) Ist die Norm durch ein Skalarprodukt definiert, d.h. ist ||u||?> = (u, u)

fiir alle u € V, so ergibt sich (*) durch Berechnung der linken Seite
mittels der Bilinearitdt des Skalarproduktes.
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Die Parallelogrammgleichung
Weiter im Beweis:
(«<=) Wir definieren ein Skalarprodukt

1
(vow) =5 (lv+wl = v = w]?).

Dann gilt offenbar (v, w) = (w, v) und (v, v) = ||v|%.

Es geniigt daher, die Linearitit von (-,-) im ersten Argument
nachzuweisen. Wir beginnen mit einer Hilfsrechnung:

Fiir alle u, ', w € V gilt:

<U+ U,, W> + <U - U,, W>

N L (ka4 wl = ot o~ wl?)

il f  wlP — u— o - wl?)
*) %(HU +w|?+ |2 - %(HU —w|?+||J]?)
= S+l - wl?) = 2w
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung
Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass fiir alle u, v/, w € V gilt
(1) <U+U’, W> + <U— U/7W> :2<U, W>

Fir u = o erhdlt man 2u, w) = 2(u, w).

Nun zeigen wir die Additivitit: Seien v, v’ € V beliebig. Definiert man

ui=i(v+v)und v :=3(v—V) soistv=u+u und vV =u—u.

Aus (1) erhadlt man dann

(v,w) + (v, w) @ 2u,w) = Qu,w) = (v+ v, w),

d.h. die Additivitdt im ersten Argument.
Daraus ergibt sich per Induktion (nv, w) = n(v, w) fiir alle n € N.
Desweiteren folgt aus der Definition und der Norm-Eigenschaft (N2), dass

(o) = 7 (= v 4wl = v+ wl?) = (v, w),

und damit (nv, w) = n{v, w) fiir alle n € Z.
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung

Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich wiederum, dass

1 1.1 1
;(U, W> - ;<n;u7 W> - <;U, W)

fir alle u € V,n € Z*. Somit
) Quw) = Au,w)

fir alle A € Q.

Da es zu jeder reellen Zahl X eine Folge A, rationaler Zahlen gibt, die
gegen \ konvergiert, liefert die Stetigkeit der Norm die Gleichung (2) fiir
alle A e R. O
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Die Parallelogrammgleichung

Beispiele

(i) Die Euklidische Norm auf R” erfiillt natiirlich die
Parallelogrammgleichung.

(ii) Durch

n

Ixl1 := lei|a X = inei e R",

i=1
wird eine Norm auf R" definiert.

Diese erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung, denn z.B. ist
8=ller + e’ +ller —e® # 2lle]® +2]lex® = 4.
(iii) Die Maximumsnorm

[IXlmax == max{xal, [xal, .. . [xnl}

auf R” erfiillt nicht die Parallelogrammgleichung.

v
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Asuneeiie NeEn
Aquivalente Normen

Definition
Zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum V heiBen dquivalent,
wenn es positive Konstanten ¢ und C gibt, so dass

cllvl| < |Ivll" < Clv||  fiir allev € V.

Bemerkung

o Dies definiert eine Aquivalenzrelation zwischen Normen (UA).
Insbesondere sind zwei Normen, die beide zu einer dritten dquivalent
sind, auch zueinander dquivalent (Transitivitat).

@ Seien di und d; die durch zwei dquivalente Normen auf V definierten
Metriken. Dann konvergiert eine Folge x, € V gegen x bzgl. di genau
dann, wenn sie auch bzgl. dy gegen x konvergiert;

d.h. die metrischen Raume (V/,d;) und (V, d>) haben dieselben
konvergenten Folgen.

v
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Asuneeiie NeEn
Alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorraumen sind
aquivalent
Satz

Je zwei Normen || - || und || - ||" auf einem endlichdimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraum V sind dquivalent.

Beweis. Sei B := (b, ..., b,) eine Basis von V.

Fir x = 27:1 x;b; € V betrachten wir wieder die Maximumsnorm

1| max := max{|x1|, ..., |xa|}
Wir zeigen, dass jede Norm auf V dquivalent zu || - || max ist.
Fiir jede Norm || - || auf V gilt nach der Dreiecksungleichung
n
Xl = szb 1< > bl lIbill < Clixmax,
i=1

mit C := 7, ||bi||. Dies beweist die eine Ungleichung.
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Metrische Riume und Vollstandigkeit CTHVES 2N ol

Weiter im Beweis:
Wir nehmen an, es gdbe kein ¢ > 0 mit || - || max < || - |I-

D.h. es gibt fiir jedes ¢ > 0 ein y € V mit c|ly|[max > ||y||. Damit findet
man fiir jedes c einen Vektor x := ﬁ mit || x|[max = 1 und ¢ > ||x]|.
max

Fiir alle k € N gibt es also einen Vektor x(¥) = "7 | x,.(k)b,- € V mit
]xl.(k)| <1und £ > |[x(®]|. Nach Bolzano-WeierstraB hat jede der

beschrankten Zahlenfolgen (x,.(k))keN, i=1,...,n, eine konvergente
Teilfolge.
Wir kénnen daher annehmen, dass (x(¥)) beziiglich der Norm || - || max

gegen x = > x;bj € V konvergiert.
Es gilt dann

1 00
Il < lox = <O+ 1B < Cllx = x P+ 1“5 0

Also x = 0 und somit 0 = [|x||max = limy_se0 [[XK)|| max, im Widerspruch
zu x| pax = 1. O
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Vollstandigkeit, Banachraume, Hilbertraume

Definition (Vollstandigkeit von metrischen Riumen)
Erinnerung: Sei (X, d) ein metrischer Raum.

o FEine Folge x, € X heiBBt Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein
N € N gibt, so dass

d(Xm, xn) < e fiir alle m,n > N.

@ Der metrische Raum (X, d) heiBt vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
in X gegen einen Grenzwert x € X konvergiert.

v

Definition
o Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum, der (beziiglich der zur
Norm gehérenden Metrik) vollstandig ist.
o Ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum ist ein Euklidischer bzw.
Hermitescher Vektorraum, der (beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Metrik) vollstandig ist.

L
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Bemerkungen /Beispiele

© Wieder gilt: Seien d; und d> die durch zwei dquivalente Normen auf
V definierten Metriken. Dann ist x, € V eine Cauchyfolge bzgl. d;
genau dann, wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. d ist.

@ Aus der Vollstéandigkeit von K = R, C folgt, dass (K", || - [|max) €in
Banachraum ist: Ist x, € K” eine Cauchyfolge, so auch alle ihre
Komponenten.

© Mittels Wahl einer Basis, folgt daraus: Jeder endlichdimensionale
normierte reelle oder komplexe Vektorraum ist ein Banachraum.

© Damit sind auch endlichdimensionale Euklidische und Hermitesche
Vektorraume Hilbertraume.
Insbesondere ist R” mit dem Euklidischen und C” mit dem
Hermiteschen Skalarprodukt ein reeller bzw. komplexer Hilbertraum.

© Unendlich-dimensionale Hilbertrdume spielen eine wichtige Rolle in
der Quantenmechanik.
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Beipiel fiir einen oo-dimensionalen Hilbertraum:
Quadratisch summierbare Folgen

Satz

Der Vektorraum der quadratisch summierbaren komplexen Zahlenfolgen

2 =) = {(Xn)neN n€C, Y xl® < OO}

n=0

mit dem Hermiteschen Skalarprodukt (UA!)

oo
<X>y> = an)Tn
n=0

ist ein Hilbertraum.
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(VST N RETT ERT G RV SENE TN Vollstandigkeit und Hilbertraume

Beweis. (/2,(.,.)) ist ein Hermitescher Vektorraum (siche UA).

Wir beweisen die Vollstindigkeit von £2: Sei (x(9)),en = (x§k),x2(k)7 o)
eine Cauchy-Folge in /2.

Dann ist jede der Komponentenfolgen (x,(,k))keN eine Cauchy-Folge und
konvergiert daher gegen einen reellen Grenzwert x, := limy_, x,(,k)
Behauptung: Dann gilt: x := (x,)nen € £2 und x = lim o x(9).

Da (x(K)) eine Cauchy-Folge ist, gibt es zu ¢ > 0 ein N € N mit
Z ]x,(,p) — x,(,q)\z <&
n=0

fir alle p,g > N und alle m € N.

Grenziibergang p — oo in der endlichen Summe liefert:
m
Z |Xn —X,(7q)|2 < 82
n=0

fiir alle ¢ > N und alle m € N, d.h. ||x — x(@|| <e. O
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz

Den Banachschen Fixpunktsatz werden wir in der Theorie der
gewdhnlichen Differentialgleichungen benutzen. Wir werden ihn dann auf
bestimmte Banachrdaume von Funktionen anwenden, um die Existenz der
Losung einer Differentialgleichung zu zeigen.

Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und F : X — X eine
kontrahierende Abbildung, d.h. es existiert 0 < 6 < 1, so dass

d(F(x), F(y)) < 0d(x,y)

fiir alle x,y € X.

Dann existiert ein Fixpunkt von F, d.h. ein x € X mit F(x) = x.
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.

Des Weiteren konvergiert fiir alle Anfangswerte xo € X die durch
xk+1 = F(xk) rekursiv definierte Folge (xx) gegen diesen Fixpunkt.

v
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Beweis. 1) Existiert ein Fixpunkt, so ist er eindeutig bestimmt.
Denn seien x,y € X Fixpunkte, F(x) = x und F(y) =y, dann gilt

0 <d(x,y) = d(F(x),F(y)) < 0d(x,y).

Wegen 6 < 1 folgt d(x,y) =0, also x = y.
2) Die Folge (x) ist fiir jeden Startpunkt xq eine Cauchyfolge, denn es
gilt, mit C := d(x1,x0):

d(Xntk,Xn) = d(F(Xntk-1), F(xn=1)) < 0d(Xpik—1,%Xn-1) <
<0"d(xi,x0) < 0"y dxiga,x) <073 0 C < £ X0,

Da (X, d) vollstandig sein soll, existiert ein Grenzwert x € X.

Dieser ist aber auch der Fixpunkt von F, denn wegen der
Dreiecksungleichung gilt

d(F(x),x) < d(F(x),xk)+ d(xk,x)
< 0d(x, xk—1) + d(xk, x) i
Somit ist d(F(x),x) =0, d.h. F(x) = x. O
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Metrische Rdume und Vollstandigkeit Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz: Anwendungsbeispiel

Beispiel aus dem 1. Semester: Berechnung von /2

Sei X := [1,00) der mit der Euklidischen Metrik versehene vollstandige
metrische Raum.

Wir betrachten die Abbildung
x 1
F: X>x — 5 4+ — € X.
Diese Abbildung ist kontrahierend, denn

A= FO) = 3-n+5-1 = (3-2) -9

y

impliziert wegen xy > 1 dass ||[F(x) — F(y)|| < 3[x — y|.
Somit hat F einen Fixpunkt, namlich V2.
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Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen
Offene und abgeschlossene Mengen
Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o Die Teilmenge B.(x) := {y € X|d(y,x) < r} heiBt (offene) Kugel
(oder Ball) vom Radius r und Mittelpunkt x.
o Eine Teilmenge U C X heiBt offen, wenn es zu jedem x € U ein r > 0
gibt, so dass B.(x) C U.
o Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, wenn ihr Komplement
X\ A offen ist.

Bemerkung/UA
@ Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind wieder offen.
@ Beliebige Durchschnitte von abg. Mengen sind wieder abgeschlossen.
@ Endliche Durchschnitte von offenen Mengen sind wieder offen.

o Endliche Vereinigungen von abg. Mengen sind abgeschlossen.

@ X und 0 sind offen und abgeschlossen. 489 /677



(VSRS CMRETT CRT RV S =N S8 Topologische Grundbegriffe in metrischen Raumen

Inneres, Abschluss und Rand
Definition
Sei X ein metrischer Raum und A C X.

(i) Das Innere von A ist definiert als die offene Teilmenge
A= |J B
BcA offen
(i) Der Abschluss von A ist definiert als die abgeschlossene Teilmenge

A= ﬂ B

BDA abgeschl.

(iii) 0A = Z\Z\ heiBt Rand von A.

Das Innere A ist also die groBte offene Teilmenge, der Abschluss A die

kleinste abgeschlossene Obermenge.
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Beispiel / UA:
Der Abschluss der offenen Kugel B,(x) C R"” im Euklidischen Raum ist die
abgeschlossene Kugel

Bi(x) ={y € R"|d(y,x) < r}.

Der Rand der Kugel ist die Sphiare vom Radius r:
0B (x) = 5/(x) .= {y e R"|d(y, x) = r}.
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Stetige Abbildungen
Satz

Fiir eine Abbildung F : X — Y zwischen metrischen Riumen sind
aquivalent:

(i) F ist stetig
(i) Urbilder F~1(U) von allen offenen Mengen U C Y sind offen.

(i) Urbilder F~1(A) von allen abgeschlossenen Mengen A sind
abgeschlossen.

Beweis. Wir beweisen nur die Aquivalenz von (i) und (ii):
(ii) = (1)
Sei x, — x eine konvergente Folge in X. Sei ¢ > 0. Betrachte die offene
Kugel B-(F(x)) C Y. Ihr Urbild ist nach Voraussetzung offen, d.h. finde
§ >0, so dass Bs(x) C F71(B.(F(x))) in X.
Da x, — x € X, finden wir ein N = N(e) mit x, € Bs(x) fiir alle n > N.
Damit ist aber

F(x,) € F(F7Y(B.(F(x))) C B:(F(x)) fiir alle n > N.
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Weiter im Beweis:(/) = (ii))

Angenommen, es existiert eine offene Menge V C Y/, so dass die Menge
F~1(V) C X nicht offen ist.
Es gibt dann x € F~1(V), so dass Bi(x) ¢ F~(V) fiir alle n € N. Sei
also x, eine Folge mit x, € B1(x)\ F~1(V).
Insbesondere gilt dann x, — x und wegen der Stetigkeit gilt auch
F(xn) — F(x).
Da V C Y offen ist, gibt es § > 0 mit Bs(F(x)) C V und
F(xn) € Bs(F(x)) C V fiir alle n > N.

Das steht aber im Widerspruch zu x, ¢ F~1(V) fiir alle n € N. a
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Satz (Abgeschlossene Teilmengen von metrischen Rdumen)

Fiir eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X sind dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen

(i) Wenn ein x € X Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen
von A ist, so gilt x € A.

Beweis.

(=) Sei xx € A eine Folge mit Grenzwert x € X.
Wenn x ¢ A, so lige x in der offenen Teilmenge U = X \ A.
Das widerspricht aber der Konvergenz der Folge x, € A gegen x.

(<) Sei x € X\ A. Wir zeigen, dass es r > 0 gibt mit B,(x) C X \ A.
Denn andernfalls gébe es eine Folge xx € By /k(x) N A.

Da diese Folge gegen x konvergiert, folgt nach Annahme x € A, im
Widerspruch zu x € X \ A.

O
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Folgerung

Sei X metrischer Raum. Sei A eine Teilmenge (versehen mit der Metrik,
die durch die Einschrinkung der Metrik von X gegeben ist). Dann:

(i) Ist A vollstindig, so ist A abgeschlossen in X.

(ii) Ist X vollstindig und A abgeschlossen, so ist A auch vollstandig.

Beweis.
(i) Sei xx € A konvergent mit Grenzwert x € X.

Dann ist (xx) eine Cauchy-Folge und somit x € A, da A als
vollstandiger metrischer Raum vorausgesetzt wurde.

(ii) Sei xx € A eine Cauchy-Folge. Da X als vollstindig vorausgesetzt
wurde, konvergiert (xx) gegen x € X. Da A abgeschlossen sein soll,
ist aber nach dem vorgehenden Satz x € A.

O
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Kompakte Mengen
Definition (Kompaktheit)

Sei X ein metrischer Raum.
o Eine (offene) Uberdeckung einer Teilmenge A C X ist eine Familie
(Ui)ier von (offenen) Teilmengen U; C X mit A C Ujg,U;.
o Eine Teilmenge A C X heiBt kompakt, wenn es zu jeder offenen

Uberdeckung (U;)ic; von A eine endliche Teiliiberdeckung
(U,'l, U,'2, soog U,'k), i,...,Ik €1, gibt.

Kompaktheit ist also eine Endlichkeitseigenschaft des metrischen Raumes
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Satz

Sei X ein metrischer Raum und A C X eine kompakte Teilmenge. Dann
hat jede Folge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A.

Beweis.
Sei xx € A, k € N, eine Folge in A.

Wenn die Folge (xx)ken keine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A
hat, dann gibt es zu jedem a € A eine offene Umgebung U,, die nur
endlich viele Glieder der Folge xx enthilt.

(U,)acn ist eine offene Uberdeckung der kompakten Menge A und besitzt
daher eine endliche Teiliiberdeckung U,,, Ua,, ..., U,,.
Nach Konstruktion enthdlt U_, U, D A nur endlich viele Glieder der

Folge, im Widerspruch zur Annahme x, € A fiir alle k € N. O
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Folgerung

Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raumes X ist
abgeschlossen, vollstandig und beschrankt.

Beweis. Cauchyfolgen konvergieren genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzen. Nach dem vorhergehenden Satz ist dies aber der Fall.
Also ist A vollstindig. Da der Grenzwert in A liegt, ist A abgeschlossen.

Die Beschranktheit von A bedeutet, dass es x € X und R > 0 gibt, so dass
AcC BR(X).

Wihle ein x € X. Dann ist (Bx(x))ken eine offene Uberdeckung von X
und somit von A.

Da A als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert eine endliche
Teiliiberdeckung By, (x), ..., B, (x)

und mit R = max{ki, ...,k } erhalten wir A C Br(x). O
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Satz
X kompakt, A C X abgeschlossen —> A kompakt. J

Beweis. Sei (U;)¢; eine offene Uberdeckung von A.
Dann ist (X \ A, (U;)ics) eine offene Uberdeckung des Kompaktums X.
Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (X \ A, Uy, ..., U;,) von X.

Insbesondere ist (Uj,, ..., U;,) eine endliche Teiliiberdeckung von A. O

Folgerung

Sei X ein metrischer Raum, in dem die abgeschlossenen Kugeln B,(x)
kompakt sind.

Die kompakten Teilmengen von X sind dann genau die abgeschlossenen
beschriankten Teilmengen.
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Satz (Satz von Heine-Borel)

Im R", versehen mit der Euklidischen Metrik, (und in jedem
endlich-dimensionalen normierten Vektorraum) gilt: Eine Teilmenge A ist
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

Beweis. Aufgrund der vorangegangenen Folgerung geniigt es zu zeigen,
dass die abgeschlossenen Kugeln B,(x) C R" kompakt sind.

Da alle Normen auf R" dquivalent sind, kdnnen wir z.B. die
Maximumsnorm zu Grunde legen.

AuBerdem konnen wir x = 0 (Translationsinvarianz des Abstands) und
r =1 (Homogenitdt) annehmen, d.h. es reicht aus, zu zeigen, dass
B.(x) = B1(0) = [-1,1]" = W kompakt ist.

Sei also (U;)ies eine offene Uberdeckung des Wiirfels W =: W.

Wir nehmen an, es gibe keine endliche Teiliiberdeckung und fiihren diese
Annahme zum Widerspruch.
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Weiter im Beweis:
Wir konstruieren durch sukzessive Halbierung der Kantenlangen eine Folge
von Wiirfeln W) mit Kantenlinge 2!~ und mit der Eigenschaft, dass W
nicht durch endlich viele der U; iiberdeckt wird. Dabei ist Wy = [-1,1]".

Halbierung der Kanten fiihrt zu einer Zerlegung des Wiirfels Wy in 2"
Teilwiirfel, von denen mindestens einer nicht durch endlich viele U;
tiiberdeckt werden kann (sonst kénnte man Wy durch endlich viele U;
iiberdecken); diesen wahlen wir als Wy 1.

Sei (xk) eine beliebige Folge mit xx € Wj. Dann ist (xk) eine
Cauchy-Folge.

Wegen der Abgeschlossenheit von W; gilt x = limg_, o xx € W;, denn
X € W, fiir alle k > |.

Daraus folgt x € N\;W; C W.

Da W von den offenen Mengen U; iiberdeckt wird, existiert ein ig mit
x € Uj, und somit B-(x) C U;,, wenn € > 0 klein genug gewahlt ist.

Daraus ergibt sich Wy C B.(x) C U;,, wenn 2% < ¢. Ein Widerspruch!
(Hierbei haben wir benutzt, dass ||x — y||max < 217X fiir alle y € Wy.) O
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Satz

Sei F : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Riumen und
A C X sei kompakt. Dann ist das Bild F(A) C Y kompakt.

Beweis. Sei (U;)ic/ eine offene Uberdeckung von F(A). Dann bilden die
Urbilder V; := F~1(U;) eine offene Uberdeckung des Kompaktums A. Also
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung (Vj, ..., Vj,) und deren Bilder

(Ui, ..., U;,) tberdecken dann das Bild F(A). O

Folgerung
Sei f : X — R eine stetige Funktion und X kompakt.

Dann ist f beschrankt und nimmt ihr Minimum und Maximum in X an.

Beweis. Nach dem vorhergenden Satz ist f(X) C R kompakt und somit
beschrankt und abgeschlossen. U
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GleichmaBige Stetigkeit

Satz

Jede stetige Abbildung F : X — Y von einem kompakten metrischen
Raum X in einen metrischen Raum Y ist gleichmaBig stetig,

d.h. fiir alle e > 0 existiert 6 > 0, so dass fiir alle x,x' € X gilt

d(F(x),F(X')) <e falls d(x,x')<$

Beweis. Sei ¢ > 0. Wegen der Stetigkeit von F existiert fiir jedes x € X
ein 6(x) > 0, so dass

fur alle x € X mit d(x, x") < 0(x).
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Weiter im Beweis:

Da die offenen Kugeln Uy := Bs(,y/2(x) das Kompaktum X iiberdecken,
gibt es endlich viele xq,...,xx € X mit X = U;_; Uy,.

Seien nun x,x’ € X mit

d(x,x') < 4§ := _I?in d(xi)/2.

ey

Dann gibt es x; mit x € Uy, d.h. d(x, x;) < d(x;)/2, und somit
d(x', x;) < d(x', x) 4+ d(x,x;) < d(xi)/2 + d(xi)/2 = d(x;).
Daraus ergibt sich

d(F(x), F(x;)) <e/2 und d(F(X'),F(x)) <¢e/2
und somit nach der Dreieicksungleichung
d(F(x), F(x)) < d(F(x), F(x)) + d(F(x)), F(x)) < .

O
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GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Riume und {f,},cn eine Folge
von Abbildungen zwischen diesen. Man sagt f, konvergiert gleichmaBig
gegen eine Grenzfunktion f genau dann, wenn es fiir jedes £ > 0 ein

N = N(e) € N gibt, so dass

dy(fa(x),f(x)) < e fiirallen> N, fiir alle x € X.

Sei Y = C, und sei fiir geeignetes f
[fllx := sup{|f(x)[ | x € X}

die Supremumsnorm von f beziiglich X, dann konvergiert eine Folge f,
von Abbildungen X — C genau dann gleichmaBig gegen f : X — C, wenn

lim ||f, — f|lx =0.
n—o00
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Stetigkeit der Grenzfunktion

Satz

Seien (X, dx) und (Y, dy) zwei metrische Raume und {f,},cn eine Folge
von stetigen Abbildungen, die gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion
f: X = Y konvergiert. Dann ist die Grenzfunktion f stetig.
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Beweis. Wir zeigen, dass f in einem beliebig fixierten xp € X stetig ist.
Sei also € > 0.
Da f, gleichmaBig gegen f konvergiert, existiert ein n. > 0 mit

dy(fa(x), f(x)) < § fiir alle n > n., fiir alle x € X.
Da auBerdem auch f,_ in xq stetig ist, gibt es ein § > 0 mit
dy (fn.(x), fa.(x0)) < §fiir alle x € X mit dx(x,x0) < 0.
Fiir alle x € X mit dx(x,x0) < ¢ gilt dann wegen der Dreiecksungleichung

dy (f(x) f(x0))
< dy(F(x), fo. (%)) + dy (f. (%), fa. (x0)) + dv (o (x0), f (x0))
< §+35+5 =c¢

Damit ist die Grenzfunktion f stetig in xg. O
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Bemerkung: Punktweise versus gleichmaBige Konvergenz

e Eine Folge {f,} von Abbildungen konvergiert punktweise gegen eine
Abbildung f, falls lim,_,o fo(x) = f(x) fiir jedes x € X.

@ GleichmaBige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz.

@ Aber: Sei f, eine Folge von stetigen Abbildungen, die punktweise
gegen eine Funktion f konvergieren. Dann muss die Grenzfunktion f
nicht unbedingt stetig sein.

Beispiel: Sei f, : [0,1] — R, fy(x) := x". Dann konvergiert f,
punktweise gegen die Funktion

[0, falls x €[0,1)
f(X)_{ 1, fallsx=1

die in x = 1 nicht stetig ist.
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Bemerkung: Vertauschung von Limes und Integral

e Eine Folge stetiger Funktionen f, : [a, b] — R konvergiere gleichmaBig
gegen eine Funktion f : [a, b] — R. Dann gilt

/a i fx)dx = lim / i o (x)dx.

Denn: f ist stetig und
S £0dx = [ fa(x)dx| < (b= a)IIf = Fallpa g = ©.

e Ist f, : [a, b] — R eine Folge stetiger Funktionen, die punktweise
gegen eine stetige Funktion f konvergiert, dann gilt die obige
Gleichheit im allgemeinen nicht.

Beispiel / Ubg: Man betrachte, fiir n > 2, f,: [0,1] — R,
fo(x) := max{n — n?|x — 1|, 0}.
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Der Raum stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen

Seien X und Y zwei metrische Raume und bezeichne
C(X,Y):={f: X = Y |f stetig }

die Menge der stetigen Abbildungen von X nach Y.
Ist X kompakt, dann definiert

doo(fag) = Tea)%( dY(f(X)ag(X))

eine Metrik auf dem Abbildungsraum C(X, Y), die Maximumsmetrik.
Satz

Sei X ein kompakter metrischer Raum und Y ein vollstindiger metrischer
Raum. Dann ist (C(X,Y), dx) ein vollstindiger metrischer Raum.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge in C(X, Y) eine stetige

Grenzfunktion hat.
Sei {fp} eine Cauchyfolge in C(X,Y) und sei € > 0. Dann gibt es ein
N > 0, so dass fiir alle x € X gilt

dy (fa(x), fm(x)) < doo(fn, fm) < e fiir alle n,m> N;.

D.h. aber, dass fiir jedes x € X die Folge f,(x) eine Cauchyfolge im
vollstandigen metrischen Raum Y ist und daher fiir jedes x € X einen
Grenzwert f(x) = limp_,o0 fp(x) hat.

Da die Metrik dy stetig ist, erhalten wir

dy(fa(x). F()) = dv(fa(x), lim fn(x))

= lim_ dy(fa(x), fn(x) < =

fiir jedes x € X und jedes n > N.. D.h. f, konvergiert gleichmaBig gegen
f. Aufgrund des vorherigen Satzes ist die Grenzfunktion f stetig. U
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Kapitel 18

Beschrankte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen J
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Beschrankte Operatoren

Definition
Seien (VA, ||.]|1) und (Va, ||.||2) zwei normierte Vektorraume.

Eine lineare Abbildung F : Vi — V& heiBt beschrinkt, falls es eine
Konstante C > 0 gibt, so dass

IF(u)ll2 < Cllully fiir alle u e Vj.

Dies ist dquivalent zu
IFullz _
0£ueVy ”u“1
Die Zahl

Fx||»
I|F|| ;== sup [L2dl = sup | Fx|l2
otxevi IXllt xevy mit lIx]l:=1

heiBt Operatornorm der linearen Abbildung F.
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Bemerkungen /UA

@ Durch die Operatornorm wird der Vektorraum
Lp(V1, V2) :={F € L(V1, V2)| | F|| < oo}

der beschrankten Operatoren zu einem normierten Vektorraum.

o Insbesondere ist V' := Ly(V,K) ein normierter Vektorraum fiir jeden

normierten K-Vektorraum V. Hierbei ist K (= R oder C) durch
iiblichen Betrag normiert.

@ Lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen reellen oder
komplexen Vektorraumen sind beschrankt.

@ Ist V4 unendlich-dimensional, so gilt dies nicht: Sei
Vi = Vo = C*(][0, 1]) versehen mit der Norm |[|f||oc = sup,c[o 1
und sei F = (.)" der Ableitungsoperator. Dann gilt fir f,(x) := x
dass ||fplloc = 1 und ||F(f1)]loe = [|nX"Y||ee = n.

den

:(X),

Unbeschrankte Operatoren spielen in der Quantenmechanik eine wichtige

Rolle.

514 /677



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Beschriankte Operatoren, Darstellungssatz von Riesz

Satz
Eine lineare Abbildung F : Vi — V5 zwischen normierten Vektorrdumen
(Va, ||l - l1) und (Va,|| - ||2) ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist.

Beweis. Ist F stetig, so ist F auch in 0 € V; stetig. Insbesondere zu e =1
gibt es ein § > 0 mit

|Fv]2 < 1, falls [|v|]1 < 6.

Sei nun u € V4 \ {0}. Fiir v : u gilt dann, dass ||v||1 < 4, und somit

2HUH

2HUII:L 2IIUII1

IF(u)ll2 = IF(V)ll2 <

Damit ist die stetige lineare Abblldung F beschrankt.
Ist andererseits F beschrankt, d.h. ||F(u)||2 < C||ul|; fir alle u € V4, so
gilt
1F () = Fun)ll2 = [[F(u = up)ll2 < Cllu = unll1.
Somit konvergiert F(u,) — F(u) in V3, falls u, — uin V. O
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Orthogonalprojektion auf vollstandige Unterrdaume
Satz

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und U C V ein
vollstandiger Unterraum.

(i) Dann existiert zu jedem x € V' genau ein xy € U mit kleinstem
Abstand zu x, d.h.

lIx — xull < ||x —y| fiiralle y e U.
(i) Das Element xy € U ist durch x — xy € U* eindeutig charakterisiert.
(ii) Esgilt V=U® Ut

(iv) Die Zuordnung x — xy definiert eine stetige lineare Abbildung
P :V — U (die sogenannte orthogonale Projektion auf U).
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Beweis. (i) Sei y, € U eine Folge mit
limpoo ||X — yall = d :i=inf ey I x =y
(yn) ist eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung gilt

HYn_Ym||2 = ||(Yn_X)_()/m_X)||2

= 2|lyn — x>+ 2llym — x| = (va — %) + (ym — )|
Y, +y
= 2|lyn = xI? + 2llym — x[|* — 477" — x||?

(m n—>oo)

< 2llyn = x| + 2llym — x||* — 4d? 0

Aufgrund der Vollstindigkeit des Unterraums U konvergiert (y,) in U,

xy = limp00 ¥n € U, und ||x — xy|| = d, wegen der Stetigkeit der Norm.
Aus xy, x;; € U mit ||xy — x|| = ||x;; — x|| = d folgt wie oben
Ixu = xul? = 2llxu = x|? +2lxp — x[I* = llxu + xy — 2]

= 4d® — ||xy + x|, — 2x||> < 4d® — 4d°® = 0.

Das beweist die Eindeutigkeit von xy mit |[xy — x|| = d.
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Weiter im Beweis:

(ii) Firalle y € U, t € R gilt mit z := x — xy:
d* = ||z||* < ||z + ty||* = d® + 2tRe (z,y) + £y ||*.

Das ist nur moglich, wenn Re(z, y) = 0 fiir alle y € U.

Durch Substitution t ~~ it zeigt man Im(z,y) = 0 fiir alle y € U. Es
folgt z=x—xy L U.

Umgekehrt folgt fiir u € U mit z:=x —u L U fiir alle y € U:

1z + ylI? = llzl* + Iy * > [12]* ,

d.h. u= xy.

(iii) In (i-ii) haben wir gezeigt, dass jeder Vektor x € V eine eindeutige
Darstellung x = xy + (x — xy) besitzt mit xy € U und x — xy € U™*.
Das beweist V = U @ U+,

(iv) Die Linearitat der Abbildung P : x — xy folgt aus der
Charakterisierung (ii). Aus der Orthogonalitit der Zerlegung
V = U@ U™ folgt ||xy|| < ||x|| und somit die Stetigkeit von P. O
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Satz (Darstellungssatz von Riesz)

Sei V ein Hilbertraum iiber K (=R oder C) und V' der Vektorraum aller
stetigen linearen Abbildungen V — K.
Dann ist durch

P(x) == (,x), x€V,

ein konjugiert-linearer Isomorphismus normierter Vektorrdume ¢ : V. — V/’
gegeben.

Beweis.

Es ist klar, dass ¢ konjugiert-linear ist, denn das Hermitesche
Skalarprodukt ist konjugiert-linear im zweiten Argument.

Die Stetigkeit der Linearform ¢(x) : V — K ergibt sich aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

PO = [y, ) < Ix[[- Iyl fiiralle y € V.

Daraus folgt ||¢(x)|| < ||x]|-
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Weiter im Beweis:

PO = [y )l < lIx[[- [yl firalle y € V.
Daraus folgt ||¢(x)|| < [|x]||. Fir y = x erhalten wir Gleichheit:
llo(x)|| = |Ix]|. Da ¢ die Norm erhélt, ist ¢ injektiv.
Es bleibt noch die Surjektivitdt von ¢ zu zeigen.

Sei dazu 0 # « € V/. Wihle v € V mit a(v) = 1. Aufgrund der Stetigkeit
von « ist U := ker ao C V abgeschlossen und daher vollstandig im
Hilbertraum V. Zerlege V = U @ U~.

Sei vy € U die Orthogonalprojektion von v in U. Wir setzen
X0 :=v—vy € UL
Dann gilt a(xp) = a(v) — a(vy) = a(v) =1 und fiir alle y € V ist daher
y =y —aly)x) +aly)x € Us U™
~—_———

ckera=U

Somit {y, xo) = a(y)||x]||? und daher a = ¢(2%5). O

[0l
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Wichtige Mitteilung

Ein Tausch von Ubungsgruppen ist jetzt nicht mehr mdglich. Es gibt aber
noch bei einzelnen Studierenden Probleme bei der Nachmeldung. Die letzte
Gelegenheit fiir die Nachmeldung zur Teilnahme an den Ubungen ist es,

am 29.5.2013, 10:15 im Geomatikum, 12.Stock, in das Studienbiiro
Mathematik
http://www.math.uni-hamburg.de/studienbuero/index.html

zu gehen und sich nachmelden zu lassen. Sofern eine bisher besuchte
Gruppe noch freie Platze hat, versuchen wir natiirlich, lhnen mit der
Gruppe entgegen zu kommen.

Nach diesem Termin ist die Nachmeldung fiir die Teilnahme an den
Ubungsgruppen ausgeschlossen. Studienleistungen kénnen nur in der
Gruppe erbracht werden, fiir die eine Anmeldung in STINE besteht.
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Separabilitat

Definition
Sei (X, d) ein metrischer Raum.
o Eine Teilmenge Y C X heiBt dicht in X, falls ihr Abschluss gleich X
ist, d.h. Y = X.
Aquivalent dazu ist: fiir jedes x € X und jedese > 0 gibtesy € Y
mit d(x,y) < e.
e (X, d) heiBt separabel, falls es eine abzihlbare dichte Teilmenge in X
gibt.

Beispiel

Fiir jedes n ist Q" dicht in R";

jeder endlich-dimensionale reelle oder komplexe Vektorraum ist daher
separabel.
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Bemerkung

Der Hilbertraum ¢? ist separabel, denn:

Die Folgen x € £? mit x, € Q + iQ C C fiir alle n € N und x, = 0 fiir fast
alle n € N bilden eine abzidhlbare dichte Teilmenge S, d.h. jedes Element
x € £? ist Grenzwert einer Folge x, € S.

Weiterhin gilt:

Jeder unendlich-dimensionale separable komplexe Hilbertraum (V/, (-, -)v)
ist isomorph zu ¢2.

Genauer: es gibt einen Isomorphismus von Vektorrdumen ¢ : ¢ — V, der

(6(x), o(y))v = (X, ¥)e

fiir alle x, y € £? erfiillt.

Fiir den Beweis dieser Isomorphie benutzt man Hilbertbasen (s.u.: Jede
Hilbertbasis B = (b1, b2, ...) von V definiert einen solchen Isomorphismus

¢B . Zk Xk €K H> kakbk)-

v
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Sei (-, -) eine Bilinearform oder Hermitesche Form auf einem
K-Vektorraum V. Eine Teilmenge U C V heiBt orthonormale Familie,
wenn (u,u) =1 und (u,v) =0 fiir alle u,v € U mit u # v.
Satz
Sei V ein separabler Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Dann ist jede orthonormale Familie (v;);c; abzidhlbar.

Beweis.
Sei (vj)ies eine orthonormale Familie. Fiir alle i,j € | mit i # j gilt

Ivi— vl = v2.

Sei A C V eine abzihlbare dichte Teilmenge.

Zu jedem i € [ existiert ein Element a(i) € A mit ||v; — a(i)|| < %
Wir zeigen, dass die Zuordnung | — A, i — a(i), injektiv ist:

la(i) = a()ll

lvi = vj + a(i) — v; + v; — a(j)
Ivi = vill = lla(i) = vill = [lv; — a(j)[| > 0
fiir alle i,j € I mit i # J. O
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Satz (Besselsche Ungleichung)

Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum und (vi, va,
(endliche oder abzihlbar unendliche) orthonormale Familie.

Dann gilt fiir alle x € V':

D1 v < x].
k

Ist V vollstindig, so gilt Gleichheit genau dann, wenn die Reihe
> k(X vikyvie mit Werten in V' konvergiert und

x = Z(x, V) Vk-

k

...) eine
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Beweis. Wir betrachten fiir N € N den endlich-dimensionalen (und somit
vollsténdigen) Unterraum

Uy :=span{vi, va,..., vy} C V.

Sei xy € Up die Orthogonalprojektion von x auf den Unterraum Uy .
Es gilt xy = S p_q (x, vi)vi, denn x — ST (x, vi)vie L Up.
Aus der orthogonalen Zerlegung x = xy + (x — xy) folgt dann

N
3106 vid P = Il < lxul? + [1x = xll? =[x
k=1

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung und die absolute Konvergenz der
Reihe xo 1= >, (X, Vi) vik mit Werten in V.
Fiir Xo0 gilt Xoo L X — Xo0 und wegen ||x||? = ||xso | + [|X — Xool|?

||X00||2 = ||X||2 = |Ix— Xoo”2 =0<—= X = Xo-

O
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Definition
Sei V ein Euklidischer oder Hermitescher Vektorraum.

Eine abz3hlbare orthonormale Familie (vi, vo, . ..) heiBt Hilbertbasis, wenn
jeder Vektor x € V eine Darstellung als Reihe x = ), (x, vk) vk besitzt.

Beispiele

(i) Falls dim V < oo, so sind Hilbertbasen nichts anderes als unitdre bzw.
orthonormale Basen.

(i) Sei V = (2 der Hilbertraum der quadratisch summierbaren Folgen
x:N—=C.

Die Folgen e; € £2 mit ej(k) := dx (j, k € N) bilden eine Hilbertbasis
(€)jen, die sogenannte kanonische Hilbertbasis von 2.

(ej)jen ist keine Vektorraumbasis, denn die lineare Hiille der ¢; ist
{x:N = C| x := x(k) = 0 fiir fast alle k € N} C ¢2.

(Bei der linearen Hiille sind nur endliche Linearkombinationen
zugelassen!) 527/ 6771




Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Orthonormale Familien und Hilbertbasen

Satz

Fiir eine abzdhlbare orthonormale Familie B = (b1, by, ...) von Vektoren
eines Euklidischen oder Hermiteschen Vektorraum V sind folgende
Aussagen 4quivalent:

(i) span{b1, bo, ...} ist dicht in V.
(ii) B ist eine Hilbertbasis.
(i) Fiir alle x,y € V gilt

<X7y> = Z<X7 bk><y7 bk>

k

(iv) Fiir alle x € V gilt die Parsevalsche Gleichung

IxI? =D 10x, b .
k

528 /677



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Orthonormale Familien und Hilbertbasen

Beweis.

(i) =(ii):
Zu x € V existiert eine Folge x; € span{by, by, ...} mit
x = lim;_ o0 X;.

Wir wahlen N; so, dass
x;j € Ui :=span{by,..., by},

wobei wir N; jeweils so groB wahlen kénnen, dass N; € N sogar eine
monoton wachsende Folge ist.

Fiir die orthogonale Projektion x/ = ZLV":1<X, bk) bk von x in U; gilt
Ix =il < lIx x|l dax; e U

und somit
x = lim x/ = Z(X, by ) by.

i—00
k
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Weiter im Beweis:
(i)=(iii):
Wenn B = (b1, by, ...) eine Hilbertbasis ist, so kdnnen wir x,y € V
schreiben als Reihen

X = inbi, y = Z)’jbp
i J

wobei x; := (x, bj), yj := (v, bj).
Daraus folgt wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts

<X7y> = <ZX,’b,',y>:ZXi<b,',y>
(bivy) = (b ) _yibj) = D _¥ilbisbj) = ;

und somit

<X’y> = ZXiYi'
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Weiter im Beweis:
(iii)=(iv): Setze x = y.

(iv)=-(i): Aus der Parsevalschen Gleichung folgt (nach dem Satz iiber
die Besselsche Ungleichung), dass x = ), (x, by) by fiir alle x € V.

Damit gilt (i).
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Satz (Hilbertbasen)

Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum V besitzt eine
abzahlbare unendliche Hilbertbasis B = (b1, b, .. .).

Ist eine héchstens abzidhlbare orthonormale Familie Fy in V' vorgegeben, so
kann B so gewshlt werden, dass Fy C B.
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Fiir den Beweis des Satzes bendtigen wir das Zornsche Lemma, das aus
dem Auswahlaxiom der Mengenlehre folgt.

Mit dem Zornschen Lemma beweist man auch, dass jeder Vektorraum eine
Basis besitzt.
Definition
Eine Relation < auf einer Menge X heiBt Ordnungsrelation, wenn
folgenden Eigenschaften fiir alle x,y,z € X erfiillt sind:

x < X,

aus x <y und y < x folgt x =y und

aus x <y und y < z folgt x < z.
Die Ordnungsrelation heiBt total, wenn fiir alle x,y € X eine der beiden
Ungleichungen x < y oder y < x gilt.
x € X heiBt maximal, wenn es kein y € X mit x <y gibt (d.h. mit x <y
und x # y).
x € X heiBt eine obere Schranke einer Teilmenge Y C X, falls y < x fiir
alley €Y.

4
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Beispiel

Betrachte auf X := N\ {1} die Relation n < m, wenn die natiirliche Zahl
m die Zahl n teilt.

Dies ist eine Ordnungrelation, die nicht total ist.

p € X ist maximal, wenn es keine natiirliche Zahl m # 1 gibt, die p teilt
und von p verschieden ist, also wenn p prim ist. Alle Primzahlen sind also
maximal beziiglich dieser nicht-totalen Ordnung.
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Lemma (Zornsches Lemma)

Auf der Menge X sei eine Ordnungsrelation < gegeben, derart dass jede
total geordnete Teilmenge Y C X eine obere Schranke besitzt. Dann hat

X ein maximales Element. (Dieses ist i.a. nicht eindeutig.) U

Zum Beweis des Satzes.

Sei Fy die gegebene orthonormale Familie in einem separablen Hilbertraum.
Sei X die durch C geordnete Menge aller orthonormalen Familien, die die

Familie Fy enhalten. Fiir jede total geordnete Teilmenge Y C X bildet die
Vereinigung Ugcy F eine obere Schranke.

Das Zornsche Lemma impliziert daher, dass es eine maximale Familie

B = (b1, ba,...) in X gibt.

Nun ist B eine Hilbertbasis, denn aus y := x — >, (x, bx) b L bj fiir alle

i € Nfolgt y =0. U
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Fourier-Reihen
Definition

Eine auf ganz R definierte reell- oder komplexwertige Funktion f heift
periodisch mit Periode L > 0, wenn

f(x+L)=1f(x) firalle xeR.

e Es ist dann auch f(x + nL) = f(x) fiir alle n € Z.
@ Hat die Funktion f die Periode L, so hat

F(x) = F(5-x)

die Periode 27.
Wir beschranken uns auf solche Funktionen. Sei V der Vektorraum der

2m-periodischen Funktionen f : R — C, fiir die f|[g oy
(Riemann-)integrierbar ist.
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Wir brauchen einen Hilfssatz.

Satz

Seien f, g : [a, b] — R integrierbare Funktionen. Dann gilt:
1) Fiir jedes p > 1 ist die Funktion |f|P auf [a, b] integrierbar.
2) Die Funktion f - g : [a, b] — R ist integrierbar.

Beweis. Wegen
1
frg=7((f+e)—(f-¢))

folgt 2) sofort aus 1). Wir kénnen 0 < f < 1 annehmen und finden fiir

e > 0 Treppenfunktionen ¢ < f <1 < 1 mit fab(w — ) < €/p. Wir haben
@P < fP < 9P < 1 und nach dem Mittelwertsatz wegen (xP)' = pxP~1
PP — P < p(1p — ¢). Damit folgt aber

[P — P <p [P —¢) <e O
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Betrachte auf dem Vektorraum V der 27-periodischen auf [0, 27]
integrablen Funktionen die Hermitesche Form

27T —_
(x) (f,g):= 217T/0 f(x)g(x)dx, f,ge V.

Sie ist positiv semi-definit, d.h. (f,f) > 0 fiir alle f € V.

Auf dem Unterraum der stetigen Funktionen ist die hermitesche Form (x)
positiv definit und somit ein Skalarprodukt. Die zugehdrige Norm
bezeichnen wir mit ||f]|2 := \/(f, f). Auf demselben Unterraum kénnen
wir auch die Norm ||f|[oc = supcpo 2] |f(x)| betrachten.

Satz

Die Funktionen ey(x) := exp(ikx) , k € Z, bilden ein orthonormales
System beziiglich der Hermiteschen Form (x).

(War eine Ubungsaufgabe.)

538 /677



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Fourier-Reihen
Definition
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n ist eine Linearkombination

n
p(x) = Z e®™  mit . €C.
k=—n

Esgilt pe Vund k= (p ex) =2 f027r p(x)e k.

Definition

Es sei f : R — C eine 27-periodische Funktion, so dass f|[ 2, integrierbar
ist. Die komplexe Zahl

1 2w .
ck = (f,ex) = o/, f(x)e **dx
heiBt k-ter Fourier-Koeffizient und das trigonometrische Polynom
Fn(f) :=>_7__, ckex heiBt n-tes Fourier-Polynom von f.
Die Reihe (Fy(f))n=0,1,..., also die Folge der Partialsummen, heiBt
Fourier-Reihe von f.

v
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Bemerkung.
Es gilt

wobei
gk
by

Wenn f reellwertig
ist reellwertig.

ist, dann ist c_x = €, und auch die Fourierreihe F,(f)

+ ) (ak cos kx + by sin kx),

1 2
Ck+ k= - / f(x) cos kxdx
0

2T
i(ck — c_k) = %/ f(x) sin kxdx.
0
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Ahnlich wie bei einer Taylorreihe ist nicht garantiert, dass die Fourierreihe
einer Funktion f konvergiert und dass sie im Fall der Konvergenz gegen f
konvergiert. [Animation]

Wenn aber f € V sich in der Form

F(x)= Y e

k=—0o0

mit einer gleichmaBig konvergenter Reihe darstellen ldsst, muss diese Reihe
die Fourierreihe sein, denn man kann Integration und Limesbildung bei
gleichmaBiger Konvergenz vertauschen und findet fiir den
Fourierkoeffizienten:

2
Ck = % OK(Z?:—OO fymem)e—k
2
= % ,onO:_oo fO Ym€m—k = Yk
Im Allgemeinen konvergiert aber die Fourierreihe von f weder gleichmaBig
noch punktweise gegen f. Ein anderer Konvergenzbegriff auf V ist

angemessen.
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Hilfssatz

Die Funktion f € V habe das n-te Fourier-Polynom F,(f) = >/ cxex.
Dann gilt: [|f — Fa(F)IZ = 1113 — [IFa(OIZ = IF113 — Xk——n lexl>-

Beweis. Wir finden

(F,Fa(F)) = Y penThl(fr k) = Y pep Tk = Dope_p lck]?
und

(Fa(f), Fa(f)) = 25— lek]?
Somit

If = Fa(F)IIZ = (£, £) = (£, Fa(F)) = (Fa(f), £) + (Fa(f), Fa(£))

= [IFI? = k= el
1112 = 1Fa ()]

O
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Satz (Fourier-Polynome und Besselsche Ungleichung)

(i) Das Fourierpolynom F,(f) ist die beste Approximation im
quadratischen Mittel an f € V' durch ein trigonometrisches Polynom
vom Grad < n, d.h. ||f — F,(f)||2 = infgev, ||f — gl|2, wobei
V,, :=span{ex| — n < k < n}.

(ii) Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, von f € V gilt die Besselsche
Ungleichung

(o)
> lal® < IFll5
k=—00

und Gleichheit gilt genau dann, wenn

Tim || — Fa(F)ll2 = 0.
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Beweis. Seien ¢, die Fourierkoeffizienten von f.
Um (i) zu zeigen, berechnen wir fiir beliebiges g := >, dkex € Vy:

n

If—gl3 = IfI3— D (deck +dc) + > ldil?
k=—n k=—n
= |fIE = D lekl® +IIFa(f) — gll3-
k=—n

Dies wird minimal fiir g = F,(f).
(i) folgt nun aus dem vorangegangenen Hilfssatz: fiir alle f gilt

Dl < IIfl3
k

und Gleichheit gilt wegen ||f — F,()[13 = ||f]3 — >_r__, |ck|? genau bei
Konvergenz der Fourier-Reihe ), cxe, im quadratischen Mittel gegen f. O

544 /677



Beschrinkte Operatoren, Hilbertbasen, Fourier-Reihen Fourier-Reihen

Wir wollen nun zeigen, dass fiir f € V in der Besselschen Ungleichung ™ =
" gilt (Parsevalsche Gleichung).

Satz (Konvergenz der Fourier-Reihe im quadratischen Mittel)

Sei V' der Vektorraum der 2m-periodische Funktionen f : R — C, fiir die
fljo,2x) integrierbar ist.

(i) Fiir alle f € V gilt
IF13 = lel.
k=—00

(i) Die Fourier-Reihe von f € V konvergiert im quadratischen Mittel
gegen f, d.h. lim,_, || — Fa(f)|2 = 0.

Zum Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz wissen wir, dass (i) und (ii)
aquivalent sind. Es geniigt also, (ii) zu zeigen.
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Ein Beispiel vorweg

Als Beispiel vorweg betrachte o € V mit ¢ : R — R definiert durch

™ —X

o(x) = 5 fir0<x<2m, o(0)=0.

Wir finden ¢y = 217r 027r o(x)dx = 0 und fiir k # 0 ist ¢, = ﬁ
Die Fourierreihe lautet also:

1 etk gmikx > sin kx
E( kK k )_Z ko

k=1 k=1

Aus der Konvergenz im quadratischen Mittel folgt

o 1 1 /27r ) 7'('2
L T epr=T
S Lot

™ 6
k=1
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Lemma iiber Treppenfunktionen
Sei f € V so, dass f|[g 2, eine Treppenfunktion ist.
Dann konvergiert die Fourier-Reihe F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Weiter im Beweis des Satzes:

f][ojgﬂ] ist als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt. Wir kdnnen
0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist und |f| < 1.

Dann eX|st|eren ZU € > 0 Treppenfunktlonen —1<p<fF<yY <1, so
dass 5- fo ))dx<6 Fiir 0 < x < 2 gilt x> < 2x

Fiir (w ©)? S 2(¢ ) folgt daraus
2

1 [ €
IF- el <lv—sli <5 [ 2w-w) <

und somit [|[f — ]2 < 5.

Wegen des Lemmas liber Treppenfunktionen existiert fiir die
Treppenfunktion ¢ ein N € N, so dass |[¢ — Fa(p)|l2 < 5 fiir alle n > N.
Mit g =f —pgit |lg — Fa(g)l2 < llgll2 < 5 und somit

I = Fa(f)ll2 < [lg = Fa(g)ll2 + llo = Falp)ll2 <& o b
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Beweis des Lemmas iiber Treppenfunktionen:

Wir kénnen annehmen, dass wir es mit der Treppenfunktion f mit

fl(0,a) = 1 und f|(,2r) = 0 zu tun haben, denn jede Treppenfunktion lasst

sich als Linearkombination solcher Funktionen darstellen.

Als Fourier-Koeffizienten erhalten wir ¢g = % und

a

1 [2 . ' .
= / e gy = x| ke N k#£0.
0 271’/(

2w 0

Mit |cx|?> = 15 Cgif"” (k # 0) erhalten wir

o0 2 [ee]
> a 1
Y lal= =it

k=—00 k=1

1 cos ka
Z- Dbt

x
I

1
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Weiter im Beweis:
Mit Hilfe der fiir alle x € [0, 27] giiltigen Formel

2

ZCOSkX X =T 2_£
N 2 12

erhalten wir fir x =0

2 .
> o, % = und somit

5 a 1 1 a—-m, a 5

Also konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen die Treppenfunktion
f.
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Es bleibt der Beweis der Identitdt (*) nachzutragen.
Wir behaupten:
(o) .
sinkx m™—x

() p 5
k=1

fur alle x € (0,2m).

Darf man —> 72 % = *57 gliedweise integrieren, so erhdlt man

o0 2
cos kx X—T
F(x):= E 2 :( 2 ) +c,
k=1

und durch weitere gliedweise Integration und weil F periodisch ist

or . \3|27 3
O:/ F(x)dx = =) —|—27TC:7T—+27rC,
0 2 | 6

also ¢ = —™  und damit gilt die Behauptung ().
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Weiter im Beweis von (x):

Um die gliedweise Integration zu rechtfertigen, stellen wir zuerst fest, dass
die Reihe F(x) = >, C";Qkx absolut und gleichm&Big auf R konvergiert.
Man muss auBerdem die gleichmiaBige Konvergenz von »"}7 | ¢ kX gegen

3
5% auf jedem kompakten Teilintervall [§,27 — §] von (0, 27) zeigen.

[ Dazu schitzen wir zunichst sp(x) := 7 _;sinkx = Im (37 _; e*) ab:

2 1

eixl_emx - -
= |ex/2 — e=ix/2| T sing /2’

1— e

n
() < D ™| =
k=1
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Weiter im Beweis: Aus |s,(x)| < =: o erhalten wir weiter

Z sin kx

S|n5/2

Zsk —Sk 1(x)

Also |37, %‘ < 22, woraus die gleichm4Bige Konvergenz der Reihe
folgt.]

Es bleibt noch die Identitat (xx) > 50 ; S0K¢ = T-X 7y zeigen.
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Zum Beweis von (sx):
Es gilt S°% = [*cos kt dt und

n

n
;COS kt — Z(elkt —lkt % Z eikt _ %

k=—n
e"”t(l—e’(z"”)t) 1 sin(n+3)t 1

2(1 — eft) 2 2sini 2

Lemma
Fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : [a, b] — R gilt mit r € R:

b
lim / f(x)sinrxdx = 0.
a

|r]—o00

Beweis. partielle Integration. O
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Weiter im Beweis:

Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir schlieBlich:

= lim dt —

>\ sin kx ) /Xsin(n—i—%)t X—7T T—X
k n—oo [ 2sin% 2 2

k=1
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Bemerkung

Aus der Besselschen Ungleichung folgt, dass die Folgen ¢k, c_x quadratisch
summierbare komplexe Zahlenfolgen sind, d.h. Elemente von ¢2(C).

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt die Vollstandigkeit des
Orthonormalsystems ex(x), k € Z.

(Die ek(x), k € Z bilden eine Hilbertbasis des Hilbertraums der
L2-Funktionen auf [0, 27], den wir in Teil Ill der Vorlesung einfiihren
werden.)
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Anders als bei der Taylorreihe konnen auch periodische Funktionen
dargestellt werden, die nur stiickweise stetig differenzierbar sind.

Satz (Fourierentwicklung)

Sei f € V stetig und stiickweise C', d.h. es gibt eine Unterteilung
0=ty <t <--- <t =2m, sodass fy = f|_, .1 von der Klasse Cl ist,
k=1,...,r.

Dann konvergiert die Fourierreihe F,(f) gleichmiBig gegen f.

Beweis.
Sei ¢ die periodische Funktion, die durch 90’[tk71,tk) = f{ definiert wird.
Die Fourier-Koeffizienten ¢, von f ergeben sich durch partielle Integration
aus den Fourier-Koeffizienten ~, von ¢:
tk i [t )
- / o(x)e "™ dx.
t,

tk—1 n k—1

t . i .
Ch = / f(x)e "™dx = Lf(x)ef’”x
; n

k—1

Wegen der Periodizitit von f erhilt man daraus ¢, = — L7, (n # 0).
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Weiter im Beweis:

Wegen der allgemeinen Ungleichung |ab| < 1(]a|?2 +|b|?) folgt nun

1.1
ol < 55 + Il?)

Da 2, n2 <oound Y 0% |vn? < oo (Besselsche Ungleichung) ist
>~ |en| (von x unabhéngige) absolut konvergente Majorante der
Fourier-Reihe, und daraus folgt die absolute und gleichmaBige Konvergenz
der Fourier-Reihe F,(f) gegen eine stetige Grenzfunktion g.

Andererseits konvergiert F,(f) im quadratischen Mittel gegen f.

Das ist nur moglich, wenn f = g, denn beide Funktionen sind stetig. O
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Kapitel 19

Differentialrechnung mehrerer Veranderlicher J
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Differentialrechung mehrerer Veranderlicher
Richtungsableitung

Erinnerung:

Eine Funktion f : R — R heiBt differenzierbar in 0, wenn der Grenzwert
i F()=FO) . .

im0 —F—— existiert.

Die Ableitung /(0) an der Stelle 0 ist dann gegeben durch
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Richtungsableitung

Definition
Sei U C R" eine offene Teilmenge und v € R"\ {0} ein Vektor.

(i) Eine Funktion f : U — R heiBt an der Stelle x € U
in Richtung v differenzierbar, wenn die Funktion

fi(—ee) =R, tf(x+tv),
an der Stelle t = 0 differenzierbar ist.
Hierbei ist £ > 0 so klein gewdhlt, dass x + tv € U fiir alle t € (—¢,¢€).
(i) Die Zahl

(OvF)(x) = % i f(x + tv) = f(0)

heiBBt Ableitung von f an der Stelle x in Richtung v oder auch
Richtungsableitung.

[Animation fiir die Richtungsableitung]

560 /677



(it et
Rechenregeln fiir die Richtungsableitung

Satz
Seien f,g : R" — R zwei Funktionen, die beide in x € R" in Richtung
v € R" differenzierbar sind. Dann gilt:

AW(f+g)(x) = 0u(f)(x)+dv(g)(x)
3y (AF)(x) AD,(F)(x) fiir A € R,

Oy (f - 8)(x) 9y (F)(x)g(x) + f(x)0v(g)(x)-

Ist g(x) # 0, so ist g in x in Richtung v differenzierbar, und es gilt:

(g = 2)X)ex) - F(x)d(g)(x)
dy (g)( ) P .

Der Beweis folgt aus den Rechenregeln fiir die differenzierbaren reellen
Funktionen in einer Variablen f und g : R — R definiert durch
f(t) :=f(x+tv), g(t) =g(x+ tv). O

561 /677




Peitlle Abluncen
Partielle Ableitungen
Definition
Sei (e1,...,en) die kanonische Basis des R", U C R" offen und
f:U—R.
@ Die Funktion f heiBt an der Stelle x € U partiell differenzierbar, wenn
f an der Stelle x in alle Koordinatenrichtungen e; differenzierbar ist.
o Die Zahl
(0if)(x) = (0 f)(x), i=1,2,...n,

heiBt i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.

o f heiBt partiell differenzierbar, wenn f in allen Punkten x € U partiell
differenzierbar ist.
@ Die Funktion 0;f : U — R heiBt i-te partielle Ableitung von f.

Man schreibt dafiir auch -

8_)(,'.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BEETgals [EWANS A7)

Bemerkung

Die i-te partielle Ableitung (9;f)(x) an der Stelle x = >7_; x;e; ist genau
die Ableitung der Funktion h(t) := f(xq,...,Xj—1,t, Xj41,.-.,Xn) an der
Stelle t = x;:

d
(0if)(x) = o F(X1y -y X1, Xi + £, X141, - -, Xn) = B (X).
t=0

Beim Berechnen der i-ten partiellen Ableitung sind also die Variablen Xx;
fiir j # i als Konstanten zu behandeln. Differenziert wird nach der
Variablen x;.

Beispiel
Die Funktion f : R” — R, f(x) = [[x||* = Y 7_; x?, ist partiell
differenzierbar und

of o 0N~ o o
37,-(”)(” )—a—XI_Zx,- — Ty
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher BEETgals [EWANS A7)

Beispiel
Partielle Differenzierbarkeit impliziert im Allgemeinen nicht die Stetigkeit!

Gegenbeispiel: betrachte

f(x,y) = { %zy“v (x,¥) #0

f ist nicht stetig in (0, 0): betrachten wir etwa x = ay?, so ist
limy_o f(ay?,a) = a/(a® + 1).

Aber alle Richtungsableitungen existieren in pg = (0,0):

Sei v = (v1,v2) € R?\ {(0,0)}. In pg = (0,0) gilt dann fiir t # 0:

f(po+ tv) — f(po) f(tv) t3vv2 viva

t t 2+ tg) T v+ v

V2
t220 V—i, vi #0
0, wv=0

v
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lHitere periEle Al
Hohere partielle Ableitungen

Definition
Sei U C R" offen und f : U — R.

(i)

Fiir k > 2 definiert man rekursiv:

f heiBt einmal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar
ist.

f heiBt k-mal partiell differenzierbar, wenn f partiell differenzierbar ist
und alle partiellen Ableitungen O;f (k-1)-mal partiell differenzierbar
sind.

f heiBt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal partiell
differenzierbar ist und alle k-ten partiellen Ableitungen

okf

m = 8,'18,'2 Ce 8ikf

stetig sind.

v
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Héhere partielle Ableitungen

Lemma von Schwarz

Satz (Hermann Amandus Schwarz)
Sei f: U— R (U CR" offen) zweimal stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir alle i,j € {1,2,...,n}:

0i0;f = D, 0)f.

Beweis. Da es nur um zwei Koordinatenrichtungen e; und e; geht, konnen
wir annehmen, dass n = 2.

Wir berechnen die zweiten partiellen Ableitungen an der Stelle

(%0, ¥0) € U.

Wir konnen, gegebenenfalls nach Verschiebung, annehmen, dass

(x0, ¥0) = (0,0) und dass die offene Menge U ein Quadrat

Q = {(x,y)] |x| < e und |y| < e} enthdlt fiir ein geeignetes £ > 0.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Héhere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Fiir festes y € (—¢, ) betrachte die Funktion g, (x) := f(x,y) — f(x,0).
Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem x ein £ € (—|x|, |x|) mit

(1) gy(x) — &/(0) = xg,(£) = x(0rf (£, y) — Orf(£,0)).

Halte dieses £ fest. Die erneute Anwendung des Mittelwertsatzes auf die
Funktion y — 01f(§, y) liefert ein n € (—|y/, ly|) mit

(2) (& y) — 01f(&,0) = y020:F (&, m).

Aus (1) und (2) ergibt sich die Existenz von &, n mit |£] < |x], |n| < |y]
und
(3) &y(x) — &y(0) = xyd201f (&, n)-

Analog finden wir fiir die Funktion h(y) := f(x, y) — f(0,y) Werte £, j mit

(3,) h(y) - h(O) = Xy8182f(g7 ﬁ)v
und [€] < |x| und [7] < |y|.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Héhere partielle Ableitungen

Weiter im Beweis:
Aus (3) und (3') erhalten wir wegen

g(x) — g(0) = f(x,y) — f(x,0) = £(0,y) + £(0,0) = h(y) — h(0):

(4) 0201 (&,m) = D102 (€, 7).

Die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen erlaubt nun den
Grenziibergang (x,y) — (0,0) in (4), woraus sich
8281f(0,0) = 81(32“0,0) ergibt. O
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DTS NE [T ERN NI SRV ENG T8  Der Gradient einer Funktion

Der Gradient einer Funktion

Definition (Gradient)

Sei U C R" offen und f : U — R an der Stelle x € U partiell
O1f(x)

Brf ()

differenzierbar. Der Spaltenvektor grad f(x) := heiBt

Onf (x)
Gradient von f an der Stelle x. [Animation]

Bemerkungen

Der Gradient ist ein Vektorfeld auf U C R": eine Abbildung v : U — R".
(Man denkt sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) € R" angeheftet.)
Die Rechenregeln fiir die Richtungsableitungen implizieren Rechenregeln
fiir den Gradienten. Z.B. ist grad additiv und fiir zwei in x partiell
differenzierbare Funktionen gilt als Folge der Leibnizregel

grad(f - g)(x) = f(x)- (grad g)(x) + g(x) - (grad f)(x).
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DTS NE [T ERN NI SRV ENG T8  Der Gradient einer Funktion

Beispiel
Sei r = r(x) := ||x|| die Euklidische Norm von x € R" und f : Ry — R
eine differenzierbare Funktion.

Dann ist die rotationssymmetrische Funktion F(x) = f(r) = f(r(x)) auf
U =TR"\ {0} partiell differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen erhalt man mittels der Kettenregel:
O;F(r) = f'(r)0;r
1 b
Oir = O/ = = 3i|xII? = a
r

r

Der Gradient der Funktion ist daher gradr(x) = % und somit

grad F(x) = f'(r)grad r(x) = f'(r)

X
)
r
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Dialgie: clis Veimitibs
Divergenz eines Vektorfeldes

Definition (Divergenz)
Sei U C R" offen.
(i) Eine Abbildung F =% ", Fiej : U — R™ heiBt im Punkt x € U
partiell differenzierbar, wenn ihre Komponentenfunktionen F;,
i=1,2,...m, in x partiell differenzierbar sind.

(ii) Ein Vektorfeld auf U C R" ist eine Abbildung v : U — R". Man
denkt sich an jeden Punkt x € U den Vektor v(x) angeheftet, siehe
Animation.

(i) Fiir ein in x € U partiell differenzierbares Vektorfeldes
v=> " vie: U— R" ist die Divergenz an der Stelle x gegeben
durch

div v(x) := Z djvi(x).
i=1

[Animation zur Divergenz.]
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Divergenz eines Vektorfeldes

Leibnizregel fiir die Divergenz
Satz

Sei v ein in x partiell differenzierbares Vektorfeld und f eine in x partiell
differenzierbare reellwertige Funktion. Dann ist f - v ein in x partiell
differenzierbares Vektorfeld und es gilt

div(fv)(x) = (grad f(x), v(x)) + f(x) - div v(x)

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus der Leibnizregel fiir
Richtungsableitungen:

div(f-v)(x) = Zai(f‘ vi)(x)
i=1
= Z (0if(x) - vi(x) + f(x) - Ovi(x))
i=1
= (grad f(x), v(x)) + f(x) - divv(x).
O
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Der Laplace-Operator

Definition (Laplace-Operator)

Der Gradient einer zweimal partiell differenzierbaren Funktion f : U — R
ist ein partiell differenzierbares Vektorfeld grad f : U — R".

Somit definiert

n
Af :=divgrad f = Za,?f
i=1
eine Funktion U — R.
o Der Differentialoperator A heiBt Laplace-Operator.

e Losungen f der (Laplace- oder auch Potential-)Gleichung

Af =0

heiBen harmonische Funktionen.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Leibnizregel fiir den Laplace Operator

Der Laplace-Operator ist linear:
A(M + pg) = AA(F) + pA(g)

fir A\, u € C und f, g zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Aus der
Leibnizregel fiir div und grad erhalten wir eine Leibnizregel fiir den
Laplace-Operator.

Satz

Seien f und g zwei zweimal partiell differenzierbare Funktionen. Dann gilt

A(f-g) = f-Ag+g-Af +2(grad f,grad g).
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Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BEBISE T EICHONTE {17

Beispiel: Rotationssymmetrische harmonische Funktionen auf R"\ {0}
Sei f : Ry — R eine zweimal differenzierbare Funktion, r : R” — R™ die
Norm von x, d.h. r(x) := /> 71 x? und F(x) = f(r(x)) die zugehdrige
rotationssymmetrische zweimal partiell differenzierbare Funktion auf

R™\ {0}.

Wir haben gesehen, dass gilt 0;F(x) = f’(r)>. Daraus folgt

_ b or — 28 S Sy T
818,F(X) == f//(r)7+f/(r)T = f/,(r)7+f/(r) 7* r3
Daraus folgt
-1
AF(x) = £'(r) + —F'(1).

Jede Lésung der Differentialgleichung f”(r) + “=2'(r) = 0 definiert somit
eine rotationssymmetrische harmonische Funktion auf dem Raum
R™\ {0}. Fiir n =1 erhalten wir f(r) = ar + b als Losung.

v
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Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BEBISE T EICHONTE {17

Fiir n > 2 setzten wir h(r) := f’(r) und erhalten aus
f"(r) + 2=1£'(r) = 0 die Gleichung

Wi = —"=Lhn.

r

Unter der Voraussetzung, dass h(r) keine Nullstellen hat, kénnen wir die
Differentialgleichung fiir n > 2 umformen:

n—1 H(r)
= — = —(In]h(r)])
= 3 = ~(n A1)
Dies impliziert In|h(r)| = —(n — 1) Inr 4+ c. Anwenden von exp ergibt als
Losung
eC
W) = o

Somit ist f(r) = %5 + b falls n>2 und f(r) = alnr + b fiir n = 2.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Der Laplace-Operator

Fiir n = 3 erhalten wir mit b = 0 das Newtonsche Gravitationspotential
_GAT/, einer im Nullpunkt konzentrierten Masse M. (Hierbei ist G > 0 die

Gravitationskonstante.)

Ganz analog ist das elektrische Potential einer Punktladung @ im
Ursprung gegeben durch fyg. (Dabei ist wieder v > 0 eine Konstante.)
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Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BEBISE T EICHONTE {17

Das Newtonsche Gravitationsfeld

Jede partiell differenzierbare Funktion V : U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R" definiert ein Vektorfeld —gradV auf U.

Fiir das Newtonpotential V(r) = —GM erhalten wir als Gradientenfeld

_ . 3
—gradV——Gr—z?, fir xeR’\ {0},

das Newtonsche Gravitationsfeld.

Die auf eine Probemasse m im Punkt x wirkende Kraft wird beschrieben
durch das Vektorfeld

F = —mgradV = —-GmMx

r2or’
Beschreibt t — x(t) € R3 die Bewegung der Probemasse im
Gravitationsfeld, so geniigt diese nach dem Newtonschen Gesetz F = mx
der (von m # 0 unabhéngigen) Differentialgleichung

X

v
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Differentialrechung mehrerer Verdnderlicher BEBISE T EICHONTE {17

Das elektrostatische Feld
Aus dem elektrischen Potential V(r) = 7% ergibt sich entsprechend

E=—gradV = rygf x € R3\ {0},

als Vektorfeld fiir das elektrische Feld.
Die auf eine Probeladung g im Punkt x wirkende Kraft ist
qQ x

(Die elektrische Kraft ist abstoBend, wenn g@Q > 0 und anziehend wenn
qQ < 0.)

Die Bewegung einer Probeladung geniigt der Differentialgleichung

% =~99X (m 0 ist die Masse der Probeladung).

m r3
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Das Vektorprodukt von Vektoren im R3
Definition (Vektorprodukt/Kreuzprodukt)

Das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) von x = 2?21 xie: € R3 und
y =33 yiej € R3 ist der Vektor

X2y3 — X3Y)2
XXy = X3y1 — X1¥3
X1y2 — Xoy1

= (xy —x3y2)er + (x3y1 — x1y3)e2 + (x1y2 — xoy1)es.

Es gilt
Die durch das Kreuzprodukt definierte Abbildung

x 1 R3xR® = R (x,y) = xxy

ist bilinear und schiefsymmetrisch, x x y = —y x x. Man schreibt auch
XANYy.
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DTS NE [T RGNS SRV NG @ Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz (Eigenschaften des Vektorprodukts)

Sei der R3 versehen mit der durch die geordnete Basis (ey, e, €3)
gegebenen Orientierung. Fiir alle x,y € R3 gilt dann:

(i) xxy=—-yxx.

(if)

(i) [Ix x y 12 = [Ix[2[lyl1? = (x, ).

(iv) [Ix > y[l = lIx]l - [ly|| sin g, wenn x,y € R*\ {0} und
v =Z(x,y) € [0,7].

(v) x X y =0 <= (x,y) linear abhangig.

X X y ist senkrecht zu x und y.

(vi) Sind (x,y) linear unabhangig, so ist (x,y,x X y) eine positiv
orientierte Basis.

(vii) Sind x und y orthonormal, so ist (x,y,x X y) eine positiv orientierte
Orthonormalbasis von R3.

v

Beweis. Ubungsaufgabe O

Man beachte, dass ||x x y|| die Flache des von x und y aufgespannten

Parallelogramms ist.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Spatprodukt

Satz
Fiir alle x,y,z € R3 gilt: (x x y,z) = det(x y z). J

Beweis. Wegen der Trilinearitit von (x X y,z) und det geniigt es, die
Gleichung fiir x,y, z € {e1, 2, 3} zu iiberpriifen.

Offenbar ist (e; x ej, ) = 0 = det(e; € ex), wenn mindestens zwei der
drei Indizes lbereinstimmen.

Sei (/,j, k) eine Permutation von (1,2, 3). Da (e;, ) orthonormal ist, gilt
e X € = €jjxei, wobei g;j das Vorzeichen der Permutation ist.

Also (ej x ej, ex) = gjjx = det(e; e e) fiir jede Permutation. O

Bemerkung
Die alternierende Trilinearform (x,y, z) — (x X y, z) heiBt Spatprodukt.

(x X y, z) ist das orientierte Volumen des durch x, y, z aufgespannten
Parallelepipeds oder Spats P = {ax + by + cz|a, b, c € [0,1]} C R3.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Definition

Sei v = Z?:l vie; ein partiell differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge U C R3.

Das “Vektorfeld”

Oav3 — 032
rotv:=| d3vi — w3
O1vo — Oovy

heiBt Rotation von v.

583 /677



Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Bemerkung
Wir kdnnen den Gradienten als vektorwertigen Differentialoperator
auffassen:

2}
grad= | 02 | :{f:U—R| fpart. diffo. } — Vektorfelder auf U
03
Or f
f +— grad(f) = | 0Oof
Osf

Daraus ergibt sich formal:

divv = (grad,v), rotv = grad x v.
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Differentialrechung mehrerer Veranderlicher Die Rotation eines Vektorfeldes

Satz

Sei U C R3 offen und f : U = R, v : U — R3 zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann gilt

rotgradf =0 wund divrotv =0,

d.h. (formal): grad x grad f = 0 und (grad,grad x v) = 0.

Beweis. Das__rechnet man unter Benutzung des Lemmas von Schwarz
direkt nach (UA). O
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Kapitel 20

Differenzierbare Abbildungen J
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Wir erinnern an den Zusammenhang von Differenzierbarkeit und linearer
Approximation:

Sei D C R und f: D — R eine Funktion, a € D ein Haufungspunkt von
D. Wenn es ein ¢ € R gibt, so dass

i 0 = 1F(2) + el = 3]

X—a X —a

=0

gilt, so ist ¢ = f’(a). Wir schreiben x = a+ £ und finden dquivalent:

i Fa 6~ fla) et _

€0 3 0

Man beachte, dass wir £ — c£ als lineare Funktion R — R auffassen
konnen.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Definition (Differenzierbarkeit)

Sei U C R" offen und F : U — R™.
(i) Die Funktion F heiBt im Punkt x € U (total) differenzierbar, wenn es
eine lineare Abbildung A : R" — R™ gibt, so dass

IF(x+&) = FO) = A _

lim

£ER™\{0}, €0 €]l
(i) Die Funktion F : U — R™ heiBt differenzierbar, wenn F in allen
Punkten x € U differenzierbar ist. )
Bemerkung:

Wir konnten in der Definition ohne weiteres R” und R™ durch beliebige
Banachrdume ersetzen. Dann kann man zeigen, dass die lineare Abbildung

A stetig ist.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Satz (und Definition Differential)

Sei U C R" offen und sei F : U — R™ differenzierbar im Punkt x € U.

Dann wird durch
gli_r;rb(HF(x-l-ﬁ) - F(x) = A@I/lIEN) =0

die lineare Abbildung
dF, = A:R" - R™

eindeutig bestimmt. Sie heiBt Differential (oder Ableitung) von F im
Punkt x. Wir identifizieren oft dF, mit ihrer beschreibenden Matrix.
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beweis der Eindeutigkeit von A:
Seien A und B zwei lineare Abbildungen mit der geforderten Eigenschaft.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung fiir die Norm erh3lt man

0 < tim IBO=AQI
o el
o i IFHO = FOO =A@ = Fx+9) + FG) + B(E)]
= Iél o lél
= 0

Setzt man nun & = tn fir n € R"” mit ||n|| = 1 so erhélt man daraus wegen
der Linearitat von A und B, dass

Hieraus folgt wegen der Linearitat A(n) = B(n) fiir alle p und somit
A=B. U
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Beispiel
Die Funktion f : R” — R, f(x) = ||x||?, ist iiberall differenzierbar, denn
wegen

Flx+8&) = lIxI* +2(x,6) + lI€]* = f(x) +2(x, &) + lI¢]®

gilt
Fx+8) = f(x) —2(x.&) _ |I¢]P
€]l €11

Das Differential df, € (R")* ist also gegeben durch die Linearform:

= |l€ll =¢—0 0.

df(€) = 2(x,€) = 2x€, €€ R,

Also dfy, = (2x1,2x2, ..., 2Xp).
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Jacobi-Matrix (Matrix der Ableitungen)

Satz

Sei U C R" offen und F : U — R™ in x differenzierbar. Dann existiert fiir

Jjede Komponente F; mit j =1,...,m von F die Richtungsableitung
Oy Fj(x) fiir jede Richtung v € R"\ {0} und es gilt

9y Fj(x) = (dFj)x(v)-

Insbesondere sind alle Komponentenfunktionen F; in x partiell
differenzierbar, d.h. F ist in x partiell differenzierbar. Weiterhin gilt:

NFi(x) - OpFi(x) (gradFi(x))*
O1Fm(x) -+ OnFm(x) (gradFm(X))t

Diese Matrix heiBt auch Jacobi-Matrix

v

592 /677



Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential
P . n H . J— n .A.
Beweis: Sei v € R" mit |[v|| =1und F =37, Fje.
Da F differenzierbar ist, sind alle Komponentenfunktionen F; als

Verkettung differenzierbarer Funktionen differenzierbar. D.h. es gilt fiir
jede Komponente F;

|Fi(x +tv) = Fi(x) = (dFj)x(tv)]

0 = Ilim
t—0 [t]]|v]|
| F(x 4 tv) = Fi(x)
~ im ) =F0)  (ar).

d.h. (dFj)x(v) = &|emoFj(x + tv) = O, Fj(x).

Damit erhadlt man fiir v = ¢; die i-te partielle Ableitung
0iFj(x) = (dFj)x(ei).

Dies gilt fiir jede Komponente F; und somit

JiF1(x)
dF(e) = : = j-te Spalte von dFy.
0iFm(x)
Dies beweist die Formel fiir die Ableitungsmatrix. U
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Differential

Folgerung

Sei U C R" offen und f : U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann existiert fiir jedes v € R" \ {0} die Richtungsableitung 0,f(x) und
es gilt

Ovf(x) = dfyv = (grad f(x), v).

Die Jacobi-Matrix von f ist gegeben durch die Linearform

df = (O1f,...,00f) = (grad £)* : U — (R")*,
x — dfy.

Beispiel
Fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = x; haben wir grad(x;) = €; und

somit die Linearformen dx; = (e;,-). Man schreibt daher fiir jede
differenzierbare Funktion f auf einer offenen Teilmenge U C R" auch

df = ia,f dX,'.
i=1

4
SOxer !



Differenzierbarkeit und Stetigkeit
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Satz

Sei U C R" offen und F =377 Fjej: U — R™ in x € U total
differenzierbar. Dann ist F in x stetig.

Beweis. Sei x, := x + &, mit £, — 0 eine Folge, die gegen x konvergiert.
Dann ist wegen der Dreiecksungleichung

F(xn) — F(x) — dFi(&n
1FCn) = FO) = dRlEnll e 11 e
1&nll ~
—0, d;rfdiffb. -

IF(xn) = FO)l <

Nun ist aber dFy : R"” — R™ linear und damit stetig, d.h. auch
| dFx(&n)ll —¢,—0 0. Also [|F(x,) — F(x)|| — 0. O
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Hinreichendes Kriterium fiir Differenzierbarkeit
Satz

Sei U C R" offen, F = Zj'll Fiej : U — R™ partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen O;F; seien an der Stelle x € U stetig.
Dann ist F in x total differenzierbar.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass m = 1.
Wihle £ > 0 so klein, dass B:(x) C U gilt. Wahle £ = Y7, &iej € B:(0).

Fiir i =1,..., n betrachten wir die reellen Funktionen einer Variablen
gi(t) = F(xi+t,x2,...,%n)
gi(t) = F(xx+&,. .., xi—1+&—1,X + t,Xi41,--.Xp)
gn(t) = FOa+&,. ., xn-1+ &1, % + t)

Dann gilt

g/(0) = OiF(a+&, .. xic1+&—1,Xis -+ -y Xn)
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Weiter im Beweis:
Auf jede dieser Funktionen wenden wir nun den Mittelwertsatz an und
erhalten, fiir i = 1...n, Zahlen 0; € (—|&;|, |&i|) mit

Fxi4+&,. oo xi +&i,Xix1,---Xxn) — F(x1 + &1, .y xic1 +&im1, Xiy - - - Xn)

= &OiF(x1+&1, ..., xi—1 +&i—1,xi +0i, Xit1, .. - Xn)

Setzt man nun

y(@ = (a+&yeoyxi + & Xit1,---%0), i =0,...,n
Z(I) = (X1+§1,...,X,'7]_+§,’71,X,'+9,’,X,’+]_,...Xn),l.Z 17

so erhdlt man daraus

F(x+&) — F(x) = ZF ) — F(yk1)) = ngakF (z().
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Differenzierbare Abbildungen Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ende des Beweises: Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
ergibt sich dann

F(x+8&) = F(x) = Y7 0F (& | X1(0iF(27) — 8iF(x))éil

€]l €]l
1Y (0iF (D) = 0iF (x))eil|
i=1

IN

Fiir £ — 0 gilt auch z() — x.
Da nun alle partiellen Ableitungen stetig sein sollen, bekommen wir

8/F(Z(i)) _>£%0 a,'F(X),

und somit
Fr ) = F) - S 0F (8]
€0 €]l
Damit ist F in x differenzierbar. O
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Satz
Sei F : R" — R™ eine Abbildung, die in x differenzierbar ist. Dann gilt:
o Ist G :R" — R™ in x differenzierbar, so auch F + G und es gilt

d(F+ G)x = dF+ dGy
e Fiir A\ € R ist AF in x differenzierbar und es gilt
d(AF)x = XdFx
@ Ist h: R" — R in x differenzierbar, so auch h - F und es gilt
d(h-F)x = F(x)-dhy+ h(x)dFy.

@ Ist g : R" — R in x differenzierbar und g(x) # 0, so ist éF in x
differenzierbar, und es gilt:

1 1
d(gF>X — s (el — Fx) - dg).

o
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Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential
Satz (Kettenregel)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U — R™, F(U) C V und G : V — RK.

Wenn F in x und G in y = F(x) differenzierbar sind, dann ist die
Verkettung G o F : U — R¥ in x differenzierbar und

d(G o F)x = dG, o dF,.

Beweis. Fiir x € U, y := F(x) € V und £ € R"” und n € R™ hinreichend
klein definieren wir

o(€) = F(x+&) — F(x)—AS, wobei A= dF,,

¥(n) = G(y+mn)—G(y)—Bn, wobei B=dGy,

Dann gilt wegen der Differenzierbarkeit von F und G, dass

A g g i YD)

R — im =
&0 [|€]| =0 |||
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Weiter im Beweis:

Fiir die spezielle Wahl 1 := F(x + &) — y = A + ¢(&) erhalten wir

(GoF)(x+&) = (GoF)(x) = Gly+n)—Gy)

= Bn+(n)
= BA{+ Bo(§) +9(n)

D.h.
i 160 F)x+8) — (G0 F)(x) — BASI _ B2, | ()]
& el S el e el

Nun ist aber wegen der Linearitdt von B

Bl ©(§) @)l

[im ——>— = B < ||B lim =

I e = B ()1 < 18, e i ey
Also bleibt nur noch zu zeigen, dass lim¢_,g % =0.
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Ende des Beweises: Dazu bemerkt man, dass  — 0 falls £ — 0, denn
wegen der Dreiecksungleichung ist

Il = [IA€ + (I < AL + [l —e=0 0.

Somit gilt M’?H —¢—0 0. Aus der der Differenzierbarkeit von G und der
Dreiecksungleichung folgt dann:

[l _ [e@llial _ o)l 1A+ e (@)
€]l Il liE] Il €]l
[l (ALl el
— 07
i Clel *_fel) "

—— ——

—>5_,00 _>§—>00
denn wegen der (stetigen) Linearitdt von A bleibt % = HA(ﬁ)H
beschrankt. O
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Folgerung (Kettenregel in Komponenten)

Seien U C R",V C R™ offen, F: U = R™, F(U)C V und G : V — R¥,
H:=GoF:U—R Essei FinxundG iny = F(x) differenzierbar.
Dann ist H= G o F in x differenzierbar und fiir alle i = 1,2,...,n und
I=1,...k gilt:

0 Hi(x Z Ok Gi(y)0iFi(x) -
In anderer Notation, mit den Eintragen der Jacobi-Matrix:

8H, aGI a'L-k
Z 8yk 8X, )
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

In den folgenden Beispielen betrachten wir Abbildungen des Vektorraumes
der n x n-Matrizen Mat,(R) = R™.

(i) Sei F: Mat,(R) — R gegeben durch F(A) = det(A). Dann gilt fiir
das Differential in 1,

dF1,(A) = d dety, (A) = spur(A);

denn nach der Produktregel gilt

d
dFln(A) = E’tio Z 8(0)(510(1) + talo(l)) ®o00° (5na(n) + tana(n

€Sy

= a1 +...+ ann.
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiele

(i) Nun sei F: Mat,(R) — Mat,(R) gegeben durch F(A) = A? und
G : Mat,(R) — R durch G(A) = spurA.
F und G sind auf Mat,(R) differenzierbar mit

d
dFaB = —li=o [(A+tB)?] = AB + BA,

und
d
dGaB = ah:o [spur(A + tB)] = spurB,

fir A, B € Mat,, (R).
Somit ist G o F : A+ spur(A?) differenzierbar und

d(G o F)aB = dGp(a) o dFa(B) = spur(AB + BA) = 2spur(AB).
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Differenzierbare Abbildungen Rechenregeln und Kettenregel fiir das Differential

Beispiel

Sei ¢ : (—¢,e) = R" (¢ > 0) eine differenzierbare Abbildung, d.h. eine
differenzierbare Kurve. Setze x := ¢(0), v := ¢’(0) = (¢1(0), ..., c,(0))".
Ferner sei f : U — R eine in einer offenen Umgebung U C R"” von x
definierte und in x differenzierbare Funktion.

Dann gilt fiir die Ableitung der Funktion foc: (—¢,¢) — R:

(f o c)'(0) = df(0)(c'(0)) = dfi(v) = 8, f(x).

D.h.
ol Fe(t) = D) = TlecolFx+ 1),

v

Es geniigt hier {ibrigens vorauszusetzen, dass c stetige Abbildung, d.h. eine
stetige Kurve ist, die im Nullpunkt differenzierbar ist.
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Differenzierbare Abbildungen Mittelwertsatz

Mittelwertsatz

Satz (Mittelwertsatz fiir Funktionen auf dem R")

Sei U C R" offen und F : U — R stetig differenzierbar.
Seien weiterhin x € U und { € R", so dass x + t& € U, fiir alle t € [0, 1].
Dann existiert ein xo = x + to& € U mit tg € (0,1), so dass

F(x + &) — F(x) = dF(§)-

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Folge des Mittelwertsatzes fiir
Funktionen f : [0,1] — R.

Sei ¢ :[0,1] = R", t+—»x+t§und f =Fop:[0,1] — R.

Nach dem Mittelwertsatz fiir f erhalten wir ein tp € (0,1) mit

f(1) — £(0) = f'(to).

Aus der Kettenregel ergibt sich dann

F(1) = f(0) =f(to) = (Fou)(t) = dFree(¢'(t0))

Fir o(t) = x + t€ ist ¢’ = & und damit F(x + &) — F(x) = dF,(§). O
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Differenzierbare Abbildungen Mittelwertsatz

Ist eine Abbildung F : U — R™ konstant, so ist dF, = 0 fiir alle x € U.
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (man betrachte eine Vereinigung
U = U; U U, zweier disjunkter offener Mengen). Allerdings gilt:

Folgerung

Sei U C R" offen. Ist U wegzusammenhingend, d.h. gibt es fiir je zwei
Punkte x,y € U stets eine stetige Kurve c : [0,1] — U mit ¢(0) = x und
c(1) =y, so gilt:

Ist F : U — R™ differenzierbar mit dF, = 0 fiir alle x € U, so ist F
konstant.

Beweis. Fiir jedes £ € U finde £(£) > 0 so, dass K¢ := B.(¢)(§) C U.
Nach dem Mittelwertsatz ist F auf K¢ konstant, d.h. Flx, = d.

Sei nun c eine stetige Kurve von x nach y. Deren Bild wird iiberdeckt
durch die offenen Kugeln {B(c(+))(c(t))}ecio,1-

Da das Interval [0, 1] kompakt ist und c stetig, ist auch ¢([0, 1]) kompakt.
Daher finden wir eine endliche Teiliiberdeckung durch offene Kugeln
B.(c(¢)(c(ti)) fiir i=1,...kund t; =0, tx = 1. Damit ist aber

FlB.(c(t)) = di, und somit F(y) = F(c(tk)) = ... = F(c(t1)) = F(x). O
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Niveaumengen und Gradient

Satz

Sei U C R" offen, f : U — R stetig differenzierbar.
Dann steht grad f senkrecht auf den Niveaumengen

Ne(k) == {x e R"|f(x) = k} mit k e R,

d.h. fiir jede innerhalb der Niveaumenge N¢(k) verlaufende differenzierbare
Kurve c : (a, b) — R" gilt

grad flo) L c'(t) fir alle t € (a,b).

Beweis. Das folgt durch Ableiten der Gleichung f o ¢ = k nach der
Kettenregel

0=df.oc = (gradf,c’).
(]
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Beispiel
Sei f : R” — R gegeben durch die Norm, f(x) = ||x||. Die Niveaumengen

sind dann Kugeln vom Radius k und der Gradient ist gradf(x) = =.

Il

Bemerkung

Wenn grad f(x) # 0 ist, so gibt der Gradient die Richtung des starksten
Anstiegs der Funktion f im Punkt x € U an, denn fiir jeden Einheitsvektor
v € R” gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

0vf(x) = (grad f(x), v) < |lgrad f(x)||

mit Gleichheit genau fiir den Einheitsvektor v = eradf(g
l[lgrad f(x)]|
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema

Definition
Sei U C R" offen, f : U — R eine Funktion und x € U.

Man sagt, dass f in x ein lokales Maximum (bzw. ein lokales Minimum)
annimmt, falls es ein € > Q gibt, derart dass

f(x) > £(§) baw. f(x) < £(¢)

fir alle £ € U mit ||x — || < e.
Lokale Minima und Maxima heiBen auch lokale Extrema.

Man spricht von einem isolierten lokalen Extremum, falls zusatzlich
f(&) # f(x) fiir alle € € U\ {x} mit ||x — || < e fiir ein € > 0.
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Differenzierbare Abbildungen Niveaumengen und lokale Extrema

Lokale Extrema und Gradient

Satz

Sei U C R" offen. Eine Funktion f : U — R sei an der Stelle x € U partiell
differenzierbar.

Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Extremum annimmt, dann gilt
grad f(x) = 0.

Beweis. Fiir alle i = 1,..., n ist die Funktion t — g(t) := f(x + te;) im
Nullpunkt differenzierbar und hat dort ein lokales Extremum.
Demnach gilt

0 = g'(0) = 9;f(x).
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Wiederholung: Taylor-Entwicklung fiir Funktionen einer Variablen

Es sei f : | — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf
einem Intervall | C R.

Zu x € | sei das Polynom Tp,(x, &) € R[] gegeben durch

T3, €) = F3) 7€ + 3F/(E 4 -+ ) (x)gm.
Die folgende Beschreibung des Restglieds verallgemeinert den
Mittelwertsatz: es gibt zu jedem & mit {x + t{|t € [0,1]} C [ ein 7 € [0, 1]
mit
FIm+)(x 4 7€)

f(X+€):Tm(X?§)+ (m+1)|

€m+1
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Notation: Multi-Indizes

Um die Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Veranderlichen kompakt
schreiben zu kdnnen, fiihren wir die folgenden Abkiirzungen ein.

Fir ai,as,...,a, € Nund x =37 | xje; € R” setzen wir
a = (a1,a2,...,a,) €N"
la| == artax+---+ap €N
al = ola!---a,l €N
X = XMx02 L
0% = 070520y

Definition
Sei U C R" offen. Es bezeichne

CK(U) := {f : U — R | f ist k-mal stetig partiell differenzierbar }

den Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen U — R. 614 /671



Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Taylorentwicklung fiir Funktionen von n Variablen

Satz (Taylorentwicklung)

Sei U C R™ offen, f € C™(U), x € U und £ € R", so dass
{x+t&|t € [0,1]} C U.

Dann existiert T € [0, 1], so dass

fx+8 =Y éaaf(x)ga + > iaaf(x + 7E)EC.

lal<m laf=m-+1

Definition

Tm(€) = X jaj<m Loof(x)¢e ist ein Polynom vom (Gesamt-)Grad m in
den n Variablen &1, .. .,&, und heiBt m-tes Taylorpolynom.
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Taylorentwicklung
Mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes fiihren wir den Satz auf den Fall einer
Funktion in einer Variablen, also n = 1, zuriick.

Lemma

Fiir die (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion g : [0,1] — R mit
g(t) :=f(x + t&) gilt fiir alle 0 < k < m+ 1:

gVt =k Y i@o‘f(an £)¢°.

|a|=k

Beweis des Satzes: Der Satz folgt nun mit Hilfe des Lemmas aus der
Taylorentwicklung der Fuktion g im Nullpunkt: es gibt 0 < 7 < 1 mit

m g(k)(O)' . gmt(7) e

fx+6) = g) = Y &

— (m+1)!
DI THOSED DT CEELTS
a|<m lal=m+1

O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Beweis des Lemmas: Wir beweisen das Lemma durch Induktion nach k.
Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Wir berechnen g(k*1)(t) aus der
Induktionsannahme

gV =k ) %8“f(x+ tE)Ee,
la|=k

Mit der Kettenregel erhalten wir:
i(‘i’c'if(x + t&) = Zn:a-ao‘f(x + t&)¢&;
dt N Pt ' '

und somit mit der Induktionsannahme

S0 =K1Y T 0+ %6

i=1 |a|=k
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Weiter im Beweis: Daraus ergibt sich weiter:

gk () = k) iaiaaf(X+t€)£°‘€i

i=1 |a|=k
= klz Z aﬂf (x + t£)eP
i=1|8|= k+1
1
= (k+1) > Eaﬁf(” t€)e”,
|Bl=k+1
denn 27:16,': ‘,B’ =k+1, da B:(Odl,...,a,'—l-l,...,Otn). U

Damit haben wir das Lemma und somit auch den Satz bewiesen.
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Approximation durch das Taylorpolynom

Folgerung

Sei U C R" offen, f : U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion
und x € U.

Dann existiert 6 > 0 und ¢ : Bs(x) — R, so dass Bs(x) C U und

et ©)= 3 —0*F(x)E + ()

la|<m

fiir alle £ € Bs(0), wobei
- 9(6)
lim ——= =0
-0 [[Efm
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Taylorentwicklung
Beweis (der Folgerung).

Da U offen ist, existiert Bs(x) C U. Aus der Taylorentwicklung der
Ordnung m — 1 folgt fiir £ € Bs(0):

fx+8= > %aaf(x)ga + ) %aaf(x + 7)€,
la|<m—1 la|l=m
fiir ein 7 € [0, 1].

Wir setzen

Pl€) = Y (0 (x4 ) — D F(x))E
lajl=m
Dann gilt f(x +&) =>4 1<m Lo (x)€% + (€) und
lim (&) 1€]1" =0,

denn die m-ten partiellen Ableitungen von f sind nach Voraussetzung
stetig. O
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Differenzierbare Abbildungen Taylorentwicklung

Spezialfall:
Sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar und x,& € R”
derart, dass {x + t&|t € [0,1]} C U.

Dann gilt

flx+€) = f(x +Zaf )i + 2285” it +0(€),

i=1 ij=1

/

quadratisches Taylorpolynom

wobei limg_,o T‘p(—ﬁg =0.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix

Definition
Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Die nach dem
Satz von Schwarz symmetrische Matrix

Hess f(x) := (0i0;f(x))ij=1,...n

heiBt Hessematrix von f im Punkt x.

Nachtrag zum letzten Beispiel:

Mit der Hessematrix ldsst sich die obige Gleichung unter Verwendung des
Standardskalarprodukts auf R” nun indexfrei schreiben:

Fx+€) = F(x) + (grad F(x),€) + 5 {Hess F(x)E,€) + o(€)

mit lime_o % — 0.

v
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Definition
(i) Eine symmetrische Bilinearform [3 auf einem reellen Vektorraum heif3t
positiv semi-definit, wenn

B(v,v) >0 fiiralle veV.

(i) B heiBt negativ definit (bzw. negativ semi-definit), wenn — 3 positiv
definit (bzw. positiv semi-definit) ist.
(iii) B heiBt indefinit, wenn 3 weder positiv noch negativ semi-definit ist.

(iv) Ein symmetrischer Endomorphismus A eines Euklidischen Vektorraum
heiBt positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ), wenn
die zugehérige symmetrische Bilinearform

Blv,w) = (v,Aw), v,w eV,

positiv definit (bzw. positiv semi-definit, indefinit etc. ) ist.
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Hessematrix und lokale Extrema

Satz

Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar.

(i) Wenn f an der Stelle x € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum)
hat, dann ist grad f(x) = 0 und Hess f(x) ist positiv (bzw. negativ)
semi-definit.

(ii) Wenn der Gradient von f an der Stelle x € U verschwindet und
Hess f(x) positiv definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Minimum,

Hess f(x) negativ definit ist, dann hat f in x ein isoliertes lokales
Maximum,
Hess f(x) indefinit ist, dann hat f in x kein lokales Extremum.

[Beispiele kann man sich bei den Animationen selbst ansehen.]
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Differenzierbare Abbildungen Hessematrix und lokale Extrema

Beweis.

(i)

f habe in x z.B. ein lokales Minimum. Wir wissen bereits, dass
grad f(x) = 0 und mit h(§) := 3(Hess f(x)&, &) gilt

F(x) < fx+&) = F(x) + h(&) + ¢(£)-
Daraus folgt 0 < h(&) + (&), d.h. h(&) > —p(&) und somit mit
R*:
e ()19 _He o)

iz
o

e TR T 2

Das impliziert h(y) > 0 fiir alle Einheitsvektoren y, d.h. h > 0.

Sei nun umgekehrt grad f(x) = 0 und h(&) > O fiir alle £ # 0.

Dann ist m := miny,—; h(y) > 0.

Weiterhin findet man zu 0 < & < mein § > 0, so dass |p(¢)| < £]|¢]|?
fiir alle 0 # £ € Bs(0).

Aus der Taylorentwicklung folgt dann fiir diese &:

Fx +€) = f(x) + h(§) + (€) > F(x) + mlg]* — ell¢l* > f(x).

e _

O
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Kapitel 21

Der Umkehrsatz und seine Anwendungen J
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Umkehrsatz

Definition (Diffeomorphismen)

Seien U und V offene Mengen im R". Eine bijektive, stetig differenzierbare
Abbildung f : U — V/, deren Umkehrabbildung auch stetig differenzierbar
ist, heiBt Diffeomorphismus zwischen U und V.

Satz
Sei f : U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist fiir alle x € U die
Ableitung dfy eine invertierbare lineare Abbildung und es gilt

(df Vs = (dR)™

Beweis. Dies folgt aus der Kettenregel:

ldgn = d Idy = d(f'of) = df]

und damit dff 3 = (df)~". O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Umkehrsatz
Der Umkehrsatz besagt, dass lokal, d.h. in einer geeignet gewahlten
Umgebung von x, eine Umkehrabbildung existiert, falls df, invertierbar ist.

Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V Cc U von p und W von q := f(p), so dass f|y : V — W ein
Diffeomorphismus ist.

Beispiele
@ Sei f : R — Ry, f(x) = x2. Dann ist f/(x) # 0 fiir x € R\ {0}.
Fiir x > 0 betrachte W =Ry und V =R} mit f1(y) = ,/y.
Fiir x < 0 betrachte W =Ry und V =R_ mit f1(y) = —/y.
o f:R =R, f(x) = x> besitzt eine stetige Umkehrabbildung (da

streng monoton wachsend). Diese ist aber nicht differenzierbar in
y =0=f(0) da f’(0) = 0.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Der Beweis des Umkehrsatzes beruht auf dem Banachschen Fixpunktsatz
und den folgenden beiden Satzen. Wir brauchen zunichst:

Definition
Seien V, W normierte Rdume und U C V. Eine Funktion f : U — W
heiBt Lipschitzstetig auf U, wenn es eine Zahl L > 0 gibt, so dass

IF(x) = FY)Il < Lllx =y

fiir alle x,y € U. Jede solche Zahl L heiBt eine Lipschitzkonstante fiir £
auf U.

Bemerkungen
e Lipschitzstetige Funktionen sind gleichmaBig stetig.

e Stetige lineare Funktionen sind Lipschitzstetig.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Satz (Schrankensatz)

Sei f : U C R"™ — R™ stetig differenzierbar. Sei K C U eine kompakte
Menge, die konvex ist, d.h. fiir alle x,y € K liegt auch die
Verbindungsstrecke {tx + (1 — t)y | t € [0,1]} in K. Dann ist f auf K
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L := maxyck || dfx|| operatornorm- ES
gilt also

IF(x) = F)IF < Lllx =yl
fiir alle x,y € K.

Beweis. Da K kompakt ist und x — df, und die Operatornorm stetig
sind, existiert

L—max dfy _ = max max df,
ma |06 0p - nom = max_max |4 (6)]

Nach dem Mittelwertsatz existiert dann fiir x, y € K ein ty € [0, 1], so dass

1F(x) = FOI = lldftoxr(1-0)y (¥ = X)II < Llly = |- .
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Satz (Diffeomorphie)

Seien U und V offene Mengen im R" und f : U — V stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung f~1 : V. — U. Wenn fiir jedes
x € U das Differential df, invertierbar ist, so ist f ein Diffeomorphismus,

d.h. £~V ist auch stetig differenzierbar und dfy oy = (dfc) ™.

Wir erinnern uns:

f(x) = x3 hat eine stetige, aber in x = 0 nicht stetig differenzierbare
Umkehrabbildung. Die Bedingung df. invertierbar ist also wesentlich.

Beweis. Wir zeigen die stetige Differenzierbarkeit von f~1 in y = f(x).
0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass x = y = 0, denn:

Sind L3, Ly : R" — R” invertierbare affine Abbildungen, so gilt der Satz fiir
f genau dann, wenn er fiir L o f o Ly gilt. Mittels zweier Translationen
verschiebt man dann x und y nach 0.

Ferner kdnnen wir annehmen, dass df, = Id, denn setzt man L := (dfx)_l,
so folgt nach der Kettenregel

d(LOf)X:de(X)Ode: Lode =1d. 631 /677



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis des Satzes: Sei y € V und x := f~1(y) € U. Wir
definieren

p(x) = f(x)=F(0) —dfo(x) = f(x)—x

Yy) = ) -y = x—f(x) = —p(x) = —o(f}(y)).
Um die Differenzierbarkeit von f~1 zu zeigen, miissen zeigen, dass
), 0
Iyl —7y=0 %

Da f stetig differenzierbar ist, gilt % —x—0 0.

Daher kénnen wir ein ¢ > 0 finden, so dass ”flE:I(I)H < 1 fiir alle ||x|| < e.

Da ! stetig ist, finden wir zu diesem ¢ ein § > 0, so dass ||[f ~1(y)| < e
fir alle ||y]| < d. Somit gilt fiir alle y mit ||y|| <, dass

[ = oGl < 5l = 2100 ()

und daher wegen der Dreiecksungleichung

() 1
W< 10 =yl + Iyl = T+ Iyl < S0+ Iyl
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Ende des Beweises: Also haben wir fiir alle y mit ||y|| < 4, dass

IF2 W) < 2lly]

und somit

[N _ TGl Ixll _ el IF2 W Gl

Iyl Iyl eyl I

Aus y — 0 folgt nun, wegen der Stetigkeit von f~1, dass auch
x = f~1(y) — 0 und somit

[ 5 lle(ll
Iyl ~ [Ix]

y—0 0.

Damit ist £~ differenzierbar in y und mit df;,_l = (df,)~! erhalten wir

auch die Stetigkeit von df 7!,

O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Jetzt beweisen wir den Umkehrsatz:
Satz (Umkehrsatz)

Sei U C R" offen, f : U — R" stetig differenzierbar und p € U so, dass die
Ableitungsmatrix df, invertierbar ist. Dann existieren offene Umgebungen
V C U von p und W von q := f(p), so dass f|y : V — W ein
Diffeomorphismus ist,

d.h. f|y ist bijektiv und (f|y)~1 : W — V stetig differenzierbar.

Beweis. Wir konnen wieder 0.B.d.A. annehmen, dass p = g = 0 und
df, = Id. Der Beweis des Umkehrsatzes erfolgt nun in mehreren Schritten:

1) Definition von W: Sei § > 0, so dass Bs(0) C U und so, dass

1
||ld — de|]Op_7Norm < 5 fiir alle x € Bys(0). (%)

Wir setzen dann W := B;(0).

2) Definition von V := f~1(W) N Bys(0) C U.
Da W offen ist und f stetig, ist auch das Urbild f~1(W) offen.
Damit ist V als Durchschnitt zweier offener Mengen offen.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis: 3) Die Abbildung 7|y : V — W ist bijektiv:
Zu y € W = B;(0) definieren wir die differenzierbare Abbildung

oy U—=R" o, (x):=y+x—Ff(x).

Ein Fixpunkt x von ¢, ist eine Losung von f(x) = y. Wegen
(dpy)x = Id — dfy liefert der Schrankensatz auf Bys(0) C U dass

1
lley(a) = ey Gl < Sl =l (+x)

Da ||y|| < 0, gilt fiir alle x € By5(0), dass

1y I < llpy (x) = @y () + lly[l < 29,

D.h. ¢y : Bas(0) — Bas(0). Wegen (*x) ist ¢, also eine kontrahierende
Abbildung auf dem vollstandigen metrischen Raum Bys(0).

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz finden wir also zu jedem

y € W = B;(0) genau ein x € By5(0) mit ¢, (x) = x.

Wegen |[|x|| = |lpy(x)]| < 26, gilt sogar x € By5(0). D.h aber, dass

f(x) =y und x € F~Y(W) N Bys(0) = V. Somit ist f : V — W bijektiv
und wir kénnen die Umkehrabbildung durch f=1(y) := x definieren.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Weiter im Beweis:
4) f~1ist stetig:
Wegen (**) und der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x3,x; € V

2 —xall < [lpo(x2) — wo(xa)ll + [[f(x2) — F(xa)l
< 5HX2—X1H +[[f(x2) — £ (x1)ll-
Damit ist fiir x; = f~(y1) und x2 = f~1(y»)

1F7102) = F 0l < 2lly2 = nll,

und somit ist die Umkehrfunktion f~1 (Lipschitz)stetig.

5) Fiir alle x € V ist dfy ein Isomorphismus:
Fiir x € V C Bys(0) und der Wahl von § in (*) gilt fiir £ € R”

I~ £ ()] < el

Fiir £ € Ker(df,) ist dann |[£]| < 3|€]|, d.h. € = 0. Also ist df;
invertierbar.
Aus dem vorherigen Satz folgt somit die Behauptung des Umkehrsatzes. [J
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Bemerkung:

f—1 ist sogar k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal stetig
differenzierbar ist (k € N). Die Gleichung df, ™! = (dfy(,))~" zeigt nadmlich,
dass f~1 k-mal stetig differenzierbar ist, wenn f k-mal und g = f—!

(k — 1)-mal stetig differenzierbar ist.

Folgerung (Offenheits-/Diffeomorphiesatz)

Sei U C R" offen und f : U — R" eine stetig differenzierbare Abbildung
mit dfy invertierbar fiir alle x € U. Dann gilt

e f(U) C R" ist offen.
@ Ist f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus U — f(U).

v

Beweis. Dies folgt aus dem Umkehrsatz und dem Satz iiber Diffeomorphie
bei stetiger Umkehrabbildung. (UA) O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Umkehrsatz

Beispiel (ebene Polarkoordinaten)
Die Abbildung

f:R? — R2 <r>’_><x>:<rc?s<p>7
2 y rsin@

ist unendlich oft differenzierbar. |hr Differential ist

% g—x cosyp —rsing
df < % g—é > ( sinp  rcosp )
Da det df = r, gibt es zu jedem Punkt p = (rp, ¢0) € R* x R eine offene
Umgebung U C R* x R, so dass f U bijektiv auf eine offene Menge

V = f(U) C R? abbildet mit unendlich oft differenzierbarer
Umkehrabbildung (f|y)~t: V — U.

ZB. U=Ry x (po —m, 0 + ).
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Seizz oy ipllaiie Gustidsmer
Satz iiber implizite Funktionen

Motivation

Sei f : R” — R eine Funktion. Wir betrachten die Gleichung fiir x € R”
f(x1,...,xn) =0,

bzw. die Lésungsmenge Nf := {x € R" | f(x) = 0}.

o Ist f linear, so ist die Losungsmenge N¢(0) ein (n — 1)-dimensionaler
Unterraum. Eine Variable, etwa x;, ist durch die anderen durch eine
lineare Abbildung g : R"~! — R bestimmt (wir kdnnen nach x;
auflgsen): ist z.B. i = n, so finden wir
f(x1,...,xn) =0 <= x, =g(x1,...,xp—1) Mit g linear.

@ Was passiert, wenn f nicht linear ist? Unter welchen Bedingungen
kann man nun die Gleichung nach einer Koordinate aufldsen, d.h.
wann existiert eine Funktion g : R"! — R, so dass

f(Xla ce. ,anl,g(Xl, o 7Xf7*1)) = 0’

d.h. N¢(0) D graph(g)? Ist g differenzierbar, falls f differenzierbar ist?

>
+1




Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele

o Sei f:R? = R, f(x,y) :=x%+y? — 1. Esist N¢(0) = ST C R? der
Kreis. Hier bendtigen wir zwei Funktionen, um ganz N¢(0) als
Graphen darzustellen:

St = {(xy)eSy20 U {(x,y)eS'|y<0}
graph(g-) U graph(g-)

mit g+ : [-1,1] — Ry. Die Funktionen gi(x) := +v/1 — x? sind
differenzierbar nur auf dem offenen Intervall (—1,1).

o f(x,y,z) = x>+ y? d.h. Nr = {(0,0,2) | z€ R}. Hier gibt es kein g
mit graph(g) = Nr.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiele
o f(x,y) = x — y3. Hier ist g(x) = ¥/x nicht differenzierbar in 0.

C f(X,y) = y2 - X2(1 - X2)' Nf(O) \ {(_1? O)a (07 0)7 (17 0)} ist
Vereinigung von Graphen von 4 stetig differenzierbaren Funktionen.

Yy
+05
N¢(0) = [\ A
-05 05 1
0.5
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Satz iiber implizite Funktionen

Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R™ x R" offen, f : U — R" k-mal stetig differenzierbar (k > 1)
und (p,q) € U, so dass f(p, q) = 0. Weiterhin sei das Differential der
Abbildung y — f(p,y) im Punkt y = q invertierbar.

Dann gibt es offene Umgebungen V. C R™ von p und W C R" von q und
eine k-mal stetig differenzierbare Abbildung g : V — W, so dass fiir alle
(x,y) e Vx Wygilt: f(x,y)=0 <= y=g(x).

D.h. Ne(0) NV x W = graph(g).

Beweis. Die Hilfsfunktion F : U — R™ x R", F(x,y) := (x, f(x,y)) hat
in (p, q) ein Differential, das sich wie folgt aus dem Differential der
Abbildung y — f(x,y) = >, fi(x, y)ei berechnet:

1, 0
dF(p.q) = of;
* (ayj)u (P, q)
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Da (g;;) ~_im Punkt (p, q) invertierbar ist, ist auch
I7.I
dF(p,q) im Punkt (p, q) invertierbar.

Nach dem Umkehrsatz gibt es offene Umgebungen Vi3 C R™ von p und

Vo C R" von g, so dass V; x Vo C U C R™ x R” durch F bijektiv auf eine
offene Umgebung Q2 C R™ x R" von F(p,q) = (p,f(p,q)) = (p,0)
abgebildet wird, und zwar so, dass die Umkehrabbildung

G:(Gl,Gz):Q*)\/lXVQ

k-mal stetig differenzierbar ist.
Dann ist V := {x € V4|(x,0) € Q} eine offene Umgebung V C V; von p.
Wir setzen dann W := V, und

g: V=W, g(x):=Gx,0).

Da G k-mal stetig differenzierbar ist, ist es auch g.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Weiter im Beweis: Aus

Q> (va) = F(G(X7y)) = (Gl(Xay)v f(Gl(Xay)a G2(Xay))) (*)

folgt dann Gi(x,y) = x und f(x, Ga(x,y)) = y.
Wir iiberpriifen nun die Aquivalenz f(x,y) =0 <= y = g(x) fiir alle
(x,y) e V x W:

(«=) Da g(x) = Ga(x,0) folgt aus (*), dass f(x,g(x)) =0 fiir alle x € V.

(=) Umgekehrt folgt aus (x,y) € V x W mit f(x,y) =0, dass
F(x,y) = (x, f(x,y)) = (x,0) und somit

(x,¥) = G(F(x,y)) = G(x,0) = (G1(x,0), Ga(x, 0)) = (x, 8(x)),

d.h. y = g(x).
Damit ist der Satz iiber implizite Funktionen bewiesen. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Beispiel (zweischaliges Hyperboloid)
Die Funktion f : R3 =R? x R — R,

f(x,y,z) = x2—|—y2 —22—|—1,

erfiillt 9f = —2z +£ 0 fiir alle (x,y,z) € H := f~1(0).

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen definiert die Gleichung
f(x,y,z) =0 also lokal eine unendlich oft differenzierbare Funktion
(x,y) — z = g(x,y). Diese kann man durch Auflésen der Gleichung
f(x,y,z) = 0 nach z explizit angeben:

g+(x,y) =tvV/x2+y2+1.

Der Graph von g, : R?> — R*, bzw. g_ :
R2 — R_ ist die obere, bzw. untere, Schale
des Hyperboloids H.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Satz iiber implizite Funktionen

Differential einer implizit definierten Funktion

Unter den Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen l3sst sich
das Differential der durch die Gleichung f(x, y) = 0 implizit definierten
Abbildung x — g(x) wie folgt berechnen.

Bezeichnet d,f das Differential der Abbildung x — f(x,y) und d,f das
Differential der Abbildung y — f(x,y), dann liefert Ableiten der Gleichung
f(x, g(x)) = 0 nach der Kettenregel:

0 = dvf + d,fdg = dg = —(d, f) 1 dyf.

Hierbei ist dg an der Stelle x und df,d,f an der Stelle (x, g(x))
auszuwerten:

dglx = — (dyflixg(x)) - A (x.g())-

In Komponenten, i=1,...,nund j=1,...,m

of; = Of; gk, \
8XJ'(X,g(X))+;ayk(X’g(X aXJ( ) - 0
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Abbildungen von konstantem Rang

Definition (Rang einer differenzierbaren Abbildung)
U C R™ sei offen und f : U — R" differenzierbar.
(i) Der Rang von f im Punkt p € U ist definiert als

rg(f)p == rg dfy, < min{m, n}.

Das definiert eine Funktion rg(f): U — {0,1,2,... ,min{m, n}}.
(ii) f heiBt Immersion, wenn rg(f) = m. Das Differential ist dann injektiv.

(iii) f heiBt Submersion, wenn rg(f) = n. Das Differential ist dann
surjektiv.

(iv) k-mal stetig differenzierbare Abbildungen heiBen auch von der Klasse
Ck oder Ck-Abbildungen, k € NU {co}.

(v) UCR™, V C R" seien offen. Eine CX-Abbildung f : U — V heiBt
Ck -Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und auch f —1 von der
Klasse Ck ist.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Beispiele
(i) Sei m < n.

R™ > (x4, yXm) = (x1,--+,Xm,0,...,0) e R" x R"™" =R"

ist eine Immersion. Diese nennt man auch kanonische Immersion «.
Warnung: Immersionen sind nicht unbedingt injektive Abbildungen.

(i) Sei m > n.
RT3 (X1, .y Xm) = (X1,...,%,) €ER"

ist eine Submersion. Das ist die kanonische Submersion (Projektion)

.
Warnung: Submersionen sind nicht unbedingt surjektive Abbildungen.

(iii) Sei r < min{m, n}. Die Abbildung

R™ > (x1,..yXm) = (x1,...,%,0,...,0) e R" x R"™" =R"

hat konstanten Rang r.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiele

(iv) Sei f : U C R" — R eine Funktion. Dann ist F : U C R" — R,

(v)

F(x) = (x,f(x)) eine Immersion, denn rg(dFy) = n. Das Bild von F
ist der Graph von f.

Der Rang eines Diffeomorphismus f : U — V, mit U C R™, V C R"
offen, ist konstant gleich m = n.

Durch Ableiten der Gleichungen f~1of = Idy und fof~t= Idy
folgt namlich, dass df, fiir alle p € U invertierbar ist, d.h.

m = n = rg(f).

Umgekehrt besagt der Umkehrsatz, dass jede Ck-Abbildung

f: U — V vom konstantem maximalen Rang n zwischen offenen
Mengen des R” lokal ein CX-Diffeomorphismus ist.

649 /677



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Immersionen
Satz (Normalform fiir Immersionen)

Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine CK-Abbildung mit
rg(f)p, = m < n.

Dann existiert eine offene Umgebung V' des Bildes f(p) und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢ : V — (V) C R, so dass

(pof)(x1,---yXm) = (x1,--+,Xm,0,...,0)

in einer Umgebung von p. Insbesondere ist f lokal eine Immersion.

Schematisch sieht die Situation bei einer Immersion so aus
V cR"

f

e I

R"O>U <, o(V)CR"
wobei ¢ o f =1, der kanonischen Injektion. Dies ist durch das Symbol ©

angedeutet. Man spricht auch von einem kommutativen Diagramm. ., ...



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im Bild R”
konnen wir annehmen, dass die ersten m Zeilen der (n x m)-Matrix df,,
linear unabhangig sind.

Betrachte die Hilfsfunktion F : U x R"™™ — R", F(x,y) := f(x)+(0,y).

F ist von der Klasse C¥ und

0
dF(py) = ( dfp ’ 1

n—m

) € Mat,(R).

Da insbesondere dF, oy invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz
eine offene Umgebung W von (p,0) € R", so dass F|yw : W — F(W) ein
Ck-Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung V := F(W) von

F(p,0) = f(p) ist.

Der Ck-Diffeomorphismus ¢ := (F|w)™! : V — W erfiillt dann, wie
gewiinscht, (x,0) = ¢(F(x,0)) = ¢(f(x )) O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang
Submersionen

Satz (Normalform fiir Submersionen)

Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine CK-Abbildung mit
rg(f)p = n < m. lokal eine Submersion.

Dann existiert eine offene Umgebung V' C U des Urbilds p € U und ein
Ck-Diffeomorphismus ¢ : V — (V) C R™, so dass

(fo go_l)(xl, coyXm) = (X1, ..., Xn)

auf (V). Insbesondere ist f lokal eine Submersion.

Hier bekommen wir folgendes Diagramm:

R">UDV - (V)R
NG LT
Rn

1

wobei f o ™" =, also die kanonische Submersion 7 ist.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im Urbild
R™ kénnen wir annehmen, dass die ersten n Spalten der (n x m)-Matrix
df, linear unabhangig sind.

Betrachte die Hilfsfunktion F : U — R™, F(x',x") := (f(x', x"), x"),
wobei (x';x") € UCR" x R™ " x' = (x1,...,%n), X" = (Xnt1y -+ Xm)-

F ist von der Klasse C¥ und

df,
o= (51— ).
Da dF, invertierbar ist, existiert nach dem Umkehrsatz eine offene
Umgebung V C U von p € R™, so dass ¢ := Fly : V — F(V) ein
Ck-Diffeomorphismus ist.
¢ erfiillt dann fiir alle (X', x”) € o(V): (X', x") = F(¢~1(x',x")) und
somit, wie gewiinscht, (¢ 1(x,x")) = x. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang

Satz (Allgemeine Abbildungen von konstantem Rang)
Sei U C R™ offen, p € U und f : U — R" eine CX-Abbildung mit
rg(f) = r auf U.

Dann existieren offene Umgebungen V C U von p und W C R" von f(p)
und CK-Diffeomorphismen ¢ : V — o(V)CR™, ¢ W — (W) CR”,
so dass

(Wofoe ™ H(xt, .. xm)=(x1,...,%,0,...,0)

auf (V).

Beweis. Nach eventueller Umnummerierung der Koordinaten im R und
R" kénnen wir annehmen, dass die quadratische Matrix

fi . ) .
A= (8 (p)> invertierbar ist.
aX.I ij=1 r

ey
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:
Betrachte wieder die Hilfsfunktion F(x) = (fi(x),..., f(X),Xr41s- -y Xm)-

Da
A *
oF, — ( A )

invertierbar ist, existiert eine offene Umgebung V C U von p, so dass
¢ = Fly : V = ¢(V) ein C-Diffeomorphismus ist.

Aus F o p~1(x) = x folgt dann f:(p~1(x)) = x; fiir alle i < r und

x € (V).

Wir kénnen also 0.B.d.A. annehmen, dass fi(x) = x; fir alle i < r.

df, = 1 0 B = ofi
P\ B)’ -~ \ox ij>r+1‘

und aus rg(f) = r folgt nun B =0, d.h. f hangt nur von (xi,...,x,) ab.

Somit ist
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Weiter im Beweis:

Wir haben gezeigt, dass f von der Form f(x) = (x/, f”(x’)) ist, wobei

X' =(xt,...,x) und "= (fi1,...,f).

Sei nun U’ C R" die Projektion von U C R" x R™",

W := U’" x R"" ist eine offene Umgebung von f(p) = (p', f"(p’)), wobei
p’' € R" die Projektion von p = (p/, p"”") € U C R" x R™ " ist.

Es geniigt nun, folgenden Ck-Diffeomorphismus ¢ : W — ¢(W) C R” zu
verwenden:

P(x) = (X, X" = f"(X)) fir x=x,x")eW=U xR"".
In der Tat gilt, wie gewiinscht,

P(F(x)) = P, F1(X)) = (<, F7(X') = F7(x")) = (X', 0). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Abbildungen von konstantem Rang

Beispiel

Die Abbildung f : Mat(n, R) — Mat(n,R), A — f(A) = A'A, hat auf der
offenen Teilmenge GL(n,R) C Mat(n, R) konstanten Rang r = w
wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir kénnen f als Abbildung f : Mat(n,R) — Sym(n,R) in den Unterraum
Sym(n,R) C Mat(n,R) der symmetrischen Matrizen auffassen.

Das Differential dfa : B — B'A+ A'B, Mat(n,R) — Sym(n, R), ist fiir
A € GL(n,R) surjektiv:

Sei C € Sym(n,R). dfs bildet B = 1(A™1)tC auf 1(Ct + C) = C ab.
Daraus folgt rg(f)a = dim Sym(n,R) = w

Somit definiert f eine Submersion GL(n,R) — Sym(n,R) und hat somit

konstanten Rang r = w

657 /677



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Wir wollen nun Teilmengen des Euklidischen Raumes betrachten, die lokal
durch eine Immersion oder eine Submersion gegeben sind.

Bemerkung: Die auf Teilmengen induzierte Metrik

Sei Y C (X, d) eine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d).

Dann definiert die Einschrankung von d auf Y eine Metrik dy auf Y, so
dass (Y, d,) ein metrischer Raum ist. dy heiBt induzierte Metrik.

Beispiel

Die zweidimensionale Einheitssphare

52 =51(0) = {(x,y,2z) € R3|x? + y? + z> = 1} ist eine abgeschlossene
Teilmenge im Euklidischen Raum und beziiglich der induzierten Metrik ein
vollstandiger metrischer Raum.

Die obere Halbsphire {(x,y,z) € S? | z > 0} ist eine offene Teilmenge
der Sphire S? und kein vollstiandiger topologischer Raum.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Definition

Eine bijektive stetige Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen
X und Y heiBt Homomorphismus, wenn auch die Umkehrfunktion
f~1:Y — X stetig ist

Beispiel
Die Abbildung

f:[0,27) — st = {zeCllz| =1}, f(p) = e,

ist stetig und bijektiv, aber kein Hom&omorphismus. Denn die Bildfolge
zp=f(2m — %) € S! konvergiert gegen 1, aber die Urbildfolge

f~1(zy) = 2 — L €]0,2n) konvergiert nicht gegen f~1(1) = 0.

Die Einschrankung von f auf das offene Intervall (0,27) definiert jedoch
einen Homdomorphismus von (0, 27) auf die offene Teilmenge S*\ {1} der
Einheitskreislinie S*.

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten
Definition (Untermannigfaltigkeiten im R")

Eine Teilmenge M C R" heiBt m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit,
wenn es zu jedem p € M eine offene Umgebung V C R”", eine offene
Teilmenge U C R™ und eine CK-Immersion F : U — R" gibt, die U
homdomorph auf die offene Teilmenge VN M von M abbildet.

F heiBt lokale Parametrisierung von M.

Zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten in einem beliebigen R" heiBlen
Flachen.

n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R" heiBen Hyperflachen.
graltig

Beispiel
Die Menge M := {(x,y) € R? | x3(1 — x?) — y? =0} C R?

ist keine Untermannigfaltigkeit.

M\ {(0,0)} ist eine Untermannigfal- /\J{/\
tigkeit. K/%\/

660 /677



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Mannigfaltigkeiten

Man kann den Begriff der Untermannigfaltigkeit verallgemeinern, indem
man sich von dem umgebenden R” frei macht.

Definition (Abstrakte Mannigfaltigkeiten)

Eine m-dimensionale CK-Mannigfaltigkeit besteht aus folgenden Daten:

— einem metrischen Raum M (eigentlich: separabler Hausdorff Raum)

— einer offenen Uberdeckung (V;)ic; von M mit offenen Mengen U; C R™
und Homéomorphismen F; : U; — V;,

so dass fiir je zwei offene Mengen V1, Vo C M mit Abbildungen Fy, und
F\, die Abbildung

FiloFy,: Fl(VinVe) =  FH(Vin V)

von offenen Mengen im R™ ein Ck-Diffeomorphismus ist.
F heiBt lokale Parametrisierung von M oder Karte der Umgebung V C M.

Abstrakte vierdimensionale Mannigfaltigkeiten (mit Zusatzstruktur)

beschreiben die Raumzeit in der allgemeinen Relativitatstheorie. ol or



Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel: Graph einer Abbildung als Untermannigfaltigkeit

Sei U C R™ offen und f : U — R" eine Ck-Abbildung.
Dann ist der Graph von f

MNe={(x,y) e UxR" |y =f(x)}

eine m-dimensionale CK-Untermannigfaltigkeit von R"”, wobei n = m + r.

Denn die Ck-Immersion F : U — R", F(x) = (x, f(x)), bildet U
homéomorph auf F(U) = ¢ ab.

v

Es gilt auch eine Umkehrung: jede Untermannigfaltigkeit des R" |3sst sich
lokal als Graph schreiben.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M, eventuell nach
Umbenennung der Koordinaten des R", offene Umgebungen U' C R™ von
a = (a1,...,ak) und U" CR""™ von 3" := (aky1,...,an) und eine
Ck-Abbildung g : U' — U" gibt, so dass

MO (U xU")={(xX,x")Ye U xU"|x" =g(X)}

gilt. Lokal lasst sich also M als Graph schreiben.

Beweis. Wir miissen nur noch eine Richtung zeigen und nehmen an, dass
M C R" eine Ck-Untermannigfaltigkeit ist. Sei T € R™ und

F: T —=R"

eine lokale Parametrisierung mit F(t.) = a, also eine Immersion, die T
homéomorph auf F(T) = M N U abbildet. Wir kénnen, eventuell nach
Umnummerierung, annehmen, dass die Vektoren
(gradFi(ty),...,gradFn(t.)) linear unabhingig sind.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Nach dem Umkehrsatz bildet £ := (Fy,..., F,) dann eine Umgebung
T1 C T bijektiv und Cluinvertierbar auf eine Teilmenge Uy C R™ ab. Sei
v : Uy — T1 die Umkehrabbildung. Dann hat

G:=Foty:U —»R"

die Form

G(x1,- -y Xm) = (X1, -+, Xm, 8m+1(X), - ga(x")) mit X' :=(x1,...,xm)

Auf einer Verkleinerung U’ C U; hat dann die Abbildung
g=(gms+1,---&n): U = R"™™
alle gewiinschten Eigenschaften: denn x = F(t) fiir t € U’ genau dann,

wenn x = G(v) = (, g(u)).
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiel
Die Sphire S? ist eine C*°-Fliche in R3.
Sie besitzt namlich eine Uberdeckung durch 6 Halbsphiren

HE = {x = (x1,x2,x3) € S?| £ x; > 0} CR®

und jede der Halbspharen ist ein Graph. Zum Beispiel ist
H = {(f(u),uv)|lu € U} mit f: U= {ueR?|ul <1} >R,

fu) = V1= [ulP
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Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum
Beispiel: Die stereographische Projektion der Sphare
Wir betrachten die beiden Abbildungen ¢ : R? — R3 definiert durch

1
px(x,y) = y)||2 (2X,2y,i(||(x,y)H2—l))-

T+ 10 )IP

Beides sind Immersionen mit Im(¢+) C S? (UA).
Seien N* = (0,0, +1) der Nord- und Siidpol der Sphire. Dann sind i
@+ 1 R? — S2\ {N*} Homdomorphismen mit der Umkehrabbildung (UA)

-1 . 2 + 2 -1 o X Yy
Yy - S \{N } — R ) Y4 (X,y,Z).— (1:FZ’]-:FZ>

<p;1 heiBt stereographische Projektion aus
dem Nord/Siidpol. Sie ordnet jedem Punkt
P € S?\ {N*} den Schnittpunkt P’ der
Gerade durch P und N* mit dem

R? = {(x,y,0) € R3} zu.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten als Urbilder unter Abbildungen
von konstantem Rang

Satz

Sei U C R™ offen und f : U — R" eine CX-Abbildung von konstantem
Rang r und q € f(U). Dann ist

M:=f1q)cU

eine CK-Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension m — r.

Beweis. Sei p = (p1, ..., pm) € M. Mit Hilfe der Normalform von
Abbildungen von konstantem Rang r kdnnen wir annehmen, dass

fo(xayeooyxm) = (x1,...,%,0,...,0)

auf einer offenen Umgebung V = Vi x Vo C U C R" x R™~" von p.

Dann ist aber Vo 5 y — (p1,...,pr,y) € V = V4 x V, eine Immersion,
die Vo homdomorph auf MNV = f~Y(py,...,p;,0,...,0) abbildet. O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Beispiele

(i) Die Abbildung f : GL(n) — Sym(n,R), A+ A'A, hat iiberall den
Rang n(n+1)/2. Somit ist O(n) = f~1(1,) C Mat(n,R) eine
(kompakte) C*°-Untermannigfaltigkeit der Dimension n(n — 1)/2.

(i) Man zeigt auf dhnliche Weise, dass U(n) C Mat(n,C) eine
(kompakte) C°°-Untermannigfaltigkeit der (reellen) Dimension n? ist
(UA).

(iii) Sei p € R™1. Die Abbildung f : R™! — R, f(x) = ||x — p||2,
definiert eine Submersion von R"1\ {p} auf R,. Die n-dimensionalen
Sphiren S”(p) = f~1(r?) C R" (r > 0) sind also C>®-Hyperflichen.

(iv) Sei U C R™ offen und F : U — R" eine C*-Abbildung und
s ={(x, F(x)) € UxR"} der Graph von F.

Dann gilt: die Abbildung f : R™*" — R’ definiert durch
f(x,y) :=y — F(x) ist eine Submersion und

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Untermannigfaltigkeiten im Euklidischen Raum

Untermannigfaltigkeiten und Submersionen

Satz

Eine Teilmenge M C R" ist genau dann eine m-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine Umgebung
V C R" gibt und eine CK-Submersion f : V — R"™™, so dass
MNV = f10).

Eine Untermannigfaltigkeit M ist also lokal durch n — m Gleichungen
gegeben.

Beweis. "—" Gegeben sei eine Untermannigfaltigkeit. Sei

F: U — V CR”" eine lokale Parametrisierung, wobei U C R™ und
peEFU)y=MnV.

Wegen der Normalform von Immersionen kdnnen wir annehmen, dass

F:(xtyoooyXm) = (X1, .y Xm, 0,...,0).
f:V-oR,f(x,... %) = (Xm+1, - - -, Xn), ist dann die gesuchte
Submersion.

Die Umkehrung folgt aus dem vorherigen Satz. (]
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Tangentialraum
Definition (Tangentialvektoren)

Sei M C R" eine C-Untermannigfaltigkeit und p € M.

Ein Vektor v € R" heiBt Tangentialvektor an M in p € M, wenn es ein
e > 0 und eine C*-Kurve vy : (—¢,e) — M C R" gibt mit

Y(0)=p und v=+(0).

Die Menge aller Tangentialvektoren an M in p heiBt Tangentialraum in p
und wird mit T,M bezeichnet.

TpM
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VT
Beispiel: Tangentialraum an die Sphare
Sei S" = {x € R"! | ||x||?> = r?} € R™"! die n-dimensionale Sphire vom
Radius r. Wir behaupten, dass dann fiir alle p € S/ gilt
i
T,S = p.

Denn es gilt v € T,M <= 3 eine Kurve
v=1,--,Vnt1) : (—&,€) = S mit 4(0) = p und 7/(0) = v.
Dann gilt r? = (y(t),y(t)) = Zf+11(7,( ))? und somit

0 = Zle=oly(t),(t))
23774 7i(0)(7)'(0)
= <P, V>'
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Satz (Eigenschaften des Tangentialraumes)

Sei M C R" eine m-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit und Tp,M der
Tangentialraum an M in p € M. Dann gilt:

(i) TpM ist ein Veektorraum der Dimension m = dim M.

(i) Sei F: U C R™ — V eine lokale Parametrisierung von M, u € U mit

p = F(u).
Dann bilden die m Vektoren 01F (u), ...,0mF(u) € R" eine Basis von
T,M.
(iii) Sei V C R" eine offene Umgebung von p und
f=(f,...,fpm): V — R™™M eine C1-Submersion, so dass

M NV = f~1(q), wobei g = f(p). Dann ist
T,M = Kemn(df,) = 1= (grad £(p))"
(iv) Insbesondere gilt T,M* = span{grad fi(p), .. .,grad fo_m(p)} C R".
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
span{01 F(u),...,0mF(u)} C T,M (%)

und gradfi(p) L T,M fiirallej=1,...,n—m, (%)
Denn wegen Rang(F) = m und (x) folgt dann dim(T,M) > m. Wegen
Rang(f) = n— m und (xx) folgt ebenso dim(T,M) < n—(n—m)=m.
Sei nun v =)"", vie; € R™ beliebig. Dann definiert ¢(t) := F(u + tv)
eine C1-Kurve (—¢,¢) — F(U) C M mit

c'(0) = dFpv =Y vid;F(u) € T,M.
i=1

Das beweist (x).
Fiir jede C1-Kurve ¢ : (—¢,e) — F(U) C M mit c(0) = p gilt f(c(t)) =q
fir alle t € (—¢,¢) und somit 0 = %L:O f(c(t)) = df,c'(0).

Das zeigt T,M C Kern(df,) = N7_{"(grad fi(p))* und damit (). O
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Tangentialraum
Beispiele:

@ Tangentialraum an die Sphére:
Esist S” = f~1(0) wobei f : R™1\ {0} — R die Submersion ist, die
durch f(x) = ||x||?> — 1 gegeben ist. Damit ist fiir p € S2
T,M = (grad f,)+ = 2pt.

@ Tangentialraum an einen Graphen:
Sei ¢ : U C R™ — R eine CX-Abb. und I', = {(x,¢(x)) € U x R}
der Graph von ¢.
Dann ist F : U — R™1, F(x) = (x,¢(x)) eine Parametrisierung und

Tol, = span ((e;, 0ip(p))°) |, C R™

Ist f:R™TL R, f(x,y) = ¢(x) — y die durch den Graphen
definierte Submersion, dann gilt auch

Tol, = (gradf(p,¢(p)))" = (grad ¢(p), —1)".

Beachte, dass ((grad ¢(p), —1), (e, 9ip(p))) = 0.
Analoge Aussagen gelten natiirlich auch fiir p : U — R" mit r > 1
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Extrema mit Nebenbedingungen
Satz (Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, U C R" offen und
f:U— R im Punkt p € M N U differenzierbar

(i) Wenn die Einschrinkung F := f|ynm im Punkt p ein lokales
Extremum annimmt, so ist

(*) T,M C Kern df, = (grad f(p))*.

(i) (x) gilt genau dann, wenn es Konstanten A,
Lagrangemultiplikatoren) gibt mit

..., A\r € R (sogenannte
grad f(p) = Y _ Ajgrad hy(p),
j=1

wobei r :==n—mund h= (hy,...,h): U—R" eine C*-Submersion
ist, so dass M N U = h~1(0).

v
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Beweis. Sei ¢ : (—¢,£) = M N U C R" eine C*-Kurve in der
Untermannigfaltigkeit mit ¢(0) = p. Dann hat die Funktion

foc:(—e,e) = R ein lokales Extremum in 0 und somit

d

0=2
dt],_g

f(c(t)) = dfpc’(0) = (grad f(p), c'(0)).
Das beweist (i), d.h. T,M C (grad f)*. Das impliziert aber
grad f € (T,M)*L. Damit folgt (ii) aus

T,M* = span{grad hi(p), ..., grad h,(p)}.
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Der Umkehrsatz und seine Anwendungen Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel

Hiermit konnen wir (erneut) zeigen, dass jeder symmetrische
Endomorphismus A eines endlichdimensionalen Euklidischen Vektorraums
V einen Eigenvektor hat:

Da die Einheitssphare S = 57(0) C V kompakt ist, nimmt die

quadratische Form
S - R

x = f(x):=3(x,Ax)
als stetige Funktion in einem Punkt p € S ihr Minimum an.

Nach dem vorherigen Satz gilt also
grad f(p) = Ap € (T,S)* = Rp,

d.h. p ist ein Eigenvektor von A. Der Lagrangemultiplikator ist der
Eigenwert.
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Kapitel 22

Gewohnliche Differentialgleichungen J
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Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewdhnliche Differentialgleichung (DG) besteht aus einer oder
mehreren Gleichungen an eine oder mehrere Funktionen einer Variablen
und deren Ableitungen.

Wir kennen schon einige Differentialgleichungen:

]

Die differenzierbare Funktion x : R — R, t — x(t) erfiille die DG
x'(t) = 0. Jede Losung ist dann von der Form x(t) = ¢, wobei c € R
eine Konstante ist. Wir miissen noch eine Anfangsbedingung (AB)
stellen: x(ty) = ¢, um die Lsung festzulegen.

Die DG zweiter Ordnung x”(t) = 0 hat die Lésungen x(t) = at + b
wobei a, b € R Konstanten sind. Diesmal miissen wir zwei
Anfangsbedingungen stellen: x(to) = by und x’(ty) = ap. Dann ist
x(t) = ao(t — to) + bo eine Losung.

Die DG x/(t) = t? mit der Anfangsbedingung x(0) = c hat die
Losung x(t) = 13 + c.

Die DG x/(t) = x(t) mit der AB x(0) = ¢ hat die Lésung x(t) = ce’.

v
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Warum interessieren wir uns fiir Differentialgleichungen:
Die Bewegung eines Punktes im R3 wird beschrieben durch eine Kurve im
R3
x:R — R3
t = x(t) = (a(t), x(t), x3(t))
x'(t) gibt dann die Geschwindigkeit und x”(t) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F, die vom Ort x, der Zeit
t und der Geschwindigkeit x’(t) des Punktes abhingt, d.h. F = F(x, x', t).
Das Newtonsche Bewegungsgesetz der Mechanik hat dann folgende Form
m - x"(t) = F(x(t), X' (t), t).

Unter der Annahme, dass F und die Anfangswerte x(tp) und x’(tp)
bekannt sind, versucht man, die Bewegungskurve des Punktes zu
berechnen.

Dies ist ein Anfangswertproblem der Form

1
X"(t) = ;F(X,X’, t), x(to) =x0, x'(to)= vo.
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Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
Definition (Gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung)

Sei Q C R? und f : Q — R eine stetige Funktion.
@ Dann heiBt die Gleichung

X(t) = f(x,t) (1)

Differentialgleichung erster Ordnung in x. Meist schreiben wir auch
nur x' = f(x, t).

o Unter einer Lésung der DG (1) versteht man eine auf einem Intervall
I C R differenzierbare Funktion ¢ : | — R, so dass

(i) (o(t),t) € Q firalletel,

(i) ¢'(t) = f(o(t),t) firallet € 1.

@ Seity € | und c € R. Eine Lésung ¢ der DG (1) mit p(ty) = ¢ heiBt
Lésung des Anfangswertproblems (AWP) zu (1) mit der
Anfangsbedingung

x(tp) = c. (2)

y
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Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Definition (Gewohnliche Differentialgleichung hoherer Ordnung)
Sei Q C R xR und f : Q — R stetig.

x(k) = flx,x,... , xk=1) t)

heiBt gewdhnliche Differentialgleichung k-ter Ordung.

@ Unter einer Lésung versteht man eine auf einem Intervall | C R
definierte k-mal differenzierbare Funktion ¢ : | — R, so dass

(i) (®(t),t) € Q fiir alle t, wobei & := (p,¢’, ..., kD) | — Rk und

(i) () = Fle(t), @'(t),. ..,k V(2), t) fiir alle t € I.
@ Seitg €l und (cy,...,ck) € RX. Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (3) und

X(to) =
X’(to) = (o))

X(k_l)(to) : Ck




Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Definition (Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen)
Sei Q C (RM* x R und F : Q — R" stetig.

xK) = F(x,x',..., x%1) 1) (5)

heiBt System gewéhnlicher DG'en k-ter Ordung an x = (xq, ... Xp)-
@ Unter einer Lésung versteht man eine differenzierbare Kurve
p: Il — R" mit
(i) ((t),t) € Q fiir alle t, wobei ® = (¢, ', ..., k1) : | — R™ und
(i) R(t) = Flo(t), @' (t),...,*1(t), ) fur allet € 1.
@ Seity €l und c,...,cyx Vektoren in R". Das Anfangswertproblem ist
gegeben durch (5) und

X(to) =
X’(to) : Co (6)
X(k_l)(to) = Ck




Reduktion von Systemen hoherer Ordnung
Satz

Sei F:Q C (R")* x R — R" stetig und F* : Q — (R")k definiert durch

F*(¥o,-- -, Yk—1,t) :i= (y1,-- > Yk—1, F(¥0, - - -, Yk—1, t)), wobei y; € R" fiir
alle j € {0,...,k —1}. Dann gilt:

(1) Ist x : I — R" eine Lésung des AWP's k-ter Ordnung

x(to)

al
x5 = F(x,...,x* "V t) mit AB’en : (7)
X(kfl)(to) —] ak7
so st y = (x,x’, e ,x(k_l)) : | — R™k eine Lésung des AWP's
y'=F*(y,t), y(to)=(a1,...,a) (8)

(2) Isty = (yo,...,yk—1): | — (R")X eine Lsg. des AWP’s (8) erster
Ordnung, so ist yp : | — R eine Lsg. des AWP's (7) k-ter Ordnung.

y
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Beweis: Nach Definition von F* ist y'(t) = F*(y(t), t) aquivalent zu

= (1),

) )
n(t) = y(t),

Yio(t) = yr—1(t),
y[ifl(t) = F(yOa"'vyk—bt)'

Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) st (7) = y(t) = (x(t),...,xV (1)) lost (8)
y(t) lost (8) = x(t) = yo(t) lost (7). O
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N  D-finition und Beispiele
Beispiel: Schwingungsgleichung ohne Reibung
Die Bewegung einer Masse m, die reibungsfrei an einer Feder auf der
x-Achse um 0 gleitet, wird beschrieben durch die DG zweiter Ordnung

X"(t) = —%x = F(x,x';t) mit F: R?> xR — R, F(x0,x1,t) = —ﬁXo-
(9)

Wir fiihren nun (9) auf das System erster Ordnung zuriick
(o (1), ¥1(1)) = (1), = y0(1) = F*(v0, 31, 1),

wobei F*: R? x R — R?, F*(yo,y1,t) = (y1, F(y0, 51, 1)) = (1, —§YO)-
Das heiBit, x(t) l6st genau dann (9), wenn (yo(t), y1(t)) := (x(t), x'(t))
folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung |6st

( ¥o(t) ) _ ( (1) ) _ ( 0 1 > ( yo(t) )
y1(t) — e yo(t) —w 0/ \n() )’
d.h. y/(t) = A- y(t), mit einer konstanten Matrix A: dies ist ein lineares

Differentialgleichungs-System mit konstanten Koeffizienten.
. 6867764




Autonome Differentialgleichungen und Vektorfelder
Definition
o Ein DG-System der Form x(K) = F(x, ..., xk=1), bzw. x' = F(x)

falls k = 1, heiBt autonom. Entscheidend ist, dass F nicht von t
selbst abhangt.

o Ein stetiges Vektorfeld (ab jetzt, kurz: Vektorfeld) auf einer offenen
Menge U C R" ist eine stetige Abbildung V : U C R" — R".

@ FEine C'-Kurve 7y, : (—¢,€) C R — U heiBt Integralkurve des
Vektorfeldes V' durch xo € U, falls gilt

’y)'q)(t) = V(v%(t)) firalle t € (—e,e) und 7,(0) = xo.

Der Vektor V(7 (t)) des Vektorfelds ist gleich dem Tangentialvektor der
Kurve 7y, in t. Die Integralkurven eines Vektorfeldes V' : U C R” — R”"
sind also Lésungen der autonomen Differentialgleichung

v'(t) = V(y(t)) mit der Anfangsbedingung v(0) = xo.
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Beispiel: Lineare Vektorfelder auf dem R?
@ Sei A € R und U : R? — R? ein Vektorfeld definiert durch

U(x,y) = A - (x,y). Eine Integralkurve von U durch
p = (x0, o) € R? ist dann gegeben durch

’YP = e)\tp7

denn ~)(t) = A¥tp = Mya(t) = U(rp(1)).

@ Sei V das Vektorfeld V(x,y) = (—y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cos t,sin t), denn
vp(t) = r’(=sint,cost) = V(7,(t)). [Siehe Graphik]

@ Sei W das Vektorfeld W(x,y) = (y, x). Eine Integralkurve durch
p = (r?,0) ist dann gegeben durch 7,(t) = r?(cosh t,sinh t), denn
v,(t) = r?(sinh t, cosh t) = W(y,(t)). [Siehe Graphik]
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Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialgleichungen der Form
x' = F(x,t)

wobei F : R x R — R stetig ist. Eine Losung ist also eine differenzierbare
Funktion x: | CR — R.

Wir geben elementare Lésungsmethoden an, fiir Falle, in denen F eine
einfache Gestalt hat. Diese Verfahren basieren meist auf der Mdglichkeit
der Trennung der Variablen.

Grundidee:

F sei von der Gestalt F(x,t) = f(t)- g(x), die Gleichung also

x'=f(t) - g(x).

Formal gilt dann % = f(t)g(x) und deshalb % = f(t)dt; Integration
liefert die Losung der Differentialgleichung.
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Trennung der Variablen
Definition
Eine DG mit getrennten Variablen ist eine DG folgenden Typs

X'(t) = f(t) - g(x(t)) mit Anfangsbedingungen x(tp) = xo, (10)

wobei die Funktionen f : j - R und g : b — R\ {0} stetig sind,
(to,x0) € h X kh und I, kb C R offene Intervalle.

Satz (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Sei G eine Stammfkt. von é auf by und G~ die Umkehrfkt. von G. Das
AWP (10) besitzt auf einem Intervall J C I, um ty die eindeutige Losung

t
x(t) = G1 (G(xo) - / f(s) ds) :
to
Das Intervall J ist gegeben durch das Innere der Menge
t
{t eR| G(xo) —I—ff(s)ds S Im(G)}. 691 / 784




Beweis.

Existenz: Da die Funktion é stetig und ohne Nullstellen ist, ist ihre
Stammfunktion G streng monoton und somit umkehrbar mit
G1:Im(G) — I. Setze

t

x(t) =Gt G(xo)+/f(s)ds ;

to
nach der Kettenregel ist die Ableitung

¥(6) = Gy (C00) + [ ) ds) = elx(e) - (0

to
also erfiillt x(t) die DG (10). Es gilt x(tg) = xo. Die Funktion x(t) ist
t
definiert fiir diejenigen t, fiir die G(xo) + [ f(s) ds € Im(G).
to
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Weiter im Beweis.
Eindeutigkeit: Sei x eine Lésung von (10)

Wir integrieren die Gleichung )((X((?)) f(t) von tg bis T nahe to:

T X/(t) B T
/to 2(x(1)) dt_/t0 f(t) dt.

Die Substitution x = x(t) ergibt dx = x/(t) dt und

T x(T) Ix
/ 0 dt:/ X G(x(T)) = Glxo)

to X0 g(X)

fir G die Stammfunktion von é. Da G monoton ist, ist die Losung x
eindeutig bestimmt. O
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Beispiele
@ Jede autonome DG x’ = g(x), x(tp) = xp ist eine DG mit getrennten
Variablen, wobei f = 1. Ist G eine Stammfunktion von 1/g, so ist
x(t) := G7(t + G(xo) — to) eine Lésung.
Sei z.B. X’ = x mit x(0) = ¢ > 0. Dann ist g(x) = x und eine
Stammfunktion von 1/g = 1/x ist G(x) = In x mit Umkehrfunktion
G 1(x) = e*. Somit ist die Losung gegeben durch

x(t) = G (t+Inc) =eftinc = ¢ . ¢l

@ Sei x’ = t - x?> mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢ # 0. Dann ist
g(x) = x2 und eine Stammfunktion von 1/g = 1/x? ist G(x) = —1
mit Umkehrfunktion G~1(x) = —1. Andererseits ist fot sds = 1t2.
Somit ist die Losung gegeben durch

694 /784



Euler—homogene Differentialgleichungen
Definition
Sei f : | — R stetig. Eine Euler—homogene DG ist eine DG vom Typ

X(t)y="f (@) wobei  (x,t) so dass % el (11)

Losungsmethode: Die Substitution u(t) := (t) ergibt

/ X t—x 1 / X (171) 1
o= T = (K -3) = () - ).
Lost x(t) die DG (11), so I6st u(t) = X(t) die DG mit getrennten Variablen
1
u'(t) = —(f(u) = u). (12)

Umgekehrt ist fiir jede Lésung u(t) der DG (12) die Funktion
x(t) = t- u(t) Lésung der Euler—homogene DG (11), denn
X =t +u® flu)—u+u = f(%)
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Beispiel fiir Euler-homogene Differentialgleichungen

Wir betrachten die DG x’ = 1 + ¥ mit der Anfangsbedingung x(1) = xo,
und wir suchen Losungen auf (0, 00). Dann gilt

x(t) xt—x 1 1
U(t):T = U/:T:tj(t-i-X—X):E.

Somit ist u/(t) := 1 mit u(1) = xo zu I8sen. Die Lésung ist aber
offensichtlich gegeben durch u(t) = In(t) + xp. Folglich erhalten wir als
Lésung fiir die DG x' = 1 + ¥ mit Anfangsbedingung x(1) = xo die

Funktion

x(t) = t(In(t) + x0) fir alle t € (0,00).
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Lineare Differentialgleichungen
Definition

Eine lineare Differentialgleichung ist eine DG der Form

X' (t) = p(t)x(t) + q(t), (13)

wobei p, g : | — R stetige Funktionen sind. Ist die Storfunktion g(t) =0,
so heiBt (13) homogene lineare DG, andernfalls inhomogene lineare DG.

v

Satz (Homogene lineare DG)

Jede Lésung einer homogenen, linearen DG x" = p(t)x ist gegeben durch
X(t) =C- efp(t)dt s
wobei ¢ € R konstant und [ p(t)dt eine Stammfunktion von p ist. Das

AWP x" = p(t)x mit der Anfangsbedingung x(ty) = xo hat genau eine
Losung x : | — R

t
p(s) ds
X(t) = X0 - efto ) . 697 / 784




_ Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung
Beweis. x’ = p(t)x ist eine DG mit getrennten Variablen. Somit ist die
Losung des Anfangswertproblems eindeutig gestimmt.

In der Tat erfiillt x(t) = xo - & 7o P % das AWP, denn

X'(t) = xo- eJio P)s (/tt p(s)ds) = x(t)p(t) und x(ty) = xo.

O
Die “allgemeine Lésung” von x/(t) = p(t)x(t) ist von der Gestalt
x(t) = c - e/ POt mit ¢ € R.
Satz
Sei xs : | — R eine spezielle Lésung der inhomogenen linearen DG

x" = p(t)x + g mit g # 0. Dann erhilt man alle Lésungen x der
inhomogenen Gleichung mittels x = x5 + x. mit einer Lésung

xe(t) == cel P(t)dt

der homogenen Gleichung x" = p(t)x.

Beweis. x — x; 16st die homogene lineare Gleichung. 608 /64



Wie findet man nun eine spezielle Lésung xs der
inhomogenen Gleichung x" = p(t)x + q(t)?

1. Methode: Variation der Konstanten

Wir betrachten eine Lésung x(t) = ¢ - e/ P(1)9t der homogenen, linearen
DG x" = p(t)x und machen den folgenden Ansatz: Angenommen,

xs(t) := c(t)efp(t) e

|6se die inhomogene, lineare DG x” = p(t)x + q(t).
Man bestimmt daraus die Funktion c¢(t). Es gilt

p(t)xs +q(t) = xi = (t)-ef PO L c(t). p(t)-efP(t)dt
= c(t)- el PO L p(t) - xo(t).

Folglich muss ¢/(t) = q(t) - e~/ P(0) 4t gelten und somit
c(t) = [q(t)-e S PO gt Mit dieser Funktion ist xs(t) = c(t)e/ P(t) ¢t
eine Lésung der inhomogenen, linearen DG x" = p(t)x + q(t).

v
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Beispiel zur Variation der Konstanten
Wir betrachten die inhomogene, lineare Differentialgleichung

= tx+ tel’  mit Anfangsbedingung x(0) = xo.

e Allgemeine Losung der homogenen DG x’ = tx ist x(t) = cext’

. . 1,2 . . ;
e Variation der Konstanten: Sei xs(t) = c(t)e2"" eine spezielle Lésung.

N

t

X(t) = d(B)e? +c(t)teT = (t)eT +bu(t) S d(t)eT =

S

_l’_

N

Folglich ist ¢’ te% = %) und somit ¢(t) = ez.

(e
e Spezielle Lésung: xs(t) = et’ der inhomogenen, linearen DG.
2

o Allgemeine Lésung x(t) = e’ + cez mit c € R.
e Konstante ¢ aus AB x(0) = xo gibt xo = 1 + ¢ und somit

+2

2
x(t)=ez2 (e? + x0 — 1).

als eindeutige Losung des Anfangswertproblems (14).

(14)

2
tet
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2. Methode: Ansitze fiir x; bei p(t) = p # 0 konstant

Wir betrachten die inhomogene lineare DG x'(t) = px(t) + q(t) mit p # 0

konstant.

(1) Ist die “Storfunktion” g(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen
Koeffizienten, so setze fiir xs(t) ein Polynom Q vom Grad m an.

(2) Ist g(t) von der Form h(t) - e, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q(t) - e (p # a) bzw. t- Q(t) - e®* (p = a) an mit h, Q wie oben.
(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder
h(t) - sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Q1(t) - cos(bt) + Q(t) - sin(bt) an.
(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - et oder
h(t) - sin(bt) - e, h € R[t], b # 0, so setze fiir xs(t) die Funktion
Qu(t)e? - cos(bt) + Qa(t)e - sin(bt) an.
Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DG ein und
berechnet die Koeffizienten des Polynoms Q(t) durch
Koeffizientenvergleich.
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_ Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung
Die Bernoullische Differentialgleichung

Definition
Eine Bernoullische DG ist eine DG des folgenden Types

xX'(t) = p(t)x(t) + q(t)x(t)", (15)

wobei aw € R\ ({0} U{1}) und p,q : | — R stetige Funktionen sind.

Eine Bernoullische DG wird durch die Substitution |u(t) := x(t)}~®
behandelt. Man erhilt

Vo= (1-a)x* X =2 (I —a)x *(p(t)x + q(t)x“)
= (1—a)p(t)x'"* + (1 — a)q(t)
= (1 =a)p(t)u+(1-a)q(t),

also eine inhomogene lineare DG fiir u(t). Aus deren Losung u(t) erhilt
1
man x(t) = u(t)T== als Lésung der Bernoullischen DG.
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Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung
Wir betrachten eine Bernoullische DG

xX'=—x+tyx, dh a=1/2. (16)
e Wir setzen u(t) := x(t)% und erhalten

/
u =

3y 1O

%x_%(—x—kt\/)_() = _%X%+%t:—%u+%t. (17)

N[

e Fiir die homogene lineare DG ' = —1u erhilt man als allgemeine
.. 1
Lésung u(t) = c-e 2%

e Um eine spezielle Losung us der inhomogenen, linearen DG (17)
u = —%u + %t zu finden, machen wir den Ansatz mit einem Polynom

ersten Grades als Losung: us = at + b. Daraus ergibt sich

1 1 1 1
a =u, = —pUs ot = _E(at+b)+§t'

Dies hat die Lésung a =1 und b = —2, also us(t) =t — 2.

O3t



Weiter im Beispiel zur Bernoullischen Differentialgleichung

Damit haben wir mit us(t) = t — 2 eine spezielle Lésung der inhomogenen
1

DG (17) gefunden. Somit ist u(t) =t — 2+ c e~ 2" eine allgemeine
Losung der inhomogenen, linearen DG (16), und wir erhalten

x(t) = (t —2+c e‘%‘>2

als allgemeine Losung der Bernoullischen Differentialgleichung (16)
x'=—x+ ty/x.

704 /784




_ Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung
Exakte Differentialgleichung

Sei V = (P,Q): UC R? — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
R?. Falls es eine zweimal stetig differenzierbare Funktion F : U — R gibt
mit

gradF (x1,x2) = V(x1, x2) = (P(x1, x2), Q(x1,x2)) ,
eine sogenannte Potentialfunktion des Vektorfelds V, so muss wegen des
Lemmas von Schwarz gelten

oP 0°F 0°F 0Q

I — = 9% 1
aXz 8X28X1 8X18X2 (9X1 ( 8)

Bemerkung

Ist die offene Menge U sternformig, so findet man zu jedem stetig
differenzierbaren Vektorfeld V = (P, Q) : U — R2, welches 92 = 2¢

2 Ox1

erfiillt, auch eine Potentialfunktion F € C?(U,R), also V = gradF.
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_ Elementare Lésungsmethoden fiir DG'en 1. Ordnung
Exakte Differentialgleichung

Definition
Seien P, @ € C(U,R), U C R? offen, zusammenhingend und gelte auf U
g—gzgixi, und Q # 0. (19)
Dann heiBt die (gewdhnliche) Differentialgleichung
P(t,x(t)) + Q(t,x(t)) - X'(t) =0 (20)

exakte Differentialgleichung. (19) heiBt die Integrabilitdtsbedingung.

Satz

Sei F € C2(U,]R) eine Potentialfunktion, also g—; = P und g—)g =Q. Es
gelte Q # 0; dann erhalt man eine Losung der exakten DG (20) mit der
AB x(tp) = xo durch Auflésen der (Erhaltungs-)Gleichung

F(t,x) — F(to,x0) =0 nach x.

y
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Beweis. Wegen des Lemmas von Schwarz ist die Integrabilitdtsbedingung
(19) erfiillt, d.h. es liegt eine exakte Differentialgleichung vor.

Da g—x";(to,xo) = Q(to, x0) # 0, folgt nach dem Satz iiber implizite
Funktionen die eindeutige Auflésbarkeit von F(t, x) — F(to, xp) = 0 nach x
in (to — &, to + €). Das heiBt, es existiert eine C'—Funktion

x:(to—e,tp+¢) — R mit x(tr) = xo und
F(t,x(t)) — F(to,x0) =0 .

Differenzieren nach t ergibt

OF OF oy
8—X1(t,x(t)) + a—xz(t,x(t))l-x (t)=0.

—P(t.x(t)) —Q(tx(t)

Somit erfiillt die Auflésung nach x(t) die exakte Differentialgleichung. O

707 /784



Beispiel zur exakten DG
Wir betrachten die DG (t + x + 1) + (t + x)x’ = 0 mit AB x(t) = xo
auf dem Gebiet U = {(x1,x2) € R? | (x; + x2) > 0}. Diese ist exakt

9P _ 1 —

Q(Xl,Xg) = x1 + xp, also )

o)

Q|
3]

X

i

P(x1,x2) = x1 + x2 + 1,
Eine bis auf eine Konst. ¢ eindeutige Potentialfkt. F von (P, Q) ist

F(X17X2) = %(X1 +X2)2 +x1+cC

Wir I8sen 0 = F(t,x) — F(to, x0) = 3(t +x)? + t — 3(to + x0)? — to nach
x auf und erhalten (t + x)? = 2(to — t) + (to + xp)? und somit

x(£) = /(0 + x0)?2 + 2(t0 — 1) — 1,

da x + t > 0. Die Funktion x(t) ist Losung der gegebenen DG und der
Definitionsbereich von x ist {t € R | tp + gt"+—2X°L2 > t}.
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Exakte Differentialgleichung: Integrierender Faktor (*)
Ist die Bedingung g—g = g—g fiir die DG P+ Q- x’ = 0 nicht erfiillt, so kann
die Exaktheit durch die Multiplikation mit A € C(U) erreicht werden.

Definition
Eine stetige Funktion A € C1(U), X # 0 heiBt integrierender Faktor
(Eulerscher Multiplikator) der DG P+ Q - x’ =0, falls 8(/\"3) ag)\(?)‘

Es ist dann (AP) + (AQ) - X' = 0 exakte DG mit unveranderten Lésungen.
Beispiel
Sei U= {(x1,x) € R?| x1, xo > 0}. Wir betrachten die DG

5t* +2x3 +3tx% - x' = 0. (21)

Hier ist 92 = 6x2 # 95 aQ = 3x32, das heiBt (21) ist nicht exakt. Aber die
Funktlon )\(xl,xz) = x1 ist ein integrierender Faktor fiir die DG (21); wir
konnen die exakte DG 5t° + 2tx3 + 3t2x2 - x' = 0 Iésen.

v
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewohnliche DG'en

Wir haben gesehen, wie sich bestimmte gewdhnliche DG'en (eindeutig)
[6sen lassen. Im folgenden Abschnitt wollen wir allgemeine Aussagen iiber
die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen machen.

Dazu muss die “rechte Seite” f eine Bedingung erfiillen, die starker ist als
die der Stetigkeit und die wir schon vom Schrankensatz kennen.

Definition
Sei Q CR™ x R" und f : Q — RK, (x,t) — f(x, t).

f heiBt auf einer Teilmenge K C Q beziiglich x Lipschitzstetig mit der
Lipschitzkonstanten Lk > 0, wenn

1 (x1, 1) = Fx2, )] < Lilxa — x|l (*)

fiir alle (x1,t), (x2, t) € K.

f heiBt auf Q) beziiglich x lokal Lipschitzstetig, wenn es zu jedem p € 2
eine Umgebung U von p gibt, so dass (x) fiir alle (x1,t), (x2,t) € UNKQ
mit einer Konstanten Ly gilt, die von U abhingen kann.

v
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Bemerkung zur Lipschitzstetigkeit

Wir erinnern an den Begriff der gleichmaBigen Stetigkeit: Eine Abbildung f
zwischen zwei metrischen Raumen heit gleichmaBig stetig auf X, falls es
fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass f(Bs(x)) C B:(f(x)) fir alle x € X.
Es gilt:
Lipschitzstetigkeit = gleichm. Stetigkeit = Stetigkeit.

Die erste Implikation beweist man, indem man § = % wahlt.
Beispiele:

@ f(x) = cos(x) ist nach dem Schrankensatz Lipschitzstetig auf ganz R

mit Lipschitzkonstante L = 1.

o F:Ry =R, f(x):= % ist stetig, aber nicht gleichmaBig stetig, denn

F(x+8) = f(x) = 5 — 5 = xgepsy —x—0 -

e f:[0,1] — R, f(x) := y/x ist als stetige Abbildung auf einem
Kompaktum gleichmaBig stetig, aber nicht Lipschitzstetig auf

Intervallen (O, a) und damit nicht lokal Lipschitzstetig, denn
’f(X) f( y)’ ‘

’f+f‘ Xy =0 0%

711 /784



_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Lipschitzbedingung

Satz (Lipschitzbedingung)

Sei Q C R™ x R offen und f : Q — R" von der Klasse C1, d.h. stetig
differenzierbar. Ist K x [a, b] C Q mit K kompakt und konvex, dann ist f
auf K X [a, b] beziiglich x Lipschitzstetig. Insbesondere ist f auf Q
beziiglich x lokal Lipschitzstetig.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Schrankensatz, der sich

wiederum aus dem Mittelwertsatz ergab: Da K x [a, b] C Q kompakt und
konvex ist und f stetig differenzierbar, ist nach dem Schrankensatz f auf
K X [a, b] C Q Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L. Insbesondere gilt

1 (x1, 1) = Fx2, 8] < Ll[(x1, ) = (x2, 1) | = Ll (a = x2, 0) | = Llx1 = xall,

und somit ist f auf K X [a, b] Lipschitzstetig beziiglich x. O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Ansage

Im Universitatskolleg-Projekt “Studierfahigkeit” sollen die Anforderungen
in der Studieneingangsphase untersucht werden. Dafiir werden Personen
gesucht, die dariiber Auskunft geben konnen, welche Anforderungen
Studierende in der Studieneingangsphase bestimmter Studienginge zu
meistern haben. In einem Interview, das ca. 45-60 Minuten dauert, soll
nach Situationen gefragt werden, die fiir ein gelingendes Studium
entscheidend sind.

Gesucht werden Studierende, die gerade das 2./3. Semester absolviert
haben. Bei Interesse melden Sie sich bitte bei
elke.bosse@uni-hamburg.de
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Der Satz von Picard—Lindelof

Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—-Lindel&f)

Sei F: UCR" xR — R" stetig, (xo,t) € U und a, b > 0 so, dass

Q = Bp(x0) X [to — a,to + a] C U,
wobei Bp(xp) := {x € R" | ||x — xo|| < b} die abgeschlossene Kugel vom
Radius b um xq ist. Sei F Lipschitzstetig auf Q bzgl. der x—Variablen und

b
M := max ||F(y,t und o :=min(a,— |.
i [F (.0 < M)

Dann hat das AWP

x" = F(x,t), x(to) = x0 | genau eine C1-Lésung

x:[to—o,tp+0] CR— R,

fiir die gilt x(t) € Bp(xo) fiir alle t € [ty — o, tp + o).

v
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L Gewehnliche DifferentialgISichungen Existenz und Eindeutigkeitssitze fiir gewdhnliche DG'en
Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz auf eine Abbildung
zwischen Funktionenrdumen anwenden. Sei | := [ty — o, to + o]. Dazu
betrachten wir um die Funktion, die konstant xg ist, die abgeschlossene
Kugel By im Banachraum (C(/,R"),||.||s), d.h.

K == {peCLR)|p(t) —xl <b Veel}

Da K eine abgeschlossene Teilmenge im vollstandigen metrischen Raum
(C(I,R"), dx) ist, ist K selbst ein vollstandiger metrischer Raum. Wir
betrachten nun den Integraloperator

H . K — C(I,R"
X (H(X)Ztl—>X0+fttF(X(S),S)dS).

Wegen der Wahl von o := min (a, &) gilt H: K — K, denn
|Holt —xo\—u/ Sl < Mo < ME — b,
Ein Fixpunkt von H ist nun eine Losung des AWP's, denn

x(t) i Hx(t) = X0+/t F(x(s),s)ds <= X(t)= F(x(t),t),x(to) = xo-
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Weiter im Beweis: Ist L Lipschitzkonstante von F, so ist H
Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante Lo, denn

i)~y < | IFGe(s). s)— F(y(s).s)ds < L / lx(s) — y(s) s

(22)
und somit ||Hx — Hy||oo < Lo||x — y|so-
Um mittels des Banachschen Fixpunktsatzes einen Fixpunkt zu finden,
muss H kontrahierend sein. Im allgemeinen ist H aber nicht kontrahierend
Wir fiihren daher eine neue Norm ein, bzgl. derer H kontrahierend ist.
Dazu wahlen wir eine beschrankte Funktion o € C(/,[r, s]) und definieren

eine modifizierte Norm auf C(/,R)

lplla == max|[e*Pp (1) ]I
tel

auch (C(/,R"), ||.|lo) ein Banachraum und K C C(/,R") abgeschlossen
beziiglich ||.||o- D.h. auch (K, d,) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Diese ist aquivalent zu ||.||co, denn e"||¢]loo < |l@lla < €°]|¢]|co- Damit ist
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Ende des Beweises: Wir wahlen nun «o(t) := —L|t — ty|, somit
a € C(I,[-Lo,0]). Multiplizieren wir nun die Ungleichung (22) mit
e(t) = e=Llt=tl o erhalten wir fiir alle t € /

t
’ L ea(®) / e~ ||x (s) — y (s)|| ds

to

IN

&) (Hx () = Hy (2)

t
< Letltul| / et =olds | [|x — y]),
to

N—_————
:%(eLIt*fo\_l)

(1-e) Ix =l
D.h. aber, dass H kontrahierend ist beziiglich d,:
IHx — Hyll, < (1—e ") [Ix—yl,
—_——

<1

IN

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist H konstant oder hat genau einen
Fixpunkt x € K und somit genau eine Losung x des Anfangswertproblems
x" = F(x, t) und x(tp) = xo mit dem Definitionsbereich | = [ty — o, tg + 0]

und dem Bild x(/) C Bp(x0)). g



_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Approximative Losung des AWP's

Folgerung

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard—Lindelof liefert der
Banachsche Fixpunktsatz ein Verfahren zur Approximation der Losung des
Anfangswertproblems x' = F(x,t), x(tg) = xo: Sei

wo(t)=x0, w1:=Hpo, ..., @n=Hpp1, ...

iterativ definiert. Dann konvergiert o, gleichmaBig gegen die Lésung x des
AWP’s in (C(I, Bb(x0)), ||-||cc). Die Abschidtzungen in jedem Schritt liefern

M L"
Ix(t) = en(D)]l < m!t—to!”“-

Zum Beweis dieser Folgerung benutzt man den Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes und eine Induktion iiber n.
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Lokale Version des Satzes von Picard—Lindel6f

Folgerung (Picard-Lindelof lokal)

Sei F: U C R" xR — R" eine stetige Abbildung, die lokal
Lipschitzstetig bzgl. x ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung
(x0, to) € U ein e > 0 und eine eindeutige Lésung

©Oxo - (to— &, to +¢) = R" des AWP's x' = F(x, t) mit x(tp) = Xo.

Beweis. Da F lokal Lipschitzstetig ist, finden wir zu jedem (xo, tp) € U
eine Umgebung V auf der F Lipschitzstetig ist mit Lipschitz-Konstante L.
Darin finden wir nun eine kompakte Menge Q = B;s(xp) x [to — €, to + €],
so dass € < §/M und Le < 1 (M wie im Beweis des Satzes).

Im Beweis des Satzes hatten wir gesehen, dass Le die
Kontraktionskonstante fiir den Integraloperator H ist, d.h. dass H fiir
dieses ¢ kontrahierend ist. Die Behauptung folgt nun wieder aus dem

Banachschen Fixpunktsatz. O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Eindeutigkeit der Losung

Wir brauchen ein Lemma:
Lemma

Sei I C R ein Intervall. Sei D C I eine nicht-leere Teilmenge, die in / offen
und abgeschlossen ist. Dann gilt D = /.

Beweis. Angenommen, D C [, dann ist die Menge / \ D nicht leer, offen
und abgeschlossen. Finde p; € D und p; € I\ D. Wir kénnen 0.B.d.A.
annehmen, dass p; < p» gilt. Definiere

p:=sup DN [p1,p2] -

Dann muss p € D oder p € |\ D gelten.

e Angenommen, p € D. Da D offen ist, finde € > 0, so dass auch noch
(p—€,p+€) C D, im Widerspruch dazu, dass p obere Schranke ist.

e Angenommen, p € I\ D. Da auch I\ D offen ist, finde € > 0, so dass
(p—€,p+e€)C I\ D, im Widerspruch dazu, dass p kleinste obere
Schranke ist. O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Satz (Eindeutigkeitssatz)

Sei 2 C R" xR, F: Q — R" stetig und beziiglich x lokal Lipschitzstetig.
Seien ¢, : | = (a,b) — R" zwei Lésungen von x' = F(x,t) mit

o(to) = Y(to) = xo fiir ein ty € I. Dann gilt ¢ = 1).

Beweis. Wir betrachten die Menge D := {t € | | ¢(t) = ¢(t)}. Dann ist
@ D nicht leer, denn t5 € D,
@ D ist abgeschlossen, denn ¢ und % sind stetig und D = (p —v)~(0).

@ D ist offen in I: Sei dazu t € D. Dann sind ¢, Ldsungen des AWP's
x' = F(x,t), x(t) = ¢(t) = ¥(t). Nach Picard-Lindeldf lokal existiert
ein € > 0, so dass ¢ = auf (t —e,t +¢) C I. Dann ist aber
(t—¢e,t+¢)C D.D.h. D ist offen in /.

Damit ist D nicht leer, offen und abgeschlossen im Intervall /.
Somit ist D = 1. a
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Fortsetzung zur maximalen Losung

Definition

Eine Lésung ¢ : | — R" des Anfangswerteproblems (*) x' = F(x, t),
x(tp) = xo, heiBt maximal, falls fiir jede andere Lésung v : J — R" von
(*) gilt, dass J C .

Folgerung (Satz iiber die maximale Lésung)

Sei F: U C R" x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig beziiglich x.
Dann existiert zu jedem (xo, to) € U genau eine maximale Lésung

©xo © (8xps bxy) C R — R" des Anfangswerteproblems

x' = F(x,t), x(to) = xo.
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Beweis. Sei (xg, tg) € U. Wir definieren die folgenden Zahlen

ay, = inf{ae R |3lsg. des AWP's ¢ : (a,b) — R}
by, = sup{be€ R |3ILsg. des AWP's ¢ : (a,b) — R}

mit ay, < xp < by,. Auf dem offenen Interval fnax 1= (ax,, bx,) C R
definieren wir die Abbildung

Pxy - lnax — R”
t — (t), fallste (a,b)und p:(a,b) — R" eine
Lsg. des AWP's x' = F(x, t), x(tp) = xo

Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes ist diese wohldefinert, da zwei auf einem
Intervall gegebene Losungen iibereinstimmen. Alle Lésungen sind
C'-Abbildungen, und damit auch ¢y,

Des Weiteren 16st ¢, das Anfangswertproblem x’ = F(x, t), x(to) = xo
auf dem gesamten (und maximal moglichen) Intervall (ay,, by,). O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en
Globale Existenz- und Eindeutigkeit

Satz

Sei | =(a,b) mit —oo<a< b<ooundF:R"x|— R"
Lipschitzstetig auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J ;Cé I ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert zu jeder Anfangsbedingung

(x0, to) € R" X | eine eindeutige, auf ganz | definierte maximale Lésung
©Oxo - | — R" des AWP's x' = F(x,t) mit x(ty) = xo.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Satzes von
Picard—Lindel&f: Sei J C I ein kompaktes Intervall. Da F: R” x J — R"
Lipschitzstetig ist, ist der Integraloperator H aus dem Beweis eine
Lipschitzstetige Abbildung von C(J,R") — C(J,R"). Wie im Beweis weist
man dann nach, dass H kontrahierend ist (bzgl. der gednderten Norm).
Somit erhalt man fiir jedes kompakte J C I eine eindeutige Lésung

¢ :J — R" des AWP's. Diese kann man nun wie im Satz iiber die
maximale Losung zu einer Losung auf / fortsetzen. O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Maximale Losung des linearen Anfangswertproblems

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's)

Sei | = (a,b) mit —oo < a< b< oo, (x0,t0) € R" x I, A: | — Mat,(R)
und b : | — R" stetige Abbildungen. Dann besitzt das lineare AWP

x'= A(t)x +b(t), x(to) =xo

genau eine maximale Losung ¢, : | — R".

Beweis. F(x,t) := A(t)x + b(t) ist Lipschitzstetig auf jeder Menge der
Form R"” x J mit einem kompakten Intervall J ; I:

IFCy: t)=F(x, )l = [|A(t)y—A(t)x]| = [[A(t)(y—x)I| < max [|A()][[ly—x]],

wobei [|A|| = max¢cpn |¢j=1 |AS]|. Die Lipschitz-Konstante ist
L := max;cy ||A(t)||. Die Behauptung folgt dann aus dem vorhergehenden
Satz. O
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_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Existenzsatz von Cauchy und Peano

Zum Abschluss geben wir noch einen allgemeineren Existenzsatz an, ohne
ihn zu beweisen. Die Voraussetzungen sind schwacher (Stetigkeit statt
Lipschitz-Stetigkeit), dafiir erhélt man keine Eindeutigkeitsaussage.

Satz (Existenzsatz von Cauchy und Peano)

Sei U C R eine offene Menge und (xo, to) € U. Die Abbildung
F:UCR" xR — R" sei stetig auf dem kompakten Bereich

Q= Bb(Xo) X [to —a, tg + a] c V.

Bezeichne wieder M := max, neq ||F (v, t)|| und o := min (a, %) . Dann
hat das AWP

x" = F(x,t), x(ty) = xo | mindestens eine C1-Lésung

x:[to—o,tp+0] CR— R",

und diese erfiillt ||x (t) — xo|| < b fiir alle t € [ty — 0, to + o).

Fiir einen Beweis siehe H. Amann: Gewdhnliche Differentialgleichungen,



_ Existenz und Eindeutigkeitssatze fiir gewShnliche DG'en

Beispiel zur Mehrdeutigkeit der Losung

Wir betrachten die stetige Funktion F : R — R mit F(x) = /|x| und das
Anfangswertproblem

x' = F(x)=+/|x], x(to)=0.

Wir haben gesehen, dass F nicht lokal Lipschitzstetig ist, so dass wir nicht
den Satz von Picard-Lindel6f anwenden kénnen. Nach dem Satz von
Peano gibt es jedoch mindestens eine Losung, z.B. x(t) = 0. Man findet
jedoch unendlich viele weitere Ldsungen, denn fiir jede Konstante ¢ > ty

Ist ,
(t—c) -
xe(t) ::{ = fir t>c

0 fir t<c

eine Losung des Anfangswertproblems (UA).
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Abhangigkeit der Lésung von den Anfangsbedingungen

Wir wollen nun untersuchen, wie die Lésung von den Anfangswerten
abhangt. Dazu bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma (Gronwall-Ungleichung)

Seien u,v : [a, b] — R stetige, nichtnegative Funktionen und gelte
t
v(t)<c +/ v(s)u(s)ds fiir alle t € [a, b],
a
mit einer Konstante ¢ € Rt U {0}. Dann gilt

v(t)<c-e Ju)ds  fiir alle t € [a, b].
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N Gewehnliche Differehtialgleichungentl| Abhangigkeit der Lisung von den AB'en
Beweis. 1. Fall: ¢ > 0. Wir betrachten die Funktion

t
f(t) ::c+/ v(s)u(s)ds > 0.
Es gilt 0 < ¢ < f(t) und v(t) < f(t) fiir alle t € [a, b]. Dann gilt

F1(t) = v(t) - u(t) < F(t)- u(t) und deshalb (Inf(t)) = f(()) < u(t).

Durch Integration erhalt man
t
In(7(t)) — In(f(a)) §/ u(s)ds, also f(t) < f(a)- e Jau(s)ds

ftu(s) ds
Folglich ist v(t) < f(t) < c-e= wegen ¢ = f(a).

2. Fall: ¢ = 0. Hier ist zu zeigen, dass v(t) = 0. Nach Voraussetzung ist
t t
v(t) < / v(s)u(s)ds <e —I—/ v(s)u(s)ds Vte [a,b], e >0.
a a
Nach dem 1. Fall folgt dann 0 < v(t) <e-e J; u(9) 45 fijr alle ¢ > 0.

Lassen wir € gegen 0 gehen, so folgt v(t) = 0. O
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Stetige Abhangigkeit der Losung von den AB

Satz

Sei F: U CR" xR — R" auf U stetig und Lipschitzstetig in x mit der
Lipschitzkonstanten L. Seien (xo, to), (yo,t0) € U und

Pxo 5 90y03[t0—5at0+€]—>Rn

Lésungen der DG x’ = F(x, t) mit den Anfangsbedingungen ¢x,(to) = xo
bzw. ¢, (to) = yo. Dann gilt

loxo () = e (Ol < lIx0 — yoll - €170 Vi € [to — e, 0 +€].

Folgerung (Stetige Abhingigkeit der Losung von der AB)

Sei F wie im Satz und {xp}nen eine Folge von AB'en, die gegen die AB xq
konvergiert. Sei ¢y, die Lésung des AWP's x' = F(x,t), x(to) = x,. Dann
konvergiert {¢x, } gleichmaBig gegen ¢y, auf jedem kompakten Intervall
[to — €, to + €], auf dem alle Losungen definiert sind.

o
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_ Abhingigkeit der Lésung von den AB’en
Beweis. v(t) := [|¢ox,(t) — 0y, (t)]|2 ist diffbar. Fiir to < t < to + ¢ gilt:

Wt) = v(to)+ / "V (s)ds [Hauptsatz]

to

= (o) +2 / (20(5) — Pyo(5). Pl (5) — @l (5)) ds

to

CS-U. t
<" (o) +2 / los0(5) — @30 () - () — @l (S)I] s
= () +2 / I90(5) — @30 () - |F(220(5).5) — F(5). sl
< w2 | lon(®) — on(s)IP ds

=v(s)
Aus der Gronwall-Ungleichung fiir u(s) = 2L folgt dann
t
v(t) < v(t)-e Jig2Lds _ v(to) - e2H(t—10),
Damit erhilt man die Behauptung [[¢x,(t) — ¢y, (t)]| < [Ix0 — yo| - eH(t7%)
fir alle tp < t < tg + €. Analog geht man fiir tg —e < t < ty vor. O
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_ Abhingigkeit der Lésung von den AB’en
Beispiel zur Abhangigkeit der Lsg. von den AB's
Wir betrachten das folgende Vektorfeld auf dem R?:

V(Xay) = (—y,x)+(r2(x,y)— 1)(X7y)a

wobei r?(x,y) := x? + y?. Wir suchen die Integralkurven von V durch
einen Punkt (xg,0) € R?, xo > 0, d.h. wir miissen das autonome AWP

To(t) = V(1(t))  mit  %(0) = (%,0) (23)
|6sen. Schreiben wir ~,, = (x,y), so ist das Anfangswerteproblem

X' = —y+(r*—-1)x,

y o= x+(2-1y o MO =0 y0)=0

zu l6sen. Wir machen den folgenden Ansatz fiir die Losung 7,:

Y% (t) = h(t)(cos(t),sin(t))

fiir eine Funktion h: | — R mit h(0) = xo.
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Dann gilt r?(7,(t)) = h3(t). Ist 7, (t) = h(t)(cos(t),sin(t)) eine
Integralkurve von V/, so gilt

Yo (t) = H(t)(cos(t),sin(t)) + h(t)(—sin(t),cos(t))
@) h(6)(=sin(t), cos(t)) + (K(t) — 1)h(t)(cos(t), sin(t))

Also muss h das autonome AWP h = h(h* — 1), h(0) = xo erfiillen. Dies
[6st man mittels Trennung der Variablen und erhélt

=

\/e (1%).

Ist nun xp < 1, so ist (1 — —) < 0 und damit ist h: R — R auf ganz R

h(t) =

definiert. Ist dagegen xp > 1 so ist 0 < (1 — ) < 1 und damit ist h nur
X

definiert auf dem Intervall | = (—oo, —% In (1 — )) CRum tp =0.
0
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Noch ein Beispiel fiir Trennung der Variablen
Wir rechnen noch einmal die Lésung des AWP h' = h(h? — 1) mit

Anfangsbedingungen h(0) = xo durch Trennung der Variablen nach:

Esist f(t) =1 und g(x) = x(x?> — 1) und
1 1 112 12

g x(x2-1) x x—-1 x+1

mit Stammfunktion
1

G(x):—Inx+lln(x—1)+%ln(x+1):lln(l—;).

2 2

Es folgt G1(y) = ———= und somit als Lésung des AWP

1—e?y

e—t

Gt + % In(1 — iz)) —

X9 \/e_zt_ (1_X_12>
0

v
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Wir unterscheiden nun drei Félle fiir die Integralkurven
Yo (t) = h(t)(cos(t),sin(t)):
@ xg = 1: Hier ist h(t) =1 und die Integralkurve ist ein Kreis.
@ 0 < xp < 1: Hier sind die Integralkurven 7, : R — R? Spiralen, die
auf ganz R definiert sind. Das Quadrat des Abstandes zum Nullpunkt

r2(t) := r?(7x(t)) ist

e 2t B 1
-2 1 N _ a2 _ 1
e —(1-%) 1-(1-%)

und erfiillt r2(t) —;—_oo 1 und r?(t) —¢_oo 0. D.h. die Spiralen
laufen fiir t — oo in die Null und nahern sich fir t — —oco dem
Einheitskreis an.

r?(t) = h?(t) =

@ xp > 1: Die Integralkurven v, : (—oo, —% In (1 = é) — R? sind

Spiralen, die sich fiir t — —oo dem Einheitskreis annahern, und fiir

t— —% In (1 — Xlg) in endlicher Zeit gegen co gehen.
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Recap: Diagonalization of unitary and self-adjoint
endomorphisms

Consider a real or complex n-dimensional vector space V and

F € End(V). Suppose for the moment that V has, moreover, the
structure of a unitary vector space. We have already shown:
Proposition

If F is either unitary or self-adjoint, then F is diagonalizable:
there exists a (unitary) basis of eigenvectors of F.

Recall that the eigenvalues (\j)i=1,.. , of a unitary endomorphism have
norm one, |A\j| = 1, and that the eigenvalues of a selfadjoint
endomorphism are all real, \; € R.

In terms of matrices: if (&;)j=1,..n is an orthonormal basis of V and

A € Mat,(C) a matrix representlng F, then there is a unitary matrix S
such that the matrix A := SAS™!is diagonal. The diagonal elements of A
are the eigenvalues.
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N " ormal forms of endomorphisms
Goal

Find a standard form for general endomorphisms of a complex or real
vector space that is not endowed with a scalar product. (There is even a
good theory for vector spaces over arbitrary fields!)

Problem: Not very matrix is diagonalisable.

Example: For A € C and m € N, consider the elementary Jordan matrix

A1 0 -+ 0
0 X 1 :
Im(A) = : . .0 |€ Mat,(C)
Al
0 e 0 A

It has characteristic polynomial P(t) = det(Jm(A) — tEm) = (A —t)™.
Thus X is the only eigenvalue with algebraic multiplicity m.

Eigenvectors obey (Jm(A) — AE,)v = 0. The eigenspace is thus Cey, the
geometric multiplicity of A equals 1. In particular, for m > 2, the matrix
Jm(A) cannot be diagonalized.
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~ Gewdhnliche Differentialgleichungen  Normal forms of endomorphisms
Proposition (Jordan normal form)
Let A € Mat,(C). Then there exists S € GL(n, C) such that

A = SAS™Y = diag(Um (A1), - 5 Im (M),

A matrix of the type on the rhs is said to be of Jordan normal form. It is
block diagonal and all blocks are Jordan matrices.
The Jordan normal form is unique up to permutation of Jordan blocks.

Remarks

e The numbers \; are the eigenvalues of A. (They are not necessarily
distinct.) They are the diagonal elements of A.

e Any eigenvalue \ appears on the diagonal of A with its algebraic
multiplicity.

e The number of Jordan blocks Jn, () for given eigenvalue A equals the
geometric multiplicity of A.

e Any diagonal matrix is in Jordan normal form, with all Jordan blocks of
size one.

738 /784



Example for a matrix in Jordan normal form

[0]

o O
o =

2 1
0 2

Eigenvalue alg. multiplicity geometric multiplicity

0 3 2
3 1 1
2 2 1

One can show that a matrix A over an arbitrary field K can be
transformed to Jordan normal form, provided its characteristic polynomial
splits into linear factors over K. The fundamental theory of algebra asserts

that this holds for every matrix with complex entries.
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GO RRICHENRIREEERERIEICIEREREST Norma! forms of endomorphisms
For o, 3 € R and m € N, define

bom(a, B) = ( ng(j) jmﬂ(z"; ) € Mat(2m, R)

Proposition (Jordan normal form for real matrices)
For A € Mat(n,R), there is S € GL(n,R) such that A := SAS1 s of the
form

’Z = dia’g(J€1 ()‘1)7 T >J€,()\r)a J2m1(a17 /61)7 o 7J2m5(a5) ﬂs))v

Here A; are the real eigenvalues of A and uj = o + i and ; = a; — if3;
with B; > 0 the pairs of non-real eigenvalues of A.

Remarks

e Again, the eigenvalues are not necessarily distinct.

e The algebraic multiplicity of a real eigenvalue A equals Z/\;:/\ l;, the
algebraic multiplicity of a non-real eigenvalue p or 7t equals ZM:“ mj.

v
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|dea of proof

Consider A € Mat,(R) as a matrix in Mat,(C) and obtain complex Jordan
blocks. For real eigenvalues, we directly obtain real Jordan blocks.

Since the characteristic polynomial of A has real coefficients, 1 is an
eigenvalue, if and only p is an eigenvalue of A. Combine the Jordan blocks
for these eigenvalues to obtain blocks of the form Jp,(a, 3) which are real
matrices.

For details, see e.g. Klingenberg, Lineare Algebra und Geometrie 0

741 /784



Lineare Differentialgleichungen mit Werten im R”

Wir haben Loésungsmethoden fiir lineare Differentialgleichungen fiir
Funktionen mit Werten in R kennengelernt. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir diese und behandeln lineare Differentialgleichungen
mit Werten im R".

Sei | = (a,b) C R ein Intervall mit —oo < a < b < oo und

A:l — Mat,(R), b:I —R"

stetige Abbildungen. Dann heiBt

x' = A(t)x homogenes, lineares DG System,

x' = A(t)x + b(t) inhomog., lin. DG System mit Storfkt. b(t).

Gilt speziell A(t) = A € Mat,(R), so sagt man, das System habe
konstante Koeffizienten.

Wir haben schon gesehen, dass es zu jeder Anfangsbedingung der Form
x(tp) = xo mit ty € | genau eine maximale Lésung gibt, die auf ganz /

definiert ist.
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_ Lineare Differentialgleichungen im R”
Struktur des Losungsraumes linearer Systeme

Satz (Struktur des Losungsraumes linearer Systeme)

Die Menge V' der maximalen Lésungen x : | — R" des linearen homogenen
Systems (*) x' = A(t)x ist ein n-dimensionaler reeller \ektorraum.

Die Menge der maximalen Losungen des linearen inhomogenen Systems
(**) x' = A(t)x + b(t) ist der affine Raum A = xs + V wobei xs eine
spezielle Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ist.

V.

Beweis. Sind x; und xz zwei Losungen von (x) und A1, A2 € R, so ist auch
A1x1 + A2xp eine Losung von (). Zu jedem Vektor xp € R” existiert genau
eine maximale Losung ¢,,, d.h. die lineare Abb. xg — ¢, ist ein
Vektorraum-Isomorphismus, und somit ist dim V = n.

Sei A der Losungsraum des inhom. lin. Systems (). Wir wissen, dass
eine spezielle Lésung xs der inhomogenen linearen DG (xx) existiert.
AuBerdem gilt fiir jede andere Losung x € A, dass x — xs € V und fiir jede
Losung y € V, dass xs + y € A. Somit ist A = x; + V.
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Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Definition (Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix)
Sei A: | — Mat,(R) stetig und (*) x’ = A(t)x ein homogenes lineares
DG-System.
o Eine Basis ¢1,. .., p, des Losungsraumes von (*) nennt man ein
Fundamentalsystem zu (*).
@ Die matrixwertige Funktion ® = (¢1,...,¢,) aus den
Spaltenvektoren ¢; heiBt eine Fundamentalmatrix von (*).

@ Seien (¢1,...,¢n) Lésungen von (*). Die Funktion
W :=det(p1,...,¢n) : | — R heiBt Wronski Determinante des
Fundamentalsystems (¢1,...,¢p).

o Bilden ; = >"7_; pjjei ein Fundamentalsystem mit ¢; : R — R und

e; die kanonische Basis, dann ist die Fundamentalmatrix gegeben
durch ¢ = (Soij)ﬂj:r
@ n Losungen von (*) bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn

ihre Wronski-Determinante fiir ein t nicht verschwindet. B



Eigenschaften der Fundamentalmatrix

Sei ® eine Fundamentalmatrix zu (). Dann gilt:

Q o ist eine Losung des linearen homogenen Systems X' = A - X mit

Werten in R™.
@ Eine Loésung des homogenen Anfangswertproblems x’ = Ax,
x(tp) = xo ist gegeben durch

p(t) = &(t)(P(t)) ' xo0

Q Ist S € GL(n,R), d.h. S invertierbar, so ist ¢ - S ist auch eine

Fundamentalmatrix.

Beweis

1) ' =(¢y,...,¢0) = (Acm,-- App) =A-®

2) ¢(£) = &(1)(@(t0)) 130 = AD(D)(P(t0)) 30 = Ag(2).
) (P-S)=d-S=A-&-5.

0
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_ Lineare Differentialgleichungen im R”
Beispiel
Sei w € R eine Konstante. Wir betrachten das homogene lineare
DG-System mit konstanten Koeffizienten

/
{xé = —wxo 7 d.h.<X1>:<0 —w><X1>
X, = wxi X2 w 0 X2

Ein Fundamentalystem wird von den folgenden beiden Funktionen gebildet

_( cos(wt) [ —sin(wt)
pr(t) = ( sin(wt) )’ wa(t) = ( cos(wt) )
Diese entsprechen den Anfangsbedingungen ¢1(0) = e; und ¢2(0) = €.
Zu einer beliebigen Anfangsbedingungen x(0) = ci1e1 + e, erhalten wir

die Losung ¢ = c1p1 + Cpo.
Die Fundamentalmatrix zu ¢y, @2 ist dann gegeben durch

o(t) = < cos(wt) —sin(wt) >

sin(wt)  cos(wt)

Ciyat]



Spezielle Lésungen des inhomogenen Systems
Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man spezielle Lésungen der

inhomogenen lin. DG x” = A(t)x + b(t) aus einem Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen DG mittels Variation der Konstanten.

Satz (Variation der Konstanten)

Seien A : | — Mat,(R) und b : | — R" stetig und ® : | — Mat,(R) eine
Fundamentalmatrix des linearen homogenen Systems x' = A(t)x. Dann ist

Ys(t) == d(t)u(t)

eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems x = A(t)x + b(t), wobei
u: | — R" stetig differenzierbar mit ®(t)u'(t) = b(t), d.h.

(*) u(t) = /tt &~ 1(s)b(s)ds + v

mit einem konstanten Vektor v. Gibt man zur inhomogenen DG die
Anfangsbedingung x(to) = xo vor, so ist v := ®~1(t)xo.




Beweis. Fiir u(t) = ft ~1(s)b(s)ds + v wie in (x) gilt dass
u'(t) = &~ 1(t)b(t) und damit ®(t)u'(t) = b(t). Damit gilt fiir
¥s(t) = S(t)u(t):
Pi(t) = '(t)u(t) + P(t)u/(¢) [Produktregel]
= A)®(t)u(t) + b(t) = A(t)ys(t) +b(t). O
Also ist ¥s(t) = ®(t)u(t) eine spezielle Losung.

Bemerkung

Ist v =(vi,...,Vvn): | — R" eine stetige Funktion, so ist mit ft v(s)ds
die folgende dlfferen2|erbare Abbildung gemeint

. ftz vi(s)ds
/> t'—>/ v(s)ds = : e R".

ftz vn(s)ds

v
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_ Lineare Differentialgleichungen im R”
Beispiel
Wir betrachten das inhom. lin. DG-System mit konst. Koeffizienten

/
X] = —x2 X1 (0 -1 X1 0
{Xé:xl—l-t’d'h'(Xz)_(l 0><X2)+<t
—_——— ——

=A(®) =b(2)

Wir miissen nun folgendes tun, um eine spezielle Lésung zu erhalten:

1) Bestimmen der Fundamentalmatrix (bereits bekannt, s.o.):

(1) = < cos(t) —sin(t) )

sin(t)  cos(t)

cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t

o080 = (50 sy ) ()= (oo )

2) Invertieren von ®, ®(t)~! = < , und damit

~—
N——

'
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3) Integrieren von

u(t) = /t:qu(s)b(s)ds _ /t:< Ssz'o"s((?) )d

Dies berechnen wir mit partieller Integration und erhalten
/tsin(t)dt = —tcos(t) + sin(t)
/ tcos(t)dt = tsin(t)+ cos(t)

—tcos(t) + sin(t)

und damit u(t) = ( tsin(t) + cos(t)

> . Somit ist

¢s(t)=¢(t)u(t)=< cost —sint )( E————

sint cost tsint + cost

eine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

S

)=(1)
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Homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Um ein Fundamentalsystem eines homog. lin. DG-Systems x" = A(t)x zu
bestimmen, betrachte den Spezialfall A(t) = A € Mat,(R) konstant.

Definition (Matrixexponential)

Sei A € Mat,(R). Die Matrix e” := Y *,‘(—’!( heiBt Exponential von A.
k=0

Dies ist wohldefiniert, d.h. diese Reihe konvergiert:
1) Es gilt die folgende Ungleichung fiir die Operatornorm:
1AB]| = sup,cgn 1950 < sup, g || AIILEL = 1A B
2) Da (Mat,(R), ||.||) ein Banachraum ist, reicht es, zu zeigen, dass die

Partialsummen S, := ZZLO é—,k eine Cauchy-Folge bilden. Es ist aber

Ak m k
ISm — Se—1]l = | ||<Z“—u S s O,
k=¢

k=t

denn die reellwertige Reihe ellAll = Y o '2‘!‘ konvergiert. Die Reihe e

konvergiert sogar absolut. 751 /784




_ Lineare Differentialgleichungen im R”
Lemma
Sei A € Mat,(R) und ® : R — Mat,(R), ®(t) := e*. Es sei eine Folge
® - R — Mat,(R) von Abildungen definiert durch ®,(t) := YT o LA
Dann konvergiert ®,,, auf jedem kompakten Intervall K C R gleichmaBig
gegen ®. Insbesondere ist die Funktion ® stetig auf R.

Beweis. Sei K = [a, b] C R und M := max{|al,|b|} - ||Al|. Die
konvergente Reihe e = Yo A/f—,k ist eine Majorante fiir die
Exponentialreihe der Betrage el?All = 3°0° w. Nach dem

Cauchy-Kriterium finden wir zu € > 0 ein n., so dass % +...+ ’\//’—,I <e
fir alle m > ¢ > n.. Somit gilt fiir alle t € K und m > ¢ > n., dass

m
Om(t) = 0 a(0)] < 3 LA < YAl Z <e.
k={ k=¢
D.h., sowohl ®,, als auch die Exponentialreihe der Betrage smd
Cauchyfolgen in vollstdndigen metrischen Rdumen und somit gleichmaBig
konvergent auf dem kompakten Intervall K. Damit ist der Grenzwert ¢

stetig auf allen kompakten Intervallen, und damit auch auf ganz R. _ []




Die Lsg. der homogenen DG mit konstanten Koeffizienten

Satz

Sei A € Mat,(R). Dann ist die matrixwertige Funktion

®:R >t e € Mat,(R) eine Fundamentalmatrix zu der homogenen
linearen DG x" = Ax. Insbesondere ist zu jedem xo € R" die
differenzierbare Abbildung ¢y, : R — R", definiert durch

0o (1) = e(t=0)A . 5o die Lésung des AWP's x' = Ax, x(ty) = Xo.

Beweis. Da A konstant ist, sind die Lésungen 1, ..., ¢, der
Anfangswertprobleme x’ = Ax, mit Anfangsbedingungen x(0) = ¢,
i=1,...,n auf ganz R definiert.

Sei ® = (1, ...,¢n) die dazugehdrige Fundamentalmatrix.

Nach der Iteration von Picard-Lindel&f wird jede dieser Lésungen ¢ auf
kompakten Intervallen gleichmaBig approximiert durch Funktionen ;,, die
sich durch iteratives Anwenden des Integraloperators H ergeben, d.h.

t t
gO,'o(t) = ¢, (p,'l(t) = ¢ +/ Axgds, gO,'m(t) = ¢ +/ Acp,-m_l(s)ds
0 0
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_ Lineare Differentialgleichungen im R”
Schreibt man &, fiir die Matrix mit den Spalten (@1m, ..., ®nm), SO ist

(Do(t) = ].,,
t

O1(t) = Hbo(t) = 1n+/ Ads = 1, + tA
0

t
Dyr(t) = HO(t) = 1,,+/ A(l, + sA)ds = 1,+ tA+ 24
0

m—1

_ 1n+/0tA(z “a) ds

k=0 k=0

3

Sp(t) = HOp_i(t

~—

Wir haben aber gesehen dass die Folge von Abbildungen

Syt Zk 0 k, auf jedem kompakten Intervall gleichmaBig gegen
®(t) = e konvergiert. Da die kompakten Intervalle beliebig groB sein
konnen, erhélt man dass @ : R — Mat,(R) die Fundamentalmatrix von
x" = Ax ist. Damit ist ¢ differenzierbar und ¢(t) = ®(t)xo die Losung des
AWP's x(0) = xg. Dass ¢(t) = ®(t — tp)xp eine Lsg. des AWP's

x(tg) = xp ist, folgt aus der Kettenregel. O
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Beispiel

Wir betrachten wieder die homogene lin. DG mit konstanten Koeffizienten

/
X1 (0 -1 X1 (0 -1
(3) = 2)(5) ena=(V %)
Dann rechnet man nach, dass A2"+:l (—1)*A und A% = (—1)¥1,.
Somit kdnnen wir das Exponential e bestimmen:

t2k+1A2k+l
Z r=sy
2k s 2k+1
k A
= < (sk)l) nt (Z (2tk+1)!> A
k=0

) cost —sint
= (cost)lp + (sint)A = ( sint  cost >

(e.9]

oA

V.
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Folgerung (Exponentialabbildung)
Fiir A € Mat,(R) ist die Abbildung ® : (R, +) — GL(n,R), ®(t) = e
ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von der additiven Gruppe

(R, +) in die Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R). Insbesondere
ist e(tT9)A — otA [ oSA _ oSA | otA | n (etA)—l — g tA

Beweis. Seien s € R und xp € R"” beliebig und seien ¢ und v Losungen
des AWP’s x’ = Ax mit den jeweiligen Anfangsbedingungen x(s) = xo und
x(0) = xo. Nach dem vorherigen Satz gilt fiir alle t € R, dass

o(t) = e(t=5)Ax5 = 4(t — s). Somit erhalten wir mit Eigenschaften der
Fundamentalmatrix, dass

O()0(s) Txo = p(t) = Y(t —s) = St —5)®(0) 'xo = O(t — 5)x0
fiir alle xp € R". Damit erhalten wir fiir alle t,s € R, dass
(%) O(t)d(s) "t = d(t —s).
Dies impliziert aber die Behauptung

Ot +5) = D(t + 5)0(s)"Ld(s) 2 d(£)d(s).
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Folgerung (Weitere Eigenschaften der Exponentialabbildung)
Seien A, B € Matp(R).

@ Ist AB = BA, dann gilt AeB = eBA und A8 =eA . eB.

Q Ist B € GL(n,R), so ist eBAB™" = BeAB~1,

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Eindeutigkeit der Lsg. eines AWP's.
Sei z.B. X(t) = AetB und Y(t) = e*BA. Dann gilt X(0) = Y(0) = A und

X'(t) = ABe'® = BAe'® = BX(t) sowie Y'(t) = Be'PA= BY(t).
Aus der Eindeutigkeit der Lsg. des AWP’s X’ = BX, X(0) = A folgt dann
X(t) = Y(t) fur alle t € R.

Sei weiter U(t) := e!"*B) und V/(t) = e - eB. Dann gilt
U(0) = v(0) =1, und
U'(t) = (A+ B)U(t) sowie V'(t) = Aee'® + et Bet® = (A+ B)V(t)

und somit U(t) = V/(t) fiir alle t € R.

Die verbleibende Aussage beweist man analog. O
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Zusammenfassung: Lineare DGn mit konstanten Koeffizienten
Sei A € Mat(n,R), b: R — R” stetig und (xo, tp) € R” x R.
Q Die eindeutige Lésung ¢ : R — R"” des homogenen AWPs x’ = Ax
mit der AB x(to) = xp ist gegeben durch o(t) = e(t—%0)Axy.
© Die eindeutige Lésung ¥ : R — R"” des inhomogenen AWP's
x" = Ax + b(t) mit der AB x(tp) = xo ist nach dem Satz iiber
Variation der Konstanten gegeben durch

t t
W(t) = etA(/ e *b(s)ds+e " xg) = e(ttO)AXo—i-etA/ e *b(s)ds

to to

© Ist auch b(t) = b konstant, kann man das Integral sofort berechnen,
falls A invertierbar ist. Dann ist ftz e *Abds = —A~te bt und
somit ¢)(t) = e(t=0)Ax5 + A=1(elt=0)Ah — p) denn A und damit
auch A~! kommutieren mit e
Beachte, dass —A~1b eine (konstante) Lsg. von y’ = Ay + b ist.

v
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Beispiel: Lineare Systeme mit diagonalisierbarem A
Sei nun A diagonalisierbar und (vi, ..., v,) eine Basis von R” bestehend
aus Eigenvektoren von A: Av; = \;v;. Dann ist v; auch Eigenvektor von e
zum Eigenwert e
@ Setzen wir p;(t) := eM{t=0)y; dann bilden die ¢; : R — R” eine
Basis des Lésungsraums des homogenen Systems x’ = Ax. Daher ist
Pxo(t) = 2211 (x0)ipi(t) die Lsg. zur AB x(to) = xo =: Y i1 (%0)ivi-
O Eine spezielle Lsg. des inhomogenen Systems x’ = Ax + b mit
konstantem b erhalten wir fiir g = 0 und xp = O:

_ - it te—SAi s)y: — c:(t)v:
U =3 b </0 ds)vi = il

A

bi (it
bi(edit _ 1), falls \; £ 0 )
wobei C,'(t) = {)‘i (e )’ als 7 und b = Zi:l b;v;.

bi t, falls \; =0,
Aber: Nicht jede quadratische Matrix ist diagonalisierbar!

v
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Lineare Systeme in Jordanscher Normalform

Wir wollen nun die Jordansche Normalform von quadratischen Matrizen
benutzen, um lineare Systeme in mdglichst einfacher Form zu schreiben.
Einem Basiswechsel entspricht dann eine Substitution:

Lemma

Sei A € Mat,(R), S € GL(n,R) und A := S~1AS. )

@ ist eine Lsg. von x' = Ax <= 1 = S~y ist eine Lsg. von y' = Ay.

® ist eine Fundamentallésung von x' = Ax <= S~1®S (und damit auch
S~1®) ist eine Fundamentallésung von y' = Ay.

Beweis. Da S eine konstante invertierbare Matrix ist, erhdlt man
(S710) (1) = ST/ (1) = ST Ap(t) = (ST1AS)SHo(1),

d.h. S~y ist eine Lésung von y’ = Ay.

Damit ist S~1®, und somit auch S~1®S eine Fundamentallésung von

y = Ay.

(Der letzte Punkt folgt auch aus eS 'AS = §—1etAS) O
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Folgerung

Sei A € Mat,(R) diagonalisierbar, d.h. STAS = diag()1,. .., \n). Dann
ist ®(t) = S diag(eMt, ... eM?) eine Fundamentalmatrix von x' = Ax.
Beispiel

Sei A= ( i —11 > A ist symmetrisch und damit diagonalisierbar. Das

charakteristische Polynom ist A2 — 2, d.h. Eigenwerte sind 41/2 mit

Eigenvektoren v; = e; + (\/5— 1)e; und vo = e — (\/§+ 1)ey.

Nun bilden die Spalten v1, v» die Matrix S = ( \/51_ 1 _(\/%+ 1) )

. -~ 1 (V241 1
und es ist det S = —2+/2, S _2ﬂ<\/§_1 L

etV2 0 etV2 e tV2
Somit ist S | = N N
0 et (V2 —1)et —(V2+1)et
eine Fundamentalmatrix der DG x' = Ax.

-
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Anwendung auf lineare DG'n

Sei x’ = Ax ein lineares DG-System mit konstanten Koeffizienten.

Sei A:= S~1AS, dann ist die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax
gegeben durch e = SetAS—1,

Wir nehmen an, A sei in Jordanscher Normalform, also A= /2\1 + ...+ /N4k,
wobei die A; jeweils nur einen Jordanblock oder nur eine Matrix der Form
Jom(c, B) enthalten, und sonst nur Nullen.

Dann kommutieren die Matrizen A; paarweise miteinander und wir haben

tA _ et(A1+...+Z\k) tA; A,

(S =€

D.h., um die Fundamentalmatrix der DG x’ = Ax zu bestimmen, miissen
wir S kennen und e®8 fiir die beiden Fille 1) B = J,(\) und 2)
B = Jm(a, 3) bestimmen.
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1) B =Jy(A\) = A1, + Jy(0): Da J,(0) und A1, miteinander
A ot

tJn(0)

kommutieren, ist etf = et () Wir miissen also nur noch e

berechnen: Berechnet man die Potenzen von e(%) so erhilt man
1t £ .
21 (n—1)!
01 ¢t .. (;Ti;),
etB — otA . etJn(O) N 2 o . . :
00 ... 1 t
00 ... O 1

D.h., eine Lsg. von x’ = Bx mit der AB x(0) = xo = > ¢je; ist
gegeben durch

2 n—1
ateat+as+..+ gy p(t)
sl (t
eBxy = A Qtatt...tapay | _ P (_ )
Cn pt1(t)

wobei p(t) =>4 ﬁtkfl ein Polynom vom Grad n ist.
763 /784



N -ineare Differentialgleichungen im R”

2) 8= (o) = (P ) -

() (A2 (0 G)

Da alle drei Summanden paarweise kommutieren erh3lt man wieder

8 _ ta [ cos(Bt)ln —sin(Bt)ly, etm(0) 0
© T sin(6t)1,  cos(Bt)l, ) 0 etdn(0) |-

Eine allgemeine Losung ist dann gegeben durch

p(t) —q(t)
o) =eteos(y | PO | ety | T
q(m—l)('t) p(m—l)(:t)

mit beliebigen Polynomen p, g vom Grad < m — 1, deren
Koeffizienten durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Gewohnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Wir wollen nun die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten auf
Differentialgleichungen héherer Ordnung anwenden.

Erinnerung: Um eine DG n-ter Ordnung x(" = f(x,x, ..., x("=1 t) mit
f:QCR” xR — R auf ein System erster Ordnung zu reduzieren, fiihre
ein die Funktion F : R” x R — R" mit

F(y17"'7.yn7t) = (y27'"7.yn7f(y17---7yn7t)) .
Esist x : | — R eine Lésung des AWP's n-ter Ordnung

X = F(x,...,x(""1) t) mit AB’en x(to) = a1, ..., x("D(ty) = a,,
genau dann, wenn y := (X,x’, . ,x(”_l)) : | — R" eine Losung des
AWP's y' = F(y,t), y(to) = (a1,...,an) erster Ordnung ist. D.h.
yi(t) = yo(t)
() = »n() = yl)

Voa®) = V) = ()
vt = () = Flr.iymt)
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N Gewehnliche DiffSrentialgISichungenl Gewshnliche Differentialgleichungen hsherer Ordnung
Da aus der Lipschitz-Stetigkeit von f beziiglich (x1, ..., x,) die von
(X1, -y Xny t) = F(x1, .y Xn, t) = (X1, .y Xny F(X1, ..., Xp, t)) folgt,
iibertragen sich alle Existenz- und Eindeutgkeitssdtze auf DG’en h&herer
Ordnung. Folgende Aussagen gelten fiir das AWP n-ter Ordnung

XN = f(x,x,...,x(""1) 1)
_ / _ (n—1) _ (*)
X(tO)_aL X(to)_327 ceey X (tO)_an

Folgerung (Maximale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei 2 C R" x R offen und f : Q — R sei stetig und beziiglich (x1, ..., Xn)
Lipschitzstetig. Dann existiert zu jedem (xo, ty) = (a1, ..., an, tp) € Q
genau eine maximale Lésung ¢ : (tg — e, to +¢) — R des AWP's (x).

Folgerung (Globale Existenz- und Eindeutigkeit)

Sei | = (a,b) mit —oco < a< b<ooundf:R"x|— R Lipschitzstetig
beziiglich (x1, ..., xn) auf jeder Menge der Form R" x J, wobei J G | ein
kompaktes Intervall ist. Dann existiert genau eine auf ganz | definierte
maximale Lésung ¢ : | — R" des AWP’s (x).

v
766 / 784




_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Definition (lineare DG hoherer Ordnung)
Sei | C R ein Intervall und b,a, : | — R, fiir k =0,...,n— 1 stetig.

XM a1 ()XY 4 ay(B)X + ao(t)x = b(t) (24)

heiBt lineare DG n-ter Ordnung. Ist b(t) = 0, heiBt (24) homogen, sonst
inhomogen.

Folgerung (Maximale Losung des linearen AWP's n-ter Ordnung)

Sei | = (a,b) mit —co < a< b< oo, (xo,t0) €ER” X I, und b,ay : | — R,
fir k =0,1,...,n— 1, seien stetige Funktionen. Dann besitzt das lineare
AWP zu (24) genau eine maximale Lésung ¢y, : | — R".

Folgerung (Struktur des Ldsungsraumes)

Die maximalen Lésungen der homogenen DG n-ter Ordnung bilden einen
n-dimensionalen Vektorraum L. Die maximalen Lésungen der inhomogenen
DG n-ter Ordnung bilden einen n-dimensionalen affinen Raum L + ),
wobei ) eine spezielle Lsg. der inhomogenen DG ist.
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Uberfiihren wir nun die lineare DG n-ter Ordnung
XM a, 1 ()XY 44 ag(8)X 4 ao(t)x = b(t)

in ein System erster Ordnung, so erhalten wir

" 2
Yn-1 Yn
Yn b(t) = an-1(t)yn — ... — a1(t)y2 — ao(t)y1
und damit das lineare System erster Ordnung
Vi 0o 1 0 .. 0 9 0
. 0 o 1 ... 0 : _
_ : o : : + :
: 0 0 ... 0 1 0
Yn —ao(t) ... ... ... —apa(t) Yn b(t)
—A(t)
(25)
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N Gewehnliche DiffSrentialgISichungenl Gewshnliche Differentialgleichungen hsherer Ordnung
Definition und Bemerkungen
Eine Basis (¢1,...,%n), @i : | — R, des Lésungsraumes der homog. lin.
DG n-ter Ordnung (%)| x(" + a,_1(t)x(""1 4+ ... 4 a1 (t)x’' + ao(t)x = 0

heiBt Fundamentalsystem von (x). Die Fundamentalmatrix ® des
dazugehérigen linearen Systems erster Ordnung,

¥1 500 ©®n
Y1 - Pn
q)(t) = : : (t)’
(pgn—l) o (Pgn—l)

heiBt Fundamentalmatrix von ().
Seien (¢1,...,¢n), @i : | — R beliebige (n — 1)-mal differenzierbare

Funktionen, dann heit W(p1,...,¢n) = det ((pgj_l)>

1<i,j=1<n
Wronski-Determinante von (¢1,...,®n). Ist nun (¢1,...,9,) ein
Fundamentalsystem (x), so ist die Wronski-Determinante von (¢1,...,¢n)

gleich der Wronski-Determinante des Fundamentalsystems des zugehérigen
769 / 784
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_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Aus der Variation der Konstanten fiir lineare Systeme erhalten wir, dass
eine Losung des inhomogenen Systems (24) gegeben ist durch

(W(t),..., () "=NT = d(t) ft ~1(5) (0 0,b(s))" ds,

b

wobei ® eine Fundamentalmatrix des homogenen Systems ist. Mittels der
Cramerschen Regel lasst sich ®~'b ausdriicken, und mit Laplacescher
Entwicklung (nach der Spalte b enthaltenden Spalte) erhalten wir:

Satz (Variation der Konstanten)

Sei (¢1,--.,%n) ein Fundamentalsystem der homog. DG n-ter Ordnung.
Dann ist eine spezielle Lésung der inhomogenen DG (24) gegeben durch

n t

— _1\k+n ) s W(p1, .. s 0k—1, Pk+1s---©n)(S) <
LORDICAC [ oMt it pe o 20S) o

to

(26)

770 /784



_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Variation der Konstanten
@ Fiir n = 2 sieht diese Formel so aus

t t
byo by
t) = — — 2, ds + — (s,
(1) ¥1 /to P1P5—0 92 P2 /to P1P5—0 P2

@ Die spezielle Lésung (26) kann auch mittels der Variation der
Konstanten ermittelt werden: Dazu machen wir den Ansatz

Y(t) = Z wk(t)ck(t) und bestimmen die Funktion cx(t) so, dass 1

die |nhomog DG (24) lost. Dabei erhilt man das folgende lineare
Gleichungssystem an die ¢;(t)

ek(t) 0

0
k=1 e
oy (8 b(t)

Integration liefert dann die Funktionen c(t).
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wir wollen nun das Fundamentalsystem einer linearen DG n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten finden.

Definition (Charakteristisches Polynom)

Das charakteristisches Polynom der linearen homogenen DG n-ter Ordnung
XM () + a1 x" D (1) 4 ap_ox("2 (1) + ... + apx(t) = 0

mit konstanten Koeffizienten ag . ..,a,_1 € R ist das Polynom

POA) = A"+ a, ) A"+ +ad+a

V.

Ist P € R[A] ein Polynom in einer Variablen, dann ist umgekehrt P()) das
charakteristische Polynom zur DG

P(%)X = a,x(M a2, x("7D g ) agx =0
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N Gewehnliche DiffSrentialgISichungenl Gewshnliche Differentialgleichungen hsherer Ordnung
Wir hatten gesehen, dass die DG n-ter Ordnung x("(t) + ... 4 apx(t) = 0
dquivalent ist zu einem System y’ = Ay mit einer Matrix A wie in (25).
Das charakteristische Polynom der DG ist gleich dem charakteristischen
Polynom Pa(\) = det(A — A1,) der Matrix A: Entwickelt man nach der
letzten Zeile, so erhalt man

- 1 0 0 0

0 -1 0 0
e R

0 0 ... 0 —A 1

—ap(t) ... ... ... —ap2(t) —ap-1(t)—A

= (=1)"(=a0) + (-1)"2(=a1)(-\) + ...
+ (12" (=an-2)(=A)" 4+ (= 1)*"(=ap-1 = A) (=)
= (=1)" (ag + @A Fa AT+ a,,)\”)
Also sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms der DG gleich

den Eigenwerten von A. Diese brauchen wir, um ein Fundamentalsystem

der DG zu bestimmen.
773 /784



_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Satz (Lineare DG n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

Sei P(\) = A"+ a, 1 \""1 4+ - 4+ a1\ + ag € R[\| das charakteristische
Polynom zur homogenen linearen DG

XM 4 ap_x(D 4 p ) +agx =0, (%)

Seien \; die reellen und puy = ay + i3y sowie Jiy die Paare nicht reeller
Nullstellen von P mit den zugehdrigen Multiplizitdten {;, my, wobei

j=1,...,rund k=1,... s. Dann bilden die reellen Funktionen
pio(t) = Nttt Vj=1,...,r, £=0,...,4,—1
Ym(t) = et . cos(fBkt) - t™

1/}km(t) = eakt-sin(ﬁkt)-tm} szl,...,s,m:()’._.’mk_l.

ein Fundamentalsystem der homogenen linearen DG (x).
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Wir brauchen einige Lemmas:

Lemma

Sei p € C und k € N. Dann gilt fiir eine auf einem Intervall | C R k-mal
differenzierbare Funktion f : | — C

(-~ W (F()e) = O (e

Beweis. Vollstindige Induktion, k = 0 ist trivial. Fiir kK = 1 finden wir:

(S ) (FLx)e™) = F()e + uf(x)e — pf(x)et™ = F/(x)e*

Fiir den Induktionsschritt k — k + 1 bemerken wir

(5 — W (F()e™) = (§ — 1 — m)*H (F(x)e™)

L& = ) (FED(x)erx) = £ (x)er
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Lemma

Enthélt ein Polyonom P()\) € C[\] den Faktor (A — ;)% und ist ¢ < ¢}, so
gilt P(&)eNtt! = 0.

Beweis.
Die Aussage folgt aus dem vorgehenden Lemma:
d O (it dY eyt
(4 — )5 (eNteh) —Ijj(t )eNt =0, da £ < ¢;. O
Beweis. Es seien A1, ..., A\ ;s die verschiedenen (und nicht zueinander

konjugierten), komplexen Nullstellen von P()\) mit den zugehorigen
Vielfachheiten /;. Es gilt:

Aufgrund des zweiten Lemmas erhalt man, dass die Funktionen

@je : R — C definiert durch

gojg(t):eAft-te furallej=1,...,r, £=0,...,0; —1 (*x)

komplexe Losungen der homogenen DG
x(”)(t) +a,_1x(n=1) 4 apx(t) = 0 sind.
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N Gewehnliche DiffSrentialgISichungenl Gewshnliche Differentialgleichungen hsherer Ordnung
Aus (**) folgt also, dass die Funktionen ¢jy(t) = eV* - t* fiir die reellen
Eigenwerte A\; Losungen sind. Fiir die echt komplexen Eigenwerte
pk = ok + iBk erhdlt man aus (**), dass sowohl Realteil als auch
Imaginarteil von pim(t) = e#*t - t™ Lésungen sind. D.h. man erhilt
23", _1 mk weitere Lésungen

Vim(t) = Re(pim(t)) = RetMel " = e . cos(fkt) - t
Dim(t) = Im(ppm(t)) = Im tMe*t = et . sin(ft) - t™
firk=1,...,s, m=0,...,m— 1.
Wir haben n Lésungen gefunden und miissen nun noch zeigen, dass diese
iiber R linear unabhingig sind. Sind alle ;¢(t) = eV - t* linear
unabhingig, so auch die zugehdrigen reellen Losungen. Nun folgt die
Behauptung aus:
Lemma
Seien ci, ..., cy, € C paarweise verschieden und pi(t),..., pa(t) € C[t]. Ist

p1(t)et + -+ po(t)e“t =0 fiiralle teR,

sogilt pp=---=p,=0. 777/ 784



_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Beweis. n = 1: Aus p;(t)et = 0 folgt offensichtlich p1(t) = 0
Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, dass Z”+11 pj(t)et = 0 fiir
alle t € R. Sei k der Grad des Polynoms p,11. Dann gllt wegen des
vorhergehenden Lemmas (dt — 1) ppra(t)eSr+it = 0 und somit

n+1 n
0= (& — )Y pi(e)e¥t =) hy(t)eSt
j=1 J=1
mit gewissen Polynomen h;.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt aber h; =0 fiir j =1,...,n.

Um zu zeigen, dass p; = 0, schreiben wir
o k+1 __ k+1 _ ~\m R 0
(t—cnp1) ™ =D 0 am(t — ¢;)™ mit ag # 0.

Daraus ergibt sich

k+1
hi(t)e9t = (& — cppr) T pj(t)e " Zampj (t)eS*

und somit hat h; denselben Grad wie p;. Wegen h; = 0 folgt p; = 0. O
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_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
Beispiel:
Wir betrachten die DG x”" — x" + x' — x = t.

(1) Um das Fundamentalsystem der homogenen DG zu finden, suchen wir
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

POA) = X=X X4A-1=A-1)N+1) = A=A+ )\—).

Wir erhalten somit als komplexes Fundamentalsystem

Somit ist
x1 = €', x(t) = Re(%) = cos(t), x3(t) = Im(%) = sin(t) .

Wir haben also als allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

x(t) = cre’ + cacos(t) + cssin(t).

~
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

(2) Wir wollen auch eine spezielle Lésung der inhomogenen DG
bestimmen: b(t) = t ist ein Polynom ersten Grades. Daher machen wir
den folgenden Ansatz

ys(t) =at+8,

der zu der Gleichung o« — at — 8 = t fiihrt und somit auf
—a=1 und a=p0 d.h. 6=-1

Somit ist eine spezielle Losung ys(t) = —(t + 1), und die allgemeine
Losung der inhomogenen DG ist

x(t) = —(t+ 1) + c1e’ + cx cos(t) + czsin(t).
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_ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Inhomogene lineare DG mit konst. Koeffizienten

Satz (Inhomogene lin. gewdhnliche DG mit konst. Koeffizienten)

Sei P(x) = x" + a,_1x" "1 + -+ + a1x + ap € R[x] ein Polynom und
w € R mit P(u) # 0. Dann gilt:

t

(i) % ist eine Lsg. der inhomog. DG P(%)x = ekt

(ii) Sei f(t) € R[t] Polynom vom Grad m. Dann hat die inhomog. DG
P(4%)x = f(t)e" eine Lsg. der Form g(t)e"t, wobei g(t) € R[t] vom
Grad m ist.

v

Beweis. (i) und der Induktionsanfang von (ii) sind offensichtlich. Fiir den
Induktionsschritt schreiben wir P(:%)tMekt =: fy(t)ett, wobei fy(t) € R[¢]
vom Grad m ist. Damit gibt es ein ¢ # 0, so dass h(t) := f(t) — cfo(t)
Grad < m — 1 hat. Nach Ind.vor. existiert dann eine Lsg. gi(t)e"f von
P(%)x = h(t)e#t mit einem Polynom g;(t) vom Grad < m — 1. Fiir das
Polynom g(t) = ct™ + g1(t) vom Grad m gilt dann:

P(&) ((ct™ + g1(x))ert) = (fo(t) + h(t)) et = f(t)elt 0

781 /784



_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Satz

Sei i1 € R eine k-fache Nullstelle von des Polynoms
P(x) = x"+ap,_1x"" 1+ .-+ a;x+ag und f(t) € R[t] vom Grad m. Dann
hat die inhomog. DG P(%)x = f(t)elt eine Lsg. der Form h(t)et!, wobei

k+m

)=> gt
j=k

Beweis. Wir schreiben P(t) = Q(t)(t — i), mit einem Polynom Q(t)

vom Grad m — k und Q(u) # 0.

Nach dem vorigen Satz existiert ein Polynom g(t) vom Grad m, so dass
g(t)ett eine Lésung der DG Q()x = f(t)e!t ist.

Sei h(t) = ZJH'" ¢t/ ein Polynom derart, dass h(K)(t) = g(t). Dann gilt

fir die Funktion h(t)e** nach einem vorigen Lemma

P& = QU — mHh()e] = Qg HWer
= Qe = f(t)er




_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

Bemerkung.

Die letzten beiden Satze gelten auch fiir DG'en mit komplexen
Koeffizienten, d.h. P, f, g, h € C[t], u € C. Die Lésungen ¢ : R — C sind
komplexwertige Funktionen der reellen Variablen t.

Beispiel: Harmonischer Oszillator
Wir betrachten die DG

(*) X+ wix = acoswt, w,wy>0,acR*

Diese DG beschreibt Schwingungen ohne Reibung. Man nennt Sie auch
getriebener (oder angeregter) harmonischer Oszillator mit Eigenfrequenz
wp. Die Anregung erfolgt hier periodisch mit Frequenz w.

Die entsprechende homogene Gleichung x + w%x = 0 heiBt harmonischer
Oszillator. Das charakterisische Polynom P(x) = x? + w3 hat nur das Paar
imaginarer Nullstellen +wgi. Daher sind die Losungen der homogenen
Gleichung Linearkombinationen von sin wgt und cos wgt.
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_ Gewdahnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung

... Harmonischer Oszillator

Um eine Lésung der inhomogenen Gleichung () zu finden betrachten wir
die DG

(#%) X +wix = ae't.

(i) Wenn w # wp, d.h. P(iw) # 0, so existiert eine Lsg. von () von der

Form ce'™!. Einsetzen in () liefert c = —2—.
wo—w

©(t) = Re ce™t = ccoswt ist dann eine Lsg. von ().

(i) Wenn w = wp (d.h. der harm. Oszillator wird mit der Eigenfrequenz
wp angeregt) dann gibt es eine Lsg. von (*x) von der Form cte'*°t.
Einsetzen in (**) liefert ¢ = 57-.
¢(t) = Re cte’0® = 32-tsinwot ist dann eine Lsg. von () und fiir
die Amplitude der Schwingung gilt |ﬁt| — oo fiir t — oo
(Resonanzkatastrophe).
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