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1 Vertiefung der Galoistheorie

1.1 Erinnerung und Erginzungen

Wir erinnern zunéchst an Begriffe aus der Vorlesung Algebra 1.

Definition 1.1.1.
(i) FEine Korpererweiterung L/K heift galoisch, wenn sie normal und se-
parabel ist.

(i1) Eine Kdorpererweiterung L/K heiffit normal, wenn sie algebraisch ist
und wenn jedes irreduzible Polynom aus K[X|, das in L eine Nullstelle
hat, in L[X] schon vollstindig in Linearfaktoren zufdllt.

(i1i) Fine Korpererweiterung L/ K heif$t separabel, wenn sie algebraisch ist
und fiir jedes o € L das Minimalpolynom ming («) separabel ist, d.h. in
seinem Zerfallungskdorper grad ming («) verschiedene Nullstellen hat.

Wir hatten schon gesehen, dass eine endliche Korpererweiterung L/K
dann und nur dann normal ist, wenn L Zerfallungskorper eines Polynoms
f € K[X] ist. Diesen Satz werden wir bald verallgemeinern auf nicht not-
wendigerweise endliche Korpererweiterungen.

Wir haben auch eine Situation kennengelernt, in der jede algebraische Fr-
weiterung eines Korpers K separabel ist, ndmlich den Fall, wenn der Korper
K perfekt ist. Ein Koérper von Charakteristik Null ist stets perfekt. Im Fal-
le endlicher Charakterstik, char K = p, ist ein Kérper genau dann perfekt,
wenn der Frobenius—Automorphismus

K — K

z = P

surjektiv ist. Daher sind insbesondere endliche Korper perfekt.
Seien F; und Fy zwei Erweiterungskorper eines Korpers K. Wir fiithren
als abkiirzende Schreibweise ein

fi El/K%Ez/K

fiir einen Kérperhomomorphismus von E; nach Es, der auf dem Unterkorper
K als die Identitédt wirkt. Da ein von Null verschiedener Kérperhomomor-
phismus stets injektiv ist, sind solche Kérperhomomorphismen injektiv.

In folgenden Untersuchungen wird der Begriff des algebraischen Abschlus-
ses eines Korpers eine grofie Rolle spielen. Um seine Existenz zu zeigen, brau-
chen wir den folgenden



Satz 1.1.2.
Sei (E;)ier ein System von Erweiterungskorpern eines Korpers K. Dann gibt
es einen Erweiterungskorper E von K und Kdérperhomomorphismen

T - EZ/K—> E/K s
so dass E aus K durch Adjunktion der Bilder U;e; 1;(E;) entsteht.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Begriff des Tensorprodukts von
Algebren mit Eins, der von unabhéngigen Interesse ist. Der Begriff sollte
verglichen werden mit dem Begriff des Tensorprodukts von Vektorrdumen,
den wir im Anhang wiederholen.

Wir fangen mit folgender Vorbetrachtung an.

e Sei K ein Korper und M # () eine nicht-leere Menge. Die Menge von
Abbildungen nach K:

KM ={f: M = K| f(m)=0 fir fast alle m € M}

ist durch Addition und skalarer Multiplikation von Bildern in natiirli-
cher Weise ein K-Vektorraum. Es gibt sogar eine ausgezeichnete Basis
{em,m € M}, namlich die Funktionen

em(m’) = Sy ,m' € M

Identifiziert man e,, mit m, so hat also jedes f € K™) eine eindeutige
Darstellung f = > ¢, m mit ¢, € K und ¢, = 0 fir fast alle m. Ist
die Menge M endlich, so ist offensichtlich K M) == [IM|,

e Jetzt setzen wir mehr Struktur auf M als die einer Menge voraus: sei
M ein Monoid mit Multiplikation,

MxM— M,

und mit Eins, dann wird K®™) durch distributive Fortsetzung des Mo-
noidprodukts zu einer assoziativen unitalen K-Algebra:

ff:=(}:cmm)(%;dmmﬂ)::}:cm¢ﬂon-mg.

m m,m

e Sei uns nun eine Familie (4;);c; von K-Algebren mit Eins vorgegeben.
Wir betrachten die Monoidstruktur auf der Menge

M :={a = (a;)ier, a; € A;, a; = 1, fiir fast alle i},
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die durch komponentenweise Multiplikation erklart ist:

(ai)(bi) :== (aib;) .

Die oben geschilderte Konstruktion fithrt uns auf die K-Algebra

KM) — { Z Catl|cy € K, fast alle ¢, = 0}.

aeM

Diese Algebra ist sehr groB. Sei nun U C K™) der K-Teilraum von
KM) der iiber K von den folgenden Vektoren erzeugt wird:

o (a;)+ (b)) — (s;) falls fiir ein j a; +b; = s;
und sonst a; =b; = s;

o (a;)—c(b) falls fiir ein j gilt a; = cb,
und sonst a; = b;

U ist ein Ideal in der K-Algebra K®) somit ist K /U eine K-
Algebra. Die Algebra mit Eins

Q) Ai = KMU

iel

heifit das Tensorprodukt der K-Algebren A;. Die Abbildung

XierAi — & A
i€l
(a;)  + (a;) mod U
ist multilinear, d.h. sie ist linear an jeder Stelle i € I. Wir setzen

®,eri = (@;) mod U fiir (a;) € M.

Jedes Element aus @) A; kann in der Form
an(® ;) mit ¢, € K (1)

geschrieben werden. Man beachte, dass man hierbei nicht auf die Sum-
mation iiber mehrere Elemente der Form ) a; verzichten kann. Aufler-

dem ist die Darstellung in der Form (1) nicht eindeutig, zum Beispiel
wegen Relationen der Form

c(ay ®a2) — 1(cay) ®a2 =0
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Die Niitzlichkeit des Tensorprodukts ergibt sich aus der folgenden uni-
versellen Eigenschaft. Fiir jeden Wert des Index 7 € I hat man nun einen
K-Algebren Homomorphismus

g; Aj—>®3A2
1€
o — 1x1®- Q4oL o1

Das Tensorprodukt besitzt die folgende universelle Eigenschaft, iiber die
man es auch charakterisieren kann: Sei A eine beliebige K—Algebra und seien

K—Algebrenhomomorphismen mit

pia)p;(b) = @;(b)pi(a) fir 7.
Dann gibt es genau einen K—Algebrenhomomorphismus
p: QA — A,
so dass das folgende Diagramm
® 4 — A
BN
oj A g

fiir alle j € I kommutiert. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubung.
Wir haben nun die Hilfsmittel, um Satz 1.1.2 zu beweisen:

Beweis.
Betrachte jeden Erweiterungskorper E; als K-Algebra. Die gerade ge-
schilderte Konstruktion liefert uns das Tensorprodukt von Algebren

A=Q)E;
i€l
mit Injektionen von Algebren
g; . FJz — A
= 101Q..Qu®1---®1 .

Nun ist zwar sicher A ist eine K—~Algebra mit Eins 14 = 1p, ®1p, -+ ®
1g,, # 0, aber im allgemeinen kein Koérper. Nach dem Zornschen Lem-
ma gibt es aber ein maximales Ideal m in A. Dann ist £ = A/m ein
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Korper und gleichzeitig eine K—Algebra, also enthélt E insbesondere
K als Unterkorper. Die Abbildungen

T,EZ—»A/m:E

die als Verkettung der Injektion o; mit der kanonischen Projektion auf
den Quotienten A/m definiert sind, sind K—Algebrenhomomorphismen

und es ist
E=K ( U TE) . 0

Definition 1.1.3.
FEin Kérper C heifst algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f(X) €
C[X] vom Grade > 1 eine Nullstelle in C' besitzt.

Beispiel 1.1.4.

Der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. Der Kérper
der reellen Zahlen oder der Koérper der rationalen Zahlen sind algebraisch
nicht abgeschlossen.

Lemma 1.1.5.
Die folgenden Aussagen tber einen Korper sind dquivalent:

(i) C ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes irreduzible Polynom in C[X] ist linear, d.h. von Grade 1.

(iii) Jedes Polynom in C[X] vom Grade > 1 zerfillt iiber C' vollstandig in
Linearfaktoren.

(iv) Ist E/C eine algebraische Korpererweiterung, so ist £ = C.

Beweis.
(i)=(ii) Sei f € C[X] irreduzibel. Nach (i) gibt es ein o € C, so dass
f(a) =0, damit gilt f = (X — «) mit vy € C*.
(ii)=(iii) Der Ring C[X] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell. Jedes
Polynom hat also eine Primfaktorzerlegung, in der nach (ii) alle
auftretenden Polynome linear sind.

(iii)=-(iv) Sei E/C algebraisch. Fiir jedes o € E ist mine () nach (iii) linear,

also a € C.
(iv)=(i) Sei f € C[X] von Grad > 1, E ein Zerfallungskorper von f. E/C
ist algebraisch, also impliziert (iv), dass F = C gilt. OJ



Satz 1.1.6. (Steinitz)
Sei K ein beliebiger Kérper. Dann gilt

(i) Es existiert ein Erweiterungskorper C von K mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(a) C ist algebraisch abgeschlossen.
(b) C/K ist algebraisch.

FEinen solchen Korper nennt man einen algebraischen Abschluss von K
oder eine algebraisch abgeschlossene Hiille von K.

(i1) Sind Cy und Cy zwei algebraische Abschlieffungen von K, so ist Cy /K
isomorph zu Cy/ K.

Beweis.
Wir miissen einen Korper konstruieren, der alle algebraischen Erweite-
rungen von K enthélt. Dazu miissen wir eine beliebige Zahl algebrai-
scher Elemente adjungieren konnen. FEin Kérper, der durch die Adjunk-
tion von n algebraischen Elementen entsteht, ist aber als Quotient des
Polynomrings iiber K in n Variablen darstellbar.

Um die Zahl der Variablen beliebig zu lassen, betrachten wir zunéchst
den Polynomring K[X;, Xs,...] = K[X,,n € N] in abzdhlbar vielen
Variablen. Sei I die Menge all seiner Teilmengen

M C K[X,,n €N,

zu denen es ein m € N gibt, mit der Eigenschaft, dass M ein ma-
ximales Ideal im Polynomring K[Xj,...,X,,] in m Variablen ist. Sei
Ey = K[Xy,...,Xn|/M der zugehorige Restklassenkorper, den wir
als Erweiterungskorper von K auffassen. Nach Satz 1.1.2 finden wir
einen Erweiterungskorper £/K und fir alle M € I Injektionen

UMZEM—>E,

so dass E durch Adjunktion der Bilder entsteht.

Wir wollen jetzt zunéchst das folgende Zwischenresultat beweisen:
Fiir jede endliche Korpererweiterung L/K existiert ein Kérperhomo-
morphismus L/K — E/K.

Denn sei L = K(ay, ..., q,) mit o; algebraisch tiber K. Betrachte den
Homomorphismus von K-Algebren

o: K[Xi,... X, — L
Xi e N e7]



Sein Kern M = ker ¢ ist ein maximales Ideal von K[X7, ..., X,,]. Daher
induziert ¢ einen Isomorphismus

Der gesuchte Homomorphismus ist dann o,; o $~!. Dies beweist das
Zwischenresultat.

Der Korper E, den wir eben konstruiert haben, ist noch etwas zu gross.
Wir betrachten daher jetzt den algebraische Abschluss C' von K in E,

C ={a € F | « algebraisch iiber K} .

C'/ K ist sicher algebraisch. Wir miissen noch zeigen, dass C' algebraisch
abgeschlossen ist.

Andernfalls gébe es eine echte algebraische Erweiterung F'/C. Sei o €
F '\ C. Dann ist « algebraisch iiber C, und C' wiederum algebraisch
iitber K. Also ist « ist algebraisch iiber K und wir betrachten das
Minimalpolynom f = ming(«).
f habe in C' die n verschiedenen Nullstellen i, ..., ,. Dann hat der
Zwischenkorper L = K(«, 51,...,0,) C F die Eigenschaft, dass L/K
endlich ist. Nach dem Zwischenresultat gibt es einen Kérperhomomor-
phismus

o: K(a,By,...,0,) = E,
dessen Bild aber, da alle Nullstellen «, g1, ..., 3, algebraisch iiber K
sind, schon in C' liegt. Da ¢ als Kérperhomomorphismus injektiv ist,
finden wir in C' also n + 1 verschiedenen Nullstellen.

QO(O[% 90(61)7 ce 90(671) :

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass f in C' genau n verschie-
dene Nullstellen hat. Damit hat aber C' keine echte algebraische Er-
weiterung und ist somit nach Lemma 1.1.5 algebraisch abgeschlossen.
0

Fiir die Eindeutigkeitsaussage (ii) in Satz 1.1.6 bendtigen wir das folgende
Lemma, das wir gleich etwas allgemeiner formulieren und beweisen werden:

Lemma 1.1.7.

Sei o : K — K' ein Isomorphismus von Korpern und L/ K eine algebraische
Korpererweiterung. Ist C' ein algebraischer Abschluss von K', so ldsst sich
o zu einem Homomorphismus

7:L—C'

fortsetzen.



Beweis.
Wir behandeln zunéchst den Fall, dass K = K’ und o = idg gilt.
Satz 1.1.2, angewandt auf £y = L und Ey = C' liefert einen Erweite-
rungskorper E von K mit Injektionen

O'Z'IEZ'—>E,

so dass gilt
E= O'QC,(JlL) .

Nun ist aber o0,C” auch wieder algebraisch abgeschlossen und die
Korpererweiterung F/o,C" algebraisch. Also gilt F = 02C”, und

oy :C' = F
ist ein Isomorphismus. Der Kérperhomomorphismus
(09) tooy : L — '

ist dann eine gewiinschte Fortsetzung.

Im allgemeinen Fall K # K’ konstruieren wir zunéchst eine Erweite-
rung L' und einen Homomorphismus p, so dass das folgende Diagramm

vertauscht
_>
L p L
) )
K o K'.

Hierzu nehmen wir als Menge L' := (L \ K) U K’ und definieren ein
Produkt durch [k = lo=*(K’) und 115 := 07 *(I11). Den Kérperisomor-
phismus p definieren wir dann durch die Identitéit auf L\ K und durch
o auf K. Wir haben schon gesehen, dass dann ein Kérperhomomor-
phismus
L=

existiert, und 7 = 7" o p : L = C ist eine gewiinschte Fortsetzung des
Isomorphismus o.

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 1.1.6 (ii) vervollstandigen:

Beweis.
Seien C /K und Cy/ K zwei algebraische AbschlieBungen. Nach Lemma
1.1.7 existiert ein Kérperhomomorphismus 7 : C;/K — Cy/K. Da die



Korpererweiterung Csy/K algebraisch ist, ist erst recht die Korperer-
weiterung Co/7C} algebraisch. Nun ist 7C} algebraisch abgeschlossen,
hat also keine echten algebraischen Erweiterungen, also gilt Cy = 7C}.
T ist der gewiinschte [somorphismus zwischen den beiden algebraischen
AbschlieBungen. O

Man beachte, dass dieser Korperhomomorphismus nicht kanonisch ist!
Es ist also nicht ganz gerechtfertigt, von dem algebraischen Abschluss zu
sprechen.

Definition 1.1.8.
Sei K ein Korper und C' ein algebraischer Abschluss von K. Zwei Elemente

a, B € C heiflen konjugiert iber K, falls es einen Automorphismus o von
C/K gibt, so dass gilt

ola)=7.
Die zu o € C iiber K konjugierten Elemente von C' heiflen K-konjugierte
von .

Bemerkung 1.1.9.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) B ist iber K konjugiert zu o € C.
(ii) [ ist Nullstelle von ming ().
(i1i) Es gibt einen K—Isomorphismus

7: K(a) = K(B)

3.

(1v) ming () = ming (5). Inbesondere besitzt jedes a € C' hichstens

mit ()

[K(«) : K| = grad ming («)
verschiedene K—-Konjugierte in C'.

Beweis.

(i)=(ii) Da « und § konjugiert sein sollen, gibt es einen Automorphismus
0:C/K — C/K mit der Eigenschaft, dass

ola) =p,.

Fiir das Minimalpolynom f = ming(a) gilt dann

f(B) = flo(a)) = o(f(a)) = 0(0) = 0.



(ii)=(iv) Sei f := ming(a) das Minimalpolynom und sei f(8) = 0. We-
gen der letzten Gleichheit teilt das Minimalpolynom ming () das
Polynom f. Da f irreduzibel und normiert ist, folgt f = ming(5).
(iv)=-(iii) folgt aus Satz 1.4.1.4, angewandt auf M = K([3).

(iii)=-(i) Mit Hilfe von Lemma 1.1.7 zeigt man, dass 7 zu einem Automor-
phismus von C/K fortgesetzt werden kann. O

Wir kénnen jetzt die Separabilitit eines Elements mit Hilfe seiner Kon-
jugierten in einem algebraischen Abschluss ausdriicken.

Bemerkung 1.1.10.
Mit obigen Bezeichnungen sind fir o € C' und f = ming () das Minimalpo-
lynom von o vom Grad n = grad f folgende Aussagen dquivalent:

(i) « hat iber K genau n verschiedene Konjugierte in C.

(i1) Es gibt genau n verschiedene Homomorphismen

K(o)/K = C/K |

(111) f hat genau n verschiedene Nullstellen in C, d.h. f ist separabel und
somat 1st o separabel.

Beweis.
Da der Homomorphismus 7 = K(a)/K — C/K durch die Angabe von
7() festgelegt ist, folgt Bemerkung 1.1.10 aus Bemerkung 1.1.9. O

Den folgenden Satz iiber Separabilitidt werden wir in dieser Vorlesung
nicht beweisen:

Satz 1.1.11.

Sei E /K eine algebraische Korpererweiterung und F ein Zwischenkdorper. Die
Korpererweiterung E /K ist genau dann separabel, wenn die beiden Korper-
weiterungen E/F und F/K separabel sind.

Wir wollen auch noch den folgenden einfachen Sachverhalt festhalten:

Satz 1.1.12.
Jeder Endomorphismus einer algebraischen Kdrpererweiterung ist ein Auto-
morphismus.
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Beweis.
Sei 0 : E/K — FE/K ein Homomorphismus von Kérpererweiterungen.
Als solcher ist o sicher injektiv, es bleibt ¢ E = FE zu zeigen. Sei also
a € EFund f = ming(«). Dann bewirkt o eine Permutation der endli-
chen Menge der Nullstellen von f. Permutationen sind aber surjektiv. [J

SchlieBlich wollen wir auch noch Eigenschaften normaler Korpererweite-
rungen mit Hilfe des algebraischen Abschlusses untersuchen.

Satz 1.1.13.
Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und C' ein algebraischer Ab-
schluss von E (und somit auch von K ). Dann sind dquivalent:

(i) E/K ist normal
(i1) Fir jeden Homomorphismus
o:FE/K - C/K

gilt o = E. Das heif§it, dass o einen Automorphismus von E vermit-
telt.

(111) Jeder Automorphismus von C/K wvermittelt durch Restriktion einen
Automorphismus von E/K.

(iv) E ist Zerfillungskirper von Polynomen, d.h. es gibt eine Menge M C
K[X] von nicht-konstanten Polynomen mit Nullstellenmenge N in C,
s0 dass

E = K(N)

Beweis.
(i)=(iv) Betrachte die Menge M aller Minimalpolynome von Elementen in
E,also M = {ming(a) | « € E} C K[X] und dann die Menge N
aller Nullstellen in C aller Polynome in M, N ={s € C |3f € M
mit f(8) = 0}. Offenbar gilt £ C N. Da E/K normal ist, folgt
aber auch die umgekehrte Inklusion N C E. Damit haben wir die
Gleichheit E = N, und somit erst recht £ = K(N).

(iv)=(iii) Sei 0 : C/K — C/K ein Automorphismus. Dann gilt o(N) C N,
also
o(E)=0(K(N)) CK(N)=E.

Nach Satz 1.1.12 ist dann o &/ = E, also 0| ein Automorphismus
von .

11



(iii)=-(ii) Jeder vorgegebene Homomorphismus
o:E/K - C/K
148t sich nach Lemma 1.1.7 zu einem Homomorphismus
c:C/K - C/K

fortsetzen, der wegen Satz 1.1.12 sogar ein Automorphismus ist.
Eingeschrinkt auf £ ist er nach (iii) ein Automorphismus von F,

dh.cE=F.

(ii)=(i) Sei f irreduzibel und gelte f(a) = 0 fiir ein o € E. Zu zeigen ist,
dass dann alle Nullstellen von f in E liegen. Sei also f(8) = 0 fiir
ein f € C.

Es gibt einen K—Isomorphismus
o: K(a) — K(B)
a — f

Nach Lemma 1.1.7 kann dieser ausgedehnt werden zu einem Ho-
momorphismus 7 : £ — C, so dass das folgende Diagramm kom-

mutiert: .
E T C
) )

4)

K(o) o K(B)

Aus der Annahme, dass (ii) gilt, folgt 7E = E, insbesondere folgt
daraus £ 5> 7 = o = f3. O

Wir geben schliellich noch die folgende Charakterisierung der normalen
Hiille an:

Satz 1.1.14.

Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung und C' ein algebraischer Ab-
schluss von E (und damit auch von K ). Dann ist das Kompositum aller zu E
tiber K konjugierter Zwischenkérper gleich der normalen Hille E' von E /K,

also
E=K( J o).

c€Homg (E,C)

Beweis.
Wegen Satz 1.1.13 (ii) ist das Kompositum sicher normal, enthilt also
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die normale Hiille F’, die ja der Schnitt aller normalen Erweiterungen
ist. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, betrachte fiir a € E und
o0 € Homg(F,C) das Element o(«). Es ist eine Nullstelle des Minimal-
polynoms ming («). Dieses Polynom hat eine Nullstelle in £’, ndmlich
a. Da E' normal sein soll, liegt auch die weitere Nullstelle o(«) in E'.
Il

1.2 Galoische Korpererweiterungen

Sei E ein Korper und G eine Gruppe von Automorphismen von E, G C
Aut (F).
Definition 1.2.1.
Die Menge E¢ = {a € E|ca = a fir alle 0 € G} heift Fizkorper von G
und ist ein Korper:

a,f € EY = af,a+p,at e EY.

Satz 1.2.2.

Sei E ein Korper und G C Aut (E) und K = E€. (Man beachte, dass hier
G nicht als endlich vorausgesetzt wird.) Fir o € E betrachten wir den Orbit
unter der Wirkung von G:

Ga :={oalo € G}
(i) Besteht die Bahn Ga aus endlich vielen Elementen von E, so ist a

algebraisch tber K.
(i1) Sei wie in (i) die Bahn Ga endlich. Schreibt man dann die Bahn in

der Form
Ga={a=ay,as,...a,}

mit lauter paarweise verschiedenen Elementen o; € E, so ist das sepa-
rable und normierte Polynom

) =X — ) (2)

i=1
das Minimalpolynom von « tiber K.
Beweis.

Zum Beweis betrachten wir den von 7 € G auf dem Polynomring F[X]
induzierten Isomorphismus

E[X] — FE[X]
gzzbiXi = gT:ZT(bi)Xi

T

i

13



durch Wirkung auf den Koeffizienten des Polynoms. Offenbar bewirkt
jedes 7 eine Permutation der Nullstellen «; Polynoms f, das in (2)
definiert wurde. Auflerdem ist 7 als Korperautomorphismus injektiv.
Da die Bahn Ga nach Voraussetzung endlich ist, ist die Wirkung von
7 auf Ga surjektiv. Also gilt fiir das Polynom aus (2) die Beziehung
f7 = f. Damit gilt fiir alle seine Koeffizienten

= Z%Xi

und fiir alle 7 € G die Gleichung 7(7;) = v; Also haben wir 7; € K =
ES. Somit liegt f € K[X] und « ist als Nullstelle von f algebraisch
iiber K.

Wir miissen noch zeigen, dass f gleich dem Minimalpolynom ¢ :=
ming («) ist. Aus f(a) = 0 folgt, dass g das Polynom f teilt. AuBlerdem
folgt aus g(a) = 0 auch g(oca) = 0 fiir alle Automorphismen o € G.
Alle Elemente von Ga sind also auch Nullstellen des Minimalpolynoms
g, also gilt grad g > grad f. Da beide Polynome normiert sind, folgt

f=g O

Definition 1.2.3.
Sei E/K eine algebraische Korpererweiterung.

(i) Die Gruppe G(E/K) = Homy(E, E) C Aut(E) heifst die Galoisgruppe
von E/K.

(i) Die Erweiterung E/K heifit galoisch, wenn
K = ECEE/E)
Bemerkung 1.2.4.
(i) Fir eine beliebige algebraische Erweiterung E /K ist offensichtlich stets

K C EGE/K)

(ii) Sei G eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(E) und K =
EY der zugehorige Fizkérper. Dann gilt: Ist E/K algebraisch, so ist
E/K galoisch. Denn aus der Inklusion G C G(E/K) folgt sofort auch

EG(E/K) C EG — K,
womit mit (i) zusammen gezeigt ist, dass K = ECFE/K) gilt,
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Satz 1.2.5.
Fiir eine algebraische Erweiterung E/K sind die folgenden Aussagen dqui-

valent:

(i) E/K ist galoisch.

(ii) E/K ist separabel und normal.

Beweis.

(i)=(ii)

Sei a € E ein Element in F und f = ming(«) sein Minimalpoly-
nom. Nun ist fir G := G(E/K) die Bahn Ga = {oalo € G} als
Untermenge der Nullstellenmenge von f endlich. Aus Satz 1.2.2
folgt, dass f = [],.cqa(X — i) gilt. Das Minimalpolynom je-
des Elements ist also separabel und alle Nullstellen a; € E. Also
zerféllt das Minimalpolynom und die Kérpererweiterung ist nor-
mal und separabel.

Zu zeigen ist, dass fiir jedes a € F\K esein 7 € G(E/K) gibt, das
« nicht festldsst, 7(a) # a. Da die Korpererweiterung K(«)/K
separabel sein soll und die Korpererweiterung F/K () normal
sein soll, folgt aus Satz 1.4.2.10, dass es

[K(a): K] >1

Ausdehnungen des Korperhomomorphismus K < E zu einem
Korperhomomorphismus K (a) — E gibt. Da ein solcher Korper-
homomorphismus schon durch seinen Wert auf « festliegt, gibt es
insbesondere einen Homomorphismus o : K(a) — E, fiir den
o(a) # a gilt.

Sei C ein algebraischer Abschluss von E, und damit auch von
o(K(a)) € E. Mit Lemma 1.1.7 finden wir einen Automorphismus
7, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

c T C
) . )
K(a) o o(K(a))

Insbesondere gilt 7(a) # o und 7|, = idx. Da die Kérpererweite-
rung F/K normal sein sollte, ist aber 7(E) C E. Also haben wir
ein 7 € G(E/K) mit den gewiinschten Eigenschaften konstruiert.
0J

15



Bemerkung 1.2.6.

Sei f € K[X] ein separables Polynom mit Zerfillungskérper E /K. Dann ist
E/K eine endliche galoische Erweiterung. Denn Zerfillungskérper sind nach
1.4.1.9 (oder 1.1.13) immer normal. Seien «; . ..o, die Nullstellen von f in
E; also E = K(oy,...,qs), so ist jedes o, separabel iber K, also ist E tber
K nach 1.4.2.10 auch separabel.

Bemerkung 1.2.7.
Sei E/K eine galoische Erweiterung. Wir bezeichnen mit Z(E/K) die Menge
(eigentlich den Verband) aller Zwischenkérper F von E/K, also K C F C
E, und mit U(E/K) die Menge aller Untergruppen der Galoisgruppe von
G(E/K).
Betrachte die Abbildung
Z(E/K) — U(E/K) (3)
F  — G(E/F)

Wir wollen zeigen, dass fiir jeden Zwischenkérper die Korpererweiterung
E/F galoisch ist. Nach Satz 1.2.5 ist E/K normal und separabel. Nach
Satz 1.1.11 folgt aus der Separabilitit von E/K insbesondere auch die der
Kérpererweiterung E/F. Da E /K normal ist, ist nach Satz 1.1.13 der Korper
E der Zerfillungskirper einer Menge von Polynomen in K[X]|. Dann ist aber
E erst recht der Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen in F[X], und
somit ist auch E/F normal. Wiederum aus Satz 1.2.5 folgt, dass E/F ga-
loisch ist. Achtung, die Korpererweiterung F'/K muss dagegen nicht normal
sein, wie wir in den Ubungen in Beispielen sehen werden.

Ferner ist

G(E/F) = Homp(E,E) C Homg(E,E) = G(E/K),

also geht die Abbildung (3) wirklich in die Untergruppen der Galoisgruppe
G(E/F). Sie ist auch injektiv: seien Fy und Fy zwei Zwischenkérper de-
ren Galoisgruppen die gleichen Untergruppen von G(E/K) sind, G(E/F) =
G(E/F,). Dann gilt:

F, = ECE/FR) — pGE/R) — By

Diese Beziehung von Zwischenkorpern und Untergruppen der Galoisgrup-
pe wollen wir nun systematisch ausbauen.

Satz 1.2.8.
Sei E/K eine galoische Korpererweiterung, F ein Zwischenkdrper, F €
Z(E/K) und 0 € G(E/K). Dann gilt

G(E/oF)=0G(E/F)o™' ={oro™ ' |7 € G(E/F)}

und die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) F/K ist galoisch.

(ii) oF = F fir alle 0 € G(E/K).

(iii) cG(E/F)o~' = G(E/F) fiir alle 0 € G(E/K), d.h. G(E/F) st ein
Normalteiler der Galoisgruppe G(E/K).

Beweis.

Die erste Beziehung folgt durch reines Nachrechnen: fir 7 € G(E/K)

gilt

T1€G(E/oF) <= Ttoa=0a VYacF
<— o l'tca=a Va€eF

Daraus folgt aber o7 'roc € G(E/F), was dquivalent zu 7 €
ocG(E/F)o~! ist.

(if) <= (i)

(i) <= (i)

Da die Abbildung in Bemerkung 1.2.7 injektiv ist, gilt oF = F
genau dann, wenn G(E/oF) = G(E/F). Nach der gerade bewie-
senen Gleichheit ist die dquivalent zu cG(E/F)o~! = G(E/F).

Nach Satz 1.1.11 folgt aus der Separabilitit von E/K auch die
Separabilitéit von F/K. Es dreht sich also darum zu zeigen, dass
die Korpererweiterung F'/ K normal ist.

Sei C' ein algebraischer Abschluss von E (und damit auch von K
und F). Nach Satz 1.1.13 ist F'/K normal genau dann, wenn fiir
alle Kérperhomomorphismen o : F/K — C/K gilt o(F) = F.

Andererseits gilt
Homg(E,C) = Homg(E, E) = G(E/K);

die erste Gleichheit folgt, da F/K galoisch sein soll, also insbe-
sondere normal ist aus Satz 1.1.13, die zweite Gleichheit aus Satz
1.1.12. Somit ist (ii) dquivalent zur Aussage, dass o F = F fiir alle
o € Homg (E, C).

Auflerdem ist wegen Lemma 1.1.7 die Restriktionsabbildung

Homg(E,C) — Homg(F,C)
o — OF

surjektiv. Somit folgt aus der Normalitidt von F'/K, dass
oF =F furalle o€ Homg(F,C).

Umgekehrt folgt hieraus, dass F'/K normal ist. O
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Satz 1.2.9.
Sei E/K galoisch und F ein Zwischenkirper, F € Z(E/K). Dann gilt: Ist
F/K galoisch, so induziert die natiirliche Projektion durch Einschrinkung

pr: GE/K) — G(F/K)
g = Of

einen Gruppenisomorphismus
G(E/K)/G(E/F) = G(F/K)

Beweis.

Wir zeigen zunéchst, dass die Projektion surjektiv ist: sei C' ein al-
gebraischer Abschluss von E. Dehne ¢! € Homg(F,C) = G(F/K)
mit Hilfe von Lemma 1.1.7 aus zu einem Element ¢ € Homg (C, C).
Betrachte nun dessen Einschriankung auf E und erhalte ein Element
o® = ag) € Homg(E, F) = G(E/K). Da Einschrankungen kommu-
tieren, ist klar, dass 0® eingeschrinkt auf I gleich oM ist. Also ist pr
surjektiv.

Nun kénnen wir den Kern von pr berechnen,
ker(pr) ={o € G(E/K) |o|r =id} = G(E/F)

und den Homomorphiesatz fiir Gruppen anwenden, woraus die Be-
hauptung folgt. O

Satz 1.2.10.
Sei E' die normale Hille einer algebraischen Erweiterung EJK. Ist E/K
separabel, so ist auch E'/K separabel und somit galoisch.

Beweis.

Sei C' ein algebraischer Abschluss von E. Dann ist die normale Hiille
gleich £’ = K(N) mit

N = {p € C|B ist Nullstelle eines ming(a), o € E}.

Ist E/K separabel, dann ist jedes a € E separabel iiber K, also auch
alle 8 € N. Nach 1.4.2.10 ist der Korper E’ separabel iiber K, da er
von separablen Elementen erzeugt wird. O]
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Wir erinnern an die folgende Beziehung zwischen dem Korpergrad und
der Ordnung der Galoisgruppe, die in 1.4.3.6 bewiesen wurde: ist L/K eine
endliche galoische Erweiterung, so ist

|Gal(L/K)| = [L : K] (4)
Wir brauchen sie im Beweis des folgenden Satzes, den wir eigentlich schon
im Kapitel iiber Separabilitdt hiatten bringen kénnen:

Satz 1.2.11 (Satz vom primitiven Element).
Ist E/K eine endliche separable Erweiterung, so ist E/K einfach: es gibt
ein primitives Element o € E, so dass E = K(«).

Beweis.
Wir fithren den Beweis nur fiir Kérper K mit unendlich vielen Elemen-
ten. Den Fall endlicher Korper behandeln wir spéter separat. Wegen
Satz 1.2.3.18 ist zu zeigen, dass es nur endlich viele Zwischenkorper
gibt, Z(F/K) ist endlich. Sei £’ die normale Hiille von E iiber K. Es
reicht offensichtlich aus, zu zeigen, dass Z(£’/K) endlich ist.

Nun ist nach Satz 1.2.10 die Korpererweiterung E’/K ist galoisch und
endlich. Wegen (4) ist dann aber die Galoisgruppe G(E’/K) endlich.
Damit hat sie aber auch nur endlich viele Untergruppen, U(G(E'/K))
ist endlich. Da nach Bemerkung 1.2.7 die Abbildung

Z(E'/K) = U(G(E'/K))
injektiv ist, ist auch Z(E’/K) endlich. O

Satz 1.2.12.
Sei E ein Korper, G C Aut (E) eine endliche Gruppe und K der Fizkorper,
K = EY. Dann ist die Korpererweiterung E/K endlich und galoisch mit
Galoisgruppe

G=G(E/K).

Beweis.
Die Korpererweiterung /K ist algebraisch nach Satz 1.2.2 und galo-
isch nach Bemerkung 1.2.4 (ii). Ferner folgt aus Satz 1.2.2:

[K(a) : K] = grad minga < |G|

fiir alle & € E. Sei o € E mit maximalem Korpergrad [K(«) : K], und
sei f € E beliebig. Wegen des Satzes vom primitiven Element 1.2.11
gibt es ein Element v € E, so dass

K(e, f) = K(7) -
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Andererseits gilt auch [K(v) : K] < [K(«) : K], da a den Kérpergrad
maximieren soll. Also gilt K(a) = K(v), d.h. 5 € K(«) fiir alle g € E.
Daher haben wir £ = K(«), d.h. « ist ein primitives Element. Also ist
die Korpererweiterung F/K endlich mit Kérpergrad

E: K] < |G

Da G C G(E/K) und [E : K] = |G(E/K)| gilt, da E/K galoisch ist,
folgen insgesamt die Inklusionen

Gl <|G(E/K)| = [E: K] < |G
Es folgt somit die Gleichheit G = G(E/K). O]

Theorem 1.2.13 (Hauptsatz der Galoistheorie fiir endliche galoische Erwei-
terungen).

Sei E/K eine endliche galoische Korpererweiterung. Dann ist die Abbildung
von Zwischenkdrpern auf Untergruppen der Galoisgruppe

Z(E/K) — U(G(E/K))
F — G(E/F)

eine Biyektion. Fir jeden Zwischenkdrper F- gilt
[E: F] = |G(E/F)|
und fir je zwei Zwischenkorper Fy und Fy € Z(E/K) gilt
ROk < GE/FR) CGE/R)
Die Umkehrabbildung st

UE/K) — Z(E/K)
U — EY.
Wir erinnern auch noch an Satz 1.2.8:

F € Z(E/K) ist genau dann galoisch iber K, wenn die Galoisgruppe
G(E/F) eine normale Untergruppe von G(E/K) ist. Dann gilt

G(F/K) =~ G(E/K)/G(E/F).

Beweis.
Da die Injektivitéat der Abbildung schon gezeigt wurde, bleibt die Sur-
jektivitat zu zeigen. Dazu geben wir die Umkehrabbildung an. Wir
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bemerken erstens: sei F' € Z(E/K). Dann ist nach Satz 1.2.7 die
Korpererweiterung F/F galoisch, also gilt

ECER —

Zum zweiten iiberlegen wir uns folgendes: da die Korpererweiterung
E/K endlich ist, ist G(£/K) endlich und somit jede Untergruppe U <
G(E/K) endlich. Nach Satz 1.2.12 gilt fiir jede solche Untergruppe

U=G(E/EY)
Aus den beiden Bemerkungen folgt die Bijektivitét:

Z(E/K) — UE/K) — Z(BE/K) — U(E/K)
F — G(E/F) — EGE/F) —
O EY — G(E/EY)=U
Ferner gilt:
G(E/F,) < G(E/F)) < F, = EC®/M) C p, = gEE/R)

Zusammen mit den vorstehenden Sédtzen ist damit der Hauptsatz fiir
endliche Erweiterungen unendlicher Korper vollstiandig gezeigt. O

Beispiel 1.2.14.
Sei E Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = X* — 2 diber Q. Dann ist

E=Q(V2i),

denn seia = v/2, dann sind a,ia, —a, —ia die vier Nullstellen von f. Das Po-
lynom f ist normiert und nach Eisenstein irreduzibel, also Minimalpolynom
von a. Daher gilt:

[£:Q] =[E:Qa)][Q(a) : Q] =2-4=38.
Aus der Gradformel folgt fir E = Q(a,1i)
[Q(a,i): Q(1)] =4,

also ist f auch das Minimalpolynom von a tiber Q(i).
Sei o € G(E/Q) die Fortsetzung von idg auf E durch

o(i) =1 o(a) =1ia.
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Offensichtlich gilt o* = id. Sei ferner 7 € G(E/Q) die Fortsetzung von idga)
auf E durch
T(a) =a (i) = —i.

Es ist klar, dass T & {1,0,0%,03}.

Da |G(E/Q)| = [E : Q] = 8, haben wir die vollstandige Galoisgruppe
gefunden:

G(E/Q) = {1,0,0% 0% 1,70,70% 70°}
Da auflerdem gilt
3

roa = 7(ia) = —ia o37(a) = o3a) = —ia

Toli = Ti = —i r(i) = F(-i) = —i’

finden wir die folgende Relation:

To=0r=0""'7.

Die Galoisgruppe G(E/Q) ist also isomorph zur Diedergruppe Dy.
Wir zdhlen die Untergruppen von Dy auf:

={1} U ={1,0*}Us={1,7}
Us= {1,071} Uy ={1,0°7} Us = {1,0°7}
Us = (o)
={1,0%, 1,0°7}

Us = {1,0% o1,0%7}

Uy=Dy.
Die Untergruppe Uy ist die triviale Gruppe, die Untergruppen Uy bis Us sind
zyklisch der Ordnung zwei, Ug ist zyklisch der Ordnung vier, und U; und Ug

sind isomorph zur Kleinschen Vierergruppe. Die Inklusionsbeziehungen von
Untergruppen sind nun offensichtlich. Sie entsprechen im Unterkérperverband

U <U; < I 2DF].

Wir wollen noch erkldren, wie man die Zwischenkorper bestimmt: Sei fiir
eine Untergruppe U < G(E/K) die Spur iber U definiert durch

Spy(x) = Zga: firz e E.

geU

Die Spur ist linear nimmt ihre Werte in EYV an, denn es gilt fiir alle h € U

h(Spy (z Z hgx = Spy(z

geU
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Die Abbildung
Spy : E — EY

ist in Charakteristik O surjektiv, denn seiy € EV, so ist

1
Sp (—y> =y.
U]

Wir kénnen also die Unterkérper durch das Ausrechnen von Spuren bestim-
men. Wir zeigen dies am Beispiel der Untergruppe Us = {1,0°7}:

) 2
) = i+oir(i)=i—-i=0
Spy.(a) = a+o’r(a)=a—ia= V2(1 —1)
) = ia+c*7(i)o’7(a) = ia + (—i)(—ia)

= —a(l—1i)
Ahnlich rechnet man weiter fir die anderen Elemente der K-Basis
{1,1,a,ai,a? a%,d® d’i}. Damit folgt F5s = Q (V2(1 —1)).

Aus dem Satz vom primitiven Element 1.2.11 folgt sofort

Satz 1.2.15.
(i) Ist E/K endliche, galoische Erweiterung, so ist E Zerfillungskorper
eines separablen irreduziblen Polynoms f € K[X].

(1) Umgekehrt gilt: der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f €
K[X] ist eine endliche galoische Erweiterung von K, siehe Bemerkung
1.2.6.

Definition 1.2.16.

Sei f € KI[X] ein separables Polynom. (Es wiirde ausreichen, zu fordern,
dass alle Primteiler von f separabel sind.) Sei E der Zerfillungskorper von
f tber K. Die Galoisgruppe des Polynoms f tiber K ist per Definition

G(f, K) = G(E/K).

Beispiel 1.2.17.
Wir wollen G(X? — 2,Q) ausrechnen. Seien «y,as,as die Nullstellen von

X% —2in C. Dann ist
E-Q(V2,6)
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der Zerfdllungskorper von f iber Q. Wir erhalten eine Injektion

G(E/Q) — S3

o — o(a,aga3) = (0a,oas,0a3)

da o durch seine Wirkung auf den Nullstellen oy, s und as eindeutig be-
stimmt ist. Ferner gilt |Ss| = 3! = 6 und

G(E/Q)| = E:Q=[Q(V2) : QlE:Q(V2)]=3-2=6

Also ist die Injektion auch surjektiv und die Galoisgruppe ist G(X3 —2,Q) =
Ss.

Bemerkung 1.2.18.
Ist f € K[X] ein separables Polynom vom Grade n, so hat man allgemein

ewne Injektion

d.h. die Galoisgruppe G(f, K) ist isomorph zu einer Untergruppe der Per-
mutationsgruppe S,. Es folgt G(f, K) < (grad f)!.

Die Injektion muss nicht surjektiv sein: in Beispiel 1.2.14 war fir das
Polynom f = X* — 2 die Galoisgruppe G(f/Q) = Dy; aber es gilt |Dy| = 8,
wéhrend S| = 24.

Satz 1.2.19.

Sei f € K[X] separabel dber K mit Galoisgruppe G = G(f, K). Sei N die
Menge der Nullstellen von f in einem Zerfillungskorper E diber K. Dann ist
dquivalent

(i) f ist irreduzibel.

(i1) G operiert transitiv auf N, d.h. zu je zwei o, 5 € N gibt es 0 € G mit
ola) = p.

Beweis.
(i)=(ii) Seien a, 8 € N und f irreduzibel. Nach Satz 1.1.9 ist § konjugiert
zu «, d.h. ist C ein algebraischer Abschluss von E, so gibt es
7 € Homg (C, C) mit
T(a) = 0.
Da E/K normal ist, ist nach Satz 1.2.12 7| in der Galoisgruppe
G(E/K) =G.
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(ii)=-(i) Sei @ € N und g = ming(a). Dann teilt g das Polynom f. Wegen
der Transitivitit der Wirkung gibt es zu § € N ein 0 € G mit
o(a) = . Es folgt

9(B) = g(oa) = og(a) =0,

also ist jede Nullstelle von f auch Nullstelle von ¢g. Da f als
separabel vorausgesetzt war, folgt auch f|g. Also sind die beiden
Polynome f und g assoziiert. g ist als Minimalpolynom irreduzi-
bel, also ist auch f irreduzibel. O

1.3 Endliche Ko6rper und Einheitswurzeln
1.3.1 Endliche Ko6rper

Wir wollen jetzt endliche Korper untersuchen. Sei K im folgenden ein endli-
cher Kérper und k£ C K sein Primkdrper. Dann ist & = F), fiir eine Primzahl
p, wobei p die Charakteristik von K ist, char K = p. Da K ein k-Vektorraum
ist, gilt notwendigerweise |K| = p? mit d = [K : k] und |K*| = p? — 1.

Satz 1.3.1.

Fiir jede Primzahl p und jede Zahl d € N* existiert ein endlicher Kérper
K mit p? Elementen, den wir mit [ a bezeichnen. Dieser ist eindeutig be-
stimmt als Teilkorper eines algebraischen Abschlusses Fp von F, : er ist

Zerfillungskdorper des separablen Polynoms
d

fX)=x"-X

tiber IF,, und besteht aus den Nullstellen dieses Polynoms.

Jeder endliche Kérper K st isomorph zu genau einem Kérper Fpa.
Insbesondere ist jeder endliche Korper eine galoische Erweiterung seines
Primkdérpers, K/F, ist galoisch.

Beweis.
Sei E der Zerfillungskorper des Polynoms f(X) iiber F, in F,. Wir
behaupten, dass
E={aclF,| f(a) =0}

Dazu reicht es aus, nachzurechnen, dass {a € F, | f(a) = 0} ein Kérper
ist und somit gleich £ sein muss.

Seien a, B € E, f(a) = f(B) = 0. In der Tat gilt:
o (a+P) —(a+p)=a" —a+p" —B=0
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o (aB)' —af=a"p" —af=af—af=0
e Ferner sind 0,1 Nullstellen von f.
o Ist 5#0und f(B) =0, so

B =gt = (B =g =BT =BT =0

At Ay — _ —B+p = 0 fir p%Q
o Coren=raes={ 0T 0 b7,
Wegen f'(X) = piXP'=1 1= _10ist das Polynom f nach L. 4.2.7
separabel. Alle Nullstellen sind also verschieden und wir sehen

|E| = grad f=p?.

Sei umgekehrt K ein endlicher Koérper mit p? Elementen. Dann sind
alle « € K* Elemente der endlichen multiplikativen Gruppe K* mit
p?—1 Elementen. Nach dem kleinen Fermatschen Satz I. 1.6.3 gilt daher
a1 =1 fiir v # 0, also a?' = a fiir alle a.. Also liisst K sich einbetten
in die Menge

E:{aeﬁloﬂ’d = o}

und somit K = F, da die Machtigkeiten beider Mengen gleich sind. [J

Korollar 1.3.2.
S_ez' q eine Primpotenz, ¢ = p® mit d > 1. In einem algebraischen Abschluss
F, existiert genau ein Erweiterungskérper von F, von grad n firn > 1.

Beweis.
Der Zerfallungskorper von X" — X iiber F,, ist Fan und hat den Grad
dn iiber F),. Damit gilt

[Fpan : Fp]  dn

it Fpa] = —F———==—=n.

[F P [Fpa : ) d

p
Umgekehrt hat jeder Erweiterungskorper von F, vom Grad n genau ¢"
Elemente und ist somit nach Satz 1.3.1 isomorph zu Fn.

Satz 1.3.3.
(i) Sei K ein beliebiger Korper und G eine endliche Untergruppe der mul-
tiplikativen Gruppe K*. Dann ist G zyklisch.

(11) Insbesondere ist die multiplikative Gruppe K* eines endlichen Korpers
K zyklisch, da sie endlich ist. Ein erzeugendes Element von K* heifst
Primitivwurzel.
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Bevor wir den Satz beweisen, folgende

Bemerkung 1.3.4.
Sei ( eine Primitivwurzel eines endlichen Korpers K und k der Primkdrper
von K. Dann gilt offensichtlich K = k(C). Somit ist K/k eine einfache
Korpererweiterung.

Ist K'/ K endliche und daher notwendigerweise separable Erweiterung des
endlichen Korpers K, so ist

mit (' einer Primitivwurzel von K'. Also ist auch die Kérpererweiterung
K'/K einfach und der Satz 1.2.11 vom primitiven Element vollstindig ge-
zeigt, ebenso wie Satz 1.2.3.18.

Der Beweis von Satz 1.3.3 stiitzt sich auf das folgende Lemma:

Lemma 1.3.5.
Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Gilt fir alle Teiler d von n

[{z € Glz* =1}| < d, (5)
so ist G zyklisch.

Beweis. von Satz 1.3.3.

Sei d ein Teiler der Gruppenordnung |G|. Dann gilt sicher
Ha e K*|a® =1} <d,

da das Polynom X¢ — 1 hochstens d Nullstellen in K besitzen kann.
Erst recht gilt fiir eine Untergruppe G < K*

Ha € Gla® =1} <d.

Nach Lemma 1.3.5 ist somit G zyklisch. Aussage (ii) in Satz 1.3.3 folgt
aus Teil (i) mit G = K*.

Beweis. von Lemma 1.3.5.

Fiir einen Teiler d der Gruppenordnung |G| sei ¥g(d) die Zahl der
Elemente von GG der Ordnung d. Offenbar gilt, da jedes Element eine
Ordnung hat

S vald) = |G (6)

dln
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Wir behaupten, dass aulerdem gilt

Ya(d) < o(d) (7)
mit der Eulerschen -Funktion. Fiir ¢¢(d) = 0 ist dies klar, da stets
p(d) > 1.

Sei also ¥g(d) > 1 und a ein Element von G der Ordnung d. Betrachte
die von a zyklisch erzeugte Untergruppe H = (a). Fiir alle d Elemente
aus H gilt 2?7 = 1. Wegen der Annahme (5) liegt jedes Element der
Ordnung d schon in der zyklischen Untergruppe H. Daher erhalten wir

va(d) =Y (d) = ¢(d) .
Insbesondere gilt fiir die zyklische Gruppe Z/nZ

Vz/mz(d) = o(d)

da in Z/nZ ein Element der Ordnung d existiert. Die Anwendung von
(6) und (7) liefert nun die Ungleichungen

=3 bald) <" ¢(d) = Y vjucld) = 1Z/nZ| = n.

d||G| |G| |G|

Somit gilt die Gleichheit ¢¢(d) = ¢(d) fir alle Teiler d von n. Insbeson-
dere ist Yo (|G|) = ¢(|G|) > 1, also besitzt G ein Element der Ordnung
|G|, das |G| zyklisch erzeugt. O

Bemerkung 1.3.6.
Fiir die Fulersche o-Funktion gilt

p(n) =|(Z/n)"| = [{k e N1 <k <n,(k,n) = 1}|

= # Erzeugende Elemente von Z/n

was wir in den Ubungen sehen werden. Die o-Funktion ist nach 1.1.6.15 fir
teilerfremde ganze Zahlen m,n multiplikativ,

p(mn) = p(m)p(n).

Ferner gilt p(p™) = p™ Y (p — 1) fiir p prim.

Beweis.

Wir beweisen die letzte Aussage durch Induktion nach m. Fir m = 1
gilt
(Z/p)"| = F;|=p—1.
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Fiir den Induktionsschritt betrachte wir die kanonische Surjektion

Z/pm—i-l — Z/pm

m+1

x mod p — x mod p™

Sie induziert einen Gruppenhomomorphismus
iz = (2 M)

der auch surjektiv ist. Denn aus x mod p™ € (Z/p™)* folgt, dass
(z,p™) = 1, und da p prim ist, folgt daraus auch, dass (z,p™ ™) =1
gilt. Also ist £ mod p™*! € (Z/p™)* Der Kern der Abbildung \ ist

ker(A) = {z mod p™"!z =1 mod p™}
= {z=1+p"ymod p"t|y € N}.

Er hat offensichtlich genau p Elemente. Aus dem Homomorphiesatz fiir
Gruppen folgt

(Z/p™ )| =p (Z/p™)"].
O

Nachdem wir so einen guten Uberblick iiber die Klassifikation der endli-
chen Korper und ihre Einheitengruppen bekommen haben, wenden wir uns
nun ihren Galoisgruppen zu.

Satz 1.3.7.

Sei ¢ = p? eine Primzahlpotenz. Die Gruppe der Automorphismen des end-
lichen Kérpers F, mit g Elementen ist zyklisch von der Ordnung d und wird
erzeugt vom Frobeniusautomorphismus

op: Fg, — Ty
a = of
Beweis.
o Wegen

ag(x) =" =z =1id (x) firalle zelF,,

teilt die Ordnung n von o, die Zahl d. Andererseits folgt aus 01’; =1
die Gleichung z?" = z fiir alle z € IF,, also
2 —r=0

fiir alle z € F,. Daraus folgt die Abschitzung |F,| = p? < p",
also ist d kleiner gleich der Ordnung n von o,. Insgesamt folgt
ord o, = d.
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e Sei nun ¢ € Aut (IF,) ein beliebiger Automorphismus. Da
(P\Fp =id

auf dem Primkorper F, folgt ¢ € G(F,/F,). Aus der Galoistheorie
folgt
|G(F,/IFy)| = [IF, : IF,] =d

Damit erzeugt o, die Automorphismengruppe von IF, zyklisch. [

Korollar 1.3.8.
Seien n,m > 1 ganze Zahlen. Dann gilt

Fyn CFym <= n|m

Ist dies der Fall, so ist die Korpererweiterung Fym /Fpn galoisch und die Ga-
loisgruppe G(Fpm [Fyn) ist zyklisch erzeugt durch die Abbildung

opn i Fpm  — Fym

T
r +— 2P

Beweis.
Sei d := [IFym : IFn], dann gilt nach Satz 1.3.2 nd = m. Die umgekehrte
Richtung ist nach Satz 1.3.2 klar.

Nach Satz 1.3.1 ist die Kérpererweiterung F,m /F, separabel und nor-
mal; daher gilt dies auch fiir die Korpererweiterung Fym /F,». Nach
Satz 1.3.7 ist G(Fym /F,n) Untergruppe der zyklischen Gruppe (o),
also zyklisch und von der Ordnung *. Damit wird sie durch den Auto-
morphismus (0,)" erzeugt.

1.3.2 Einheitswurzeln

Wir wenden uns nun dem zweiten Thema dieses Kapitels zu, den Einheits-
wurzeln.

Definition 1.3.9.
Sei K ein Korper. Dann bezeichnet W(K) C K* die Gruppe aller Elemente
endlicher Ordnung in K> und

Wn(K) ={¢ e K|¢" =1}

die Gruppe aller Elemente aus K*, deren Ordnung n teilt. Die Elemente aus
WL(K) heiflen n-te Einheitswurzeln von K. Ein Element ( € W, (K) heifst
primitive Finheitwurzel, falls ord ( = n.
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Bemerkung 1.3.10.
(1) W, (K) ist eine endliche zyklische Gruppe, deren Ordnung n teilt.

(i1) Ist p = char (K) > 1, so gilt
Wop(K) = W, (K).

In einem Korper der Charakteristik p kann es also keine primitiven n-
ten Einheitswurzeln geben, wenn n durch die Charakteristik des Korpers
geteilt wird.

Beweis.

(i) Die Gruppe W, (K) ist endlich, da alle ihre Elemente Nullstel-
len des Polynoms X™ — 1 sind. Als endliche Untergruppe von der
Einheitengruppe K* ist W, (K) nach Satz 1.3.3 zyklisch. Sei ¢
ein Erzeuger von W, (K); seine Ordnung ord (¢) = |W,,(K)| teilt
dann n.

(ii) Ist p = char K > 1, so folgt aus

= (cry =1

schon ¢(" = 1, denn der Frobeniusautomorphismus o, ist als
Korperautomorphismus injektiv. Also gilt die Inklusion W,,,,(K) C
W, (K), die andere Inklusion ist ohnehin trivial.

Bemerkung 1.3.11.

(i) Die Gruppe der komplexen Einheitswurzeln W,(C) = {e*™#/" |k =
0,1,...n — 1} hat n Elemente.

(i1) Sei C' ein algebraisch abgeschlossener Kéorper und n € N. Ist char K =
p >0, so sei (n,p) =1. Dann gilt

[Wa(C) =n.

Da die Gruppe W, (C) zyklisch ist, gibt es insbesondere eine primitive
n-te Finheitswurzel in C'.

Beweis.
(ii) Das Polynom f(X) = X" — 1 ist in C[X] separabel, da die Ab-
leitung f/(X) = nX""! ungleich Null ist. Also hat es keine mehrfachen
Nullstellen.
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Satz 1.3.12. und Definition
Sei K ein Kérper, n € N. Der Zerfillungskérper E des Polynoms X" — 1
tiber K heifit Korper der n-ten Einheitswurzeln tiber K. Es gilt:

(i) E = K((), wobei { eine primitive m-te Einheitswurzel ist mit

m m , falls p= char (K) >0
m = n , falls char (K) =0

(i) EJK ist galoisch und es gibt eine Injektion
G(E/K) = (Z/m)*
Insbesondere ist die Galoisgruppe G(E/K) abelsch.

Beweis.
Die Behauptung in (i) ist nach Bemerkung 1.3.10 offensichtlich. Wegen
Bemerkung 1.3.10 (ii) kénnen wir annehmen, dass (n,p) = 1 gilt, mit
p = char K > 0. Daraus folgt, dass das Polynom X" —1 separabel iiber
K ist und die Kérpererweiterung F/K daher galoisch ist.

Sei ¢, € FE primitive n-te Einheitswurzel, ord ({,) = n. Fiir jedes
Element o € G(E/K) hat o((,) ebenfalls die Ordnung n, also gilt
0C, = ¢F mit (k,n) = 1, denn nur dann ist ¢* wieder primitiv. Um
k zu normieren, schreiben wir vor, dass 1 < k < n gilt. Damit ist &
eindeutig durch ¢ bestimmt.

Sei ¢ € W,(E), so ist ¢ = (J fiir ein geeignetes j € Z. Es gilt dann
o(Q) = 0(G) =0(C) = () = ¢
Daher bekommen wir eine Injektion

G(E/K) — (Z/n)*
o —  k mit o¢ = (¥

Die ist sogar ein Gruppenhomomorphismus. Er ist injektiv, denn wegen
E = K((,) ist o schon durch die Angabe des Bildes o((,,) festgelegt. (]

Man beachte, dass im Falle K = R oder K = C und n > 2

ist, also fiir die Galoisgruppe gilt |G(K((,)/K)| = 2 oder 1. Die obige Ab-
bildung ist in diesem Fall also sicher nicht surjektiv. Anders verhélt sich dies
fiir die rationalen Zahlen:
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Satz 1.3.13 (GauB).
Sei E = Q((,) mit ¢, einer primitiven n-ten Finheitswurzel. Dann ist die
Injektion in Satz 1.3.12 (ii) eine Isomorphie,

G(E/Q) = (Z/n)".

Insbesondere gilt

[Q(C) = Q] = (n) .

Beweis.
Zu zeigen ist, dass es zu jedem k € Z, das koprim zu n ist, (k,n) =1,
ein o € G(E/Q) gibt, so dass o¢ = (* gilt.

e Sei f = ming(¢) das Minimalpolynom. Es reicht aus, zu zeigen,
dass ¢* Nullstelle von f ist. Denn f ist als Minimalpoynom irredu-
zibel, und in char Q = 0 sicher separabel, so dass nach Satz 1.2.19
die Galoisgruppe transitiv auf den Nullstellen von f operiert.

e Wir reduzieren nun die Behauptung auf den Fall, dass k = p eine
Primzahl ist, die n nicht teilt.

Denn ist k = pi* ... pls ein Produkt solcher Primzahlen, so finden
wir zunéichst Automorphismen o; von E/Q, so dass

oi(¢) = ¢,
fiir die dann natiirlich auch
o (Q) = ¢
gilt. Wir rechnen dann nach, dass
ool (Q) = ¢ = ¢k

gilt, also haben wir den gewiinschten Automorphismus gefunden.

e Da ¢ Nullstelle von f und von X" — 1 € Q[X] ist, finden wir in
Q[X] eine Zerlegung

f(X)g(X) = X" —1

mit normierten Polynomen f, g € Q[X]. Nach dem Lemma von
Gaufl (1.3.3.10) sind diese Polynome sogar in Z[X].
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e Sei also p eine Primzahl, die n nicht teilt. Widerspruchsbeweis:
Angenommen, es wiirde f((?) # 0 gelten. Dann gilt ¢(¢?) = 0,
also ist ¢ Nullstelle des Polynoms g(X?) € Z[X]. Dieses wird daher
vom Minimalpolynom f von ( geteilt und wir finden h € Q[X],
so dass gilt

FXOM(X) = g(XP). (8)
Wiederum nach dem Lemma von Gaufl liegt das Polynom h €
7| X].
Die Idee ist nun, modulo der Primzahl p zurechnen und die fol-
gende Surjektion von Polynomringen auszunutzen:

Z[X] - F,[X].

Dies konnen wir deshalb, weil alle Polynome ganzzahlige Koeffizi-
enten haben. Da fiir

7= X' €F,[X]

gilt
@wa=§:£X5=§:wX%=mXﬂ-

Aus Gleichung (8) folgt daher

FXORX) = g(XP) = (5(X))".

Aus ihr folgt, dass die Polynome f und g eine gemeinsame Null-
stelle im algebraischen Abschluss F, des Korpers [, haben.

Dann hat aber das Polynom
fg=X"-1€eTF,[X]

eine doppelte Nullstelle. Aber das Polynom X" — 1 ist auch im
Polynomring F,[X] separabel: seine Ableitung nX""! # 0, da
(n,p) = 1, so dass die Annahme f(¢?) # 0 zum Widerspruch
gefiihrt ist. 0

Sei C' eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von Q, etwa C oder
der algebraische Abschlufi Q. Setze W,, = W,,(C). Dann gilt die Zerlegung

Xr—1=J](x-0¢. (9)

CeEWn

Es liegt nahe, die Linearfaktoren zu Wurzeln gleicher Ordnung zusammen-
zufassen. Dies motiviert die folgende
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Definition 1.3.14.
Das Polynom

heifit n-tes Kreisteilungspolynom.

Lemma 1.3.15.

Es gilt:

(i) F, ist normiert.

(ii) grad F,, = ¢(n)
(1)) X™ —1 =] Fa(X)

dln

(iv) Fo(X) € Z[X].

Beweis.
(i), (i)
(iii)

(iv)

sind offensichtlich.

Sei ¢ € W, dann teilt d = ord ( sicher n. Dann benutze die
Zerlegung (9).

Sei (,, eine primitive n-te Einheitswurzel und o € G(Q((,)/Q). Es
gilt
FX)= ]I X-0a(Q)=Fu(X).
ord ¢=n

Da die Erweiterung Q(¢,,)/Q galoisch ist, heifit dies, dass alle Koef-
fizienten von F, im Fixkorper Q liegen, F? € Q[X]. Da aulerdem
F,(X) das Polynom X" — 1 teilt, gibt es ein Polynom g € Q[X]
mit F,(X)g(X) = X" — 1. Nach dem Lemma von Gaufl folgt
Fo(X) € Z[X].

Satz 1.3.16.
Das Kreisteilungspolynom F,(X) ist irreduzibel im Polynomring Q[X] dber
den rationalen Zahlen.

Beweis.

Sei (, eine primitive n-te FKEinheitswurzel. Das Minimalpolynom
ming(¢,) teilt dann das Kreisteilungspolynom F,. Nach Satz 1.3.13
gilt aber

grad ming(¢) = [Q(¢) : Q] = ¢(n) = grad F,(X).

Also gilt ming(¢) = F,,, da auch das Kreisteilungspolynom F,, normiert
ist. F, ist dann als Minimalpolynom irreduzibel.
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Beispiel 1.3.17.
Sei p eine Primzahl. Dann ist, wie schon in 1.3.3.15. gesehen,

CXP -1

=14+X+---+ XL
1 + X4+

Fp(X)

Allgemeiner gilt fiir Primzahlpotenzen

Xpm_l T — m— M —
Fpm(X):m:]_—f—Xp 1+X2p 1+...+X(p_1)p 17

denn Fyn(X) teilt 1+ XP"" 4 oo 4 X@ 02" jede Einheitswurzel der
Ordnung p™ ist Nullstelle des Zihlers, aber nicht des Nenners. Auflerdem
stimmen die Grade der Polynome iiberein:

grad Fym = o(p™) =p™ ' (p—1).

1.4 Kreisteilungskorper, quadratisches Reziprozitits-
gesetz

1.4.1 n-Teilung des Kreises

Wir wollen noch einmal auf das Problem der Konstruierbarkeit mit Zirkel
und Lineal zurickkommen.

Satz 1.4.1.

Sei M C C eine Untermenge, die 0,1 enthdlt und K der unter komplexer
Kongugation abgeschlossene Kirper K = Q(M U M). Dann sind fiir eine
kompleze Zahl z € C dquivalent:

(i) z ist aus M konstruierbar, z € AM.

(i1) z ist algebraisch iber K. Ist E die normale Hiille der Kérpererweiterung
K(2)/K, soist [E : K| =2" fir ein m > 0.

Beweis.

(i)=-(ii) Nach Satz 1.2.1.6 gibt es einen Erweiterungskorper K, von K, der
z enthilt und aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln hervorgeht. Das heifit, dass K, sich in der Form K,, =
K(wy,wa, . .. ,wny) schreiben lisst, wobei w? € K(wy, ... ,w; 1) =:
K;_q liegt, aber w; &€ K(w;,...,w;—1) liegt. Sei E,, die normale
Hiille von K,,. Dann ist die Koérpererweiterung E,,/K galoisch:
normal ist sie ohnehin, und separabel ist sie, da wir in Charakte-
ristik Null arbeiten.
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Zu zeigen ist, dass [F,, : K] Zweierpotenz ist. Wir fithren den Be-
weis durch Induktion nach m. Fiir den Induktionsanfang m = 1
betrachten wir die quadratische Erweiterung K; = K(w;). Qua-
dratische Erweiterungen sind stets normal. Also gilt £y = K; und
[Ey - K| =2.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass [E,,—; : K] ei-
ne Zweierpotenz ist. F,, ist als normale Hiille Korpers K,, =
Kp—1(wm) von der Form

Em - Km—l(ala .. 'aa5)7

wobei wir setzen a; = w,, und mit as,...a, die verschiedenen
Konjugierten von w,, iiber K,, i in einem algebraischen Abschluf}
C bezeichnen.

Nun ist aber o? iiber K konjugiert zu w?, was in E,,_; liegt.
Da E,,_; iiber K normal ist, folgt auch o? € E,, ;. Der Kérper

E. = FE, 1(ai,...,qa,) entsteht also durch Adjunktion von Qua-
dratwurzeln. Also ist der Korpergrad
[Em . Emfl]

eine Zweierpotenz. Zusammen mit der Induktionsannahme ist
dann auch
(B K| =By Epni][Eme : K]

eine Zweierpotenz. Damit ist auch [K(z) : K] eine Zweierpotenz.

=(i) Sei z algebraisch tiber dem Korper K, sei E die normale
Hiille von K(z)/K und sei der Kérpergrad [E : K| eine Zwei-
erpotenz. Dann ist die Korpererweiterung E/K ist galoisch und
die Galoisgruppe G(E/K) ist eine 2-Gruppe. Nach I.1.11.1 gibt
es eine Kette von Untergruppen

G(E/K)=Hy>H; >...> H, = {1},

so dass H; ein Normalteiler von G(E/K) ist und [H;_; : H;] = 2
ist. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es eine Kette von
Zwischenkorpern

K=KyCK,CKyC...CK,=F,
mit Korpergraden
[K;: K; 1] =[H;—1: Hj] =2
Nach Satz 1.2.1.6 ist daher z aus M konstruierbar, z € AM. [
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Wir konnen jetzt die Konstruierbarkeit des regelméfiigen n-Ecks untersu-
chen. In anderen Worten: fiir welche natiirliche Zahlen n ist ¢ := e*™/" € AQ?

Da die Korpererweiterung Q(¢)/Q galoisch ist, ist nach Satz 1.4.1 ¢ € AQ
genau dann, wenn [Q(¢) : Q] eine Zweierpotenz ist. Nach Satz 1.3.13 muss
dann ¢(n) eine Zweierpotenz sein. Sei n = 2°p{* ... p% die Primzahlzerlegung
von n, wobei die p; ungerade Primzahlen sind. Dann ist

p(n) =2""(p; — Dpf ... (ps — DpSt.

Dabher ist ¢(n) genau dann Zweierpotenz, wenn n von der Form n = 2¢p; . .. p;
ist und fiir alle p; die Zahl p; — 1 eine Zweierpotenz ist. Wir haben damit:

Satz 1.4.2 (GauB).
Das regelmdffige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn n von der Form

n =2 ...ps
ist, mit e > 0, p; paarweise verschiedene Primzahlen der Gestalt
p; = 14 22" k; >0.
Der Beweis dieses Satzes wird vervollstandigt durch das folgende

Lemma 1.4.3.
Fiirm € N ist 1 + 2™ hochstens dann eine Primzahl, wenn m von der Form
m = 2F fiir ein k > 0 ist.

Beweis.
Sei m ein Produkt, m = mymsy mit my > 1 einer ungeraden Zahl. Dann
ist die Zahl p := 14 2™ keine Primzahl, da gilt

p=1—(=2m)"2 = (142™)(1 — 2™ 422 — 4 2mlme=D)y
also p das Produkt zweier natiirlicher Zahlen gréfer als Eins ist.

Bemerkung 1.4.4.
Fiir k € NU{0} heifst die Zahl

F,=22 11
k-te Fermatzahl. Die Zahlen
Fob=3 Fi=5 F,=17 F;=257 F,=65537

sind alle Primzahlen. Fermat selbst hat behauptet, alle Fermatzahlen F}, seien
prim, aber die Fermatzahlen

F, mit 5<k<16
sind keine Primzahlen. Es ist zur Zeit keine weitere Fermat-Primzahl Fy, mit

k > 4 bekannt.
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1.4.2 Das quadratische Reziprozititsgesetz

Als Motivation schildern wir die folgende Fragestellung: sei p # 2 eine Prim-
zahl und E = Q((,) der p-te Kreisteilungskorper. Da die Galoisgruppe

G(E/Q) = (Z/p)"

zyklisch von der Ordnung p — 1 ist, gibt es genau eine Untergruppe vom
Index 2 und somit wegen der Galois-Korrespondenz genau eine quadratische
Erweiterung F' der rationalen Zahlen Q, die in diesem Kreisteilungskorper
enthalten ist, ' C Q((,). Mit anderen Worten: es gibt genau eine quadratfreie
Zahl d # 1 mit

Vd e Q&) -

Welche Zahl ist das?

Dazu betrachte den Kérper F,» mit p" Elementen. Seine Einheitengruppe
[F,» ist nach Satz 1.3.3 (ii) zyklisch von der Ordnung p” — 1, also hat die
Untergruppe IF;f der Elemente von F -, die sich als Quadrat schreiben lassen,
Index zwei:

[Fr :Fx?l =2 fir p #2. (10)

Definition 1.4.5.
Seiv € Z, v #0. Dann setze

v _ | +1 falls v= r>mod p fir ein x €7
p) | =1 falls v#a*modp firalle x€Z

In Worten: (%) =1 genau dann, wenn v mod p ein Quadrat in F; ist. (%)

heif$t das Legendre-Symbol und hdngt nur von der Restklasse von v modulo p
ab.
Fiir p # 2 zeigt (10), dass die Faktorgruppe F ./ ]F;? isomorph zu Zs ist.

Daraus folgt sofort U\ [ Vit
() G)=G)

() ()" e

ist ein Gruppenhomomorphismus, der fir p # 2 surjektiv ist.

d.h.

Lemma 1.4.6.
Nach Satz 1.3.13 ist die Abbildung

G(Q(6)/Q) = (Z/p)"
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dieo € G(Q((y)/Q) das Elemente a € (Z/p)* zuordnet, fir das o((,) = (¢)*

qilt, ein Isomorphismus von Gruppen. Daher ist auch

x o GQG)/Q) — {1}

o = ()

ein Gruppenhomomorphismus.
Sei p # 2 und setze ker x =: H. Dann ist der eindeutig bestimmte qua-
dratische Teilkérper von Q(C,) gleich dem Fizkérper Ef.

Das folgende Lemma fasst elementare Eigenschaften des Legendre-
Symbols zusammen:

Lemma 1.4.7 (Eulersches Kriterium).
Sei p # 2 eine Primzahl. Dann gilt:

(1) ( )zl s "% =1modp

(i) (3) = 1=
(iii) (1) =1

Beweis.
Aussage (iii) folgt wegen 12 = 1 aus der Multiplikativitiit des Legendre-
Symbols. (ii) folgt als Spezialfall unmittelbar aus (i). Zum Beweis von
(i) bemerken wir, dass (g) = 1 genau dann gilt, wenn v € H liegt.
Die Untergruppe H der zyklischen Gruppe (Z/p)* von p—1 Elementen
enthélt aber genau die Elemente, deren Ordnung 7%1 teilt. OJ
Satz 1.4.8.

(1) Sei ¢ = (, eine primitive p-te Einheitswurzel. Betrachte
v
Si= Y xoel= Y (5)¢ea).
veG(Q0)/Q) ve< ¥
Dann gilt
—1

52=<?>p=(—1)p51p=:p* fir p#2.

(11) Fiir p # 2 ist Q(\/p*) der eindeutig bestimmte quadratische Erweite-
rungskorper von Q in Q((,).
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Beweis.
(ii) folgt unmittelbar aus (i): da S € Q(¢,) liegt und S? = p* gilt, ist

+/p* € Q(¢p). Andererseits liegt /p* ¢ Q, also ist Q(y/p*) der
gesuchte Korper.

(i) folgt aus der folgenden Rechnung:
=-£ ) G-

Ersetze nun die Summationsvariable v durch pv. Lauft v iiber die
multiplikative Gruppe (Z/p)*, so auch vu:

g2 _ Z (VTI?LQ)CWFH _ Z (%)CH(V—H)‘

v,p v,p

Wir spalten nun diese Summe auf, um die Identitét
L+¢+C+...¢ =0

benutzen zu konnen:

# = D) S ()T

p p

v£—1 1
- (5)w- 3 (5

- (G- x ¢
- G

da das Legendre-Symbol genauso oft den Wert +1 wie —1 an-
nimmt. ]

Bemerkung 1.4.9.
Fiir p # 2 gilt

fiir alle 0 € G(Q(¢)/Q).

41



Beweis.
Sei 0 = 0, mit a koprim zu p, so gilt:

1

o(5) = 0ul8) =2 (0)c =3 (%)

p

_ (E)Z(i)gvzx(a)s. O

p/ —\p

Theorem 1.4.10 (quadratisches Reziprozititsgesetz von Gauf).
(i) Seien p,q zwei verschiedene Primzahlen ungleich zwei, p,q # 2 und

p # q. Dann gilt
1) = 0= ()
= — _1 P} 5 -
(5)=CD y
In Worten:

Gilt p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4, so ist q ein quadratischer Rest
modulo p genau dann, wenn p ein quadratischer Rest modulo q ist.

Gilt p = g = 3 mod 4, so ist ¢ quadratischer Rest modulo p genau dann,
wenn p nicht quadratischer Rest q ist.

(ii) Fir p # 2 gelten die folgenden Erginzungssditze :

<—_1>:(_1)p;1: +1 fl:L:T p=1mod4
—1 fir p=3mod4

(2) B (_1)1)%1 B 1 p=1,—1mod 8§
- 1l -1 p=3,-3mod8

Beispiel: Ist 29 ein Quadrat modulo 437 Wir rechnen
() = (35)=(3) = () () =~ (59)
43/ \29/ \290/ \29/\29/  \29
= (3)=-(z) =
N v/ N1,
also ist 29 kein Quadrat modulo 43.

Beweis.

(i) Wir rechnen im Ring R = Z[(] mit ( = (,. Ein allgemeines Ele-
ment dieses Ring R ist von der Form

a= Z a,o(¢) mit a, €Z.
c€G(Q()/Q)
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Wir rechnen nun modulo dem Hauptideal ¢R:
og(@) = Y a,0(()" =) alo(¢)’ mod gR
= (Z aga(g)y mod ¢R

Also gilt 0,(a) = a?mod gR. Setzen wir speziell a = /p*, so
liefert Bemerkung 1.4.9

o (7) = (4 = () o

Diese Gleichung multiplizieren wir mit /p* und erhalten

<g>p* = (p)"> mod ¢R.

Nach unseren Voraussetzungen gilt (p*,q) = 1, also ist p* mod ¢
invertierbar in Z/q C R/q. Es folgt

(%) = (p")"7 mod ¢R,

also (%) — (p"‘)q%1 € ¢R N Z, da ¢ ungerade sein sollte.

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich der Q-Basis

(1’<’7C27“”<’p*2) von Q(C)/Q zeigt, dass (]Z[d N7 = qZ
gilt. Daher folgt

*

(}%) _ (p*)% mod gZ = (%) mod g7 ,

wobei in der letzten Gleichung Lemma 1.4.7 (i) verwendet wurde.
Wir finden

()= =) () =c==()

wobei in der letzten Gleichheit noch einmal ¢ # 2 benutzt wurde.

Um die Gleichung (%) = (—1)1% zu zeigen, betrachten wir den
Korper Q(¢) mit ¢ = (s = ¢*/® und rechnen im Ring Q((s).
Wegen

€+ =C+2+(¢?=24i-1=2
ist

y=C+¢ =2
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Ferner gilt
y* =’ + P modp.

Ist p = +£1 mod 8, so gilt

Yy =C+¢ ' =ymodp,

also ist y*~! = 1 mod p, d.h. 2" = 1 mod p. Nach Eulers Krite-
rium 1.4.7 (i) folgt (%) =1 Ist p = +5 mod 8§, so gilt

y=—-(—-¢'=—ymodp,

d.h. es ist 2°2° = —1 mod p. Wiederum mit 1.4.7 (i) folgt (%)

—1. 0J

1.5 Fortsetzung der Galoistheorie

Satz 1.5.1 (Translationssatz).

Sei E/K eine endliche galoische Korpererweiterung und K'/K eine beliebige
Korpererweiterung. Wegen Satz 1.1.2 kénnen wir ohne FEinschrdankung an-
nehmen, dass E und K' Teilkorper eines Korpers C sind. Sei EK' = K'(E)
das Kompositum von E und K' in C, vgl. 1.2.2.153. Dann gilt

(i) Die Korpererweiterung EK'/K' ist galoisch.
(ii) Die Restriktionsabbildung

G(EK'/K') — G(E/K)

o = OE
liefert einen Isomorphismus von Gruppen,
G(EK'/K') = G(E/ENK'),

d.h. die Galoisgruppe G(EK'/K') kann mit einer Untergruppe der Ga-
loisgruppe G(E/K) identifiziert werden.

Beweis.
Die Kérpererweiterung FK'/K’ ist nach 1.2.2.14 algebraisch und nach
1.4.2.10 separabel. Da die Korpererweiterung E/K normal ist, ist F
Zerfallungskorper einer Menge M von Polynomen in K[X]. Damit ist
aber auch FK’ Zerfallungskorper einer Menge M’ von Polynomen in
K'[X] . Also ist auch die Korpererweiterung FK’/K’ normal.
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Damit ist die Koérpererweiterung EK'/K' galoisch und die Abbildung
aus (ii) ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. Dieser Homo-
morphismus ist injektiv: aus o), = 1 folgt, dass o die Identitét ist, da
o als Element von G(EK’/K') ohnehin auf K’ als die Identitét wirkt.
Sei H das Bild der Abbildung in G(E/K). Dann ist K'NE C B da
ein Element 0 € G(EK'/K") alle Elemente von K’ festlisst.

Sei umgekehrt o € Ef. Dann wird a von allen Elementen o €
G(EK'/K') festgelassen. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt
a € K'. Daher gilt auch die umgekehrte Inklusion E# C E N K'. Wie-
derum nach dem Hauptsatz folgt

H=GE/E")=G(E/K'NE).

Bemerkung 1.5.2.

In der Situation von Satz 1.5.1 teilt der Korpergrad [EK' : K'| den Korper-
grad [E : K]. Denn dieser ist gleich der Ordnung der Galoisgruppe, [EK' :
K'| = |G(EK'/K")|, und die Ordnung einer Untergruppe teilt nach dem Satz
von Lagrange die Ordnung |G(E/K)| = [E : K]. Achtung:

Ist die Korpererweiterung E /K nicht galoisch, so gilt diese Aussage im all-
gemeinen nicht. Als Gegenbeispiel betrachten wir:

K=Q E=Q(V2) K=0(V2:G),
Dann ist das Kompositum gleich
ER'=Q(V2,G).
und es gilt [F : K] =3 = [K': K]. Ferner ist [EK' : E] = 2. Daher gilt

, . |[EK':K] 6
BE K = So e =5 =2

was nicht [E : K] = 3 teilt.

Satz 1.5.3.
Seien E1/K und Ey/K zwei endliche galoische Erweiterungen, ohne FEin-
schrinkung seien wieder Ey und Ey Teilkdrper eines Korpers C'. Dann gilt

(i) Die Korpererweiterung EyFEy/ K ist galoisch.
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(i) Der Homomorphismus

G(E1E»/K) — G(Ei/K) x G(Ey/K)

o = (0-’E1’ J|E2)

ist injektiv. Ist By N Ey = K, so ist diese Abbildung sogar ein Isomor-
phismus.

Beweis.

(i)

(i) Nach Satz 1.5.1 (i) ist die Korpererweiterung E) Fy/Es galo-
isch; Fy/K galoisch wurde vorausgesetzt. EyFE,/K ist separabel
nach 1.4.2.10. Sei ¢ : E1 Ey — C' ein K-Homomorphismus in einen
algebraischen Abschluss C. Da E;/K normal ist, gilt nach Satz
1.1.13 o(E;) C E;. Fur das Kompositum

E1E2 = { Z Ojibi ’Gi < E1 und bz € EQ}
endlich

folgt somit o(E1Fy) C EyEs. Also ist auch die Kérpererweiterung
EyE5/K normal und somit galoisch.

Sei 0 € G(E1Ey/K), so dass 0|, = id. Dann ist auch o = idg, g,,
also ist der angegebene Gruppenhomomorphismus injektiv. Gilt
nun iiberdies Fy N Ey, = K, so liefert Satz 1.5.1 die folgenden
[somorphismen:

G(E1Ey/ E»)
G(E\Ey/ Ey)

= G(Ei/K)
X (B/K).
Fiir 0; € G(F;/K) gibt es somit

pP1 € G(ElEQ/EQ) P2 € G(ElEQ/El)

mit die Eigenschaft, dass (p;)jz, = 0. Setze 7 = pips €
G(E1E,/K). Man rechnet nach:

T|E1 - <pl)|E1(p2>|E1 = UlidEl =01,

und entsprechend auch 7, = 03. Also ist der angegebene Grup-
penhomomorphismus auch surjektiv. L.

Definition 1.5.4.
(1) Sei K ein Korper und M ein Monoid. Ein Charakter von M mit Werten
in K ist ein Homomorphismus von Monoiden

X:M— K*.

FEin Charakter heifst trivial, wenn x(m) =1 fir alle m € M gilt.
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(i) Die Funktionen f: M — K bilden einen K-Vektorraum. Entsprechend
heiffen Funktionen

fz':M—>K, izl,...,n

linear unabhdngig iber K, falls aus

arfi+--+afn=0 mit a €K
folgt, dass a1 = as =---=a, =0 gilt.

Satz 1.5.5 (Artin).

Seien x1,...Xn paarweise verschiedene Charaktere eines Monoids M mat
Werten in einem Korper K. Dann sind diese Charaktere als Funktionen auf
M linear unabhdingig.

Beweis.
Induktion nach n. Induktionsanfang n = 1 : wegen x(M) C K* ist ein
einzelner Charakter linear unabhéngig.

Sein > 1 und
arx1+ -+ AmXm =0 (11)

eine Relation minimaler Lénge m, in der alle Koeffizienten a,, # 0 sind.
Es gilt also 2 <m < n.

Da x1 # X2 sein soll, gibt es wenigstens ein z € M, fir das x;(z) #
X2(z) gilt. Es gilt fur alle x € M

0 = aixi(zz) + - + amxm(2x)
= ale(Z)Xl(x) +oeee ame(Z)Xm<x>‘

Damit erhalten wir eine weitere verschwindende Linearkombination der
Charaktere,
Z a;xi(2) xi = 0.

Wir teilen diese Gleichung durch x;(z) und subtrahieren sie von (11)
und erhalten die verschwindende Linearkombination

e\ (e
GQ<X1(2) 1>X2+ + m(Xl(Z) 1)Xm 0.
—_——

#0

Sie ist nicht trivial und hat eine kiirzere Lénge als die Relation (11),
im Widerspruch zur angenommenen Minimalitét der Relation (11). O
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Wir wollen uns jetzt noch eine besonders schéne K-Basis einer endlichen
Galoiserweiterung F/K verschaffen.

Satz 1.5.6 (Existenz einer Normalbasis).
Sei E/K endliche galoische Erweiterung mit Galoisgruppe G. Dann existiert
emn Element a € F, so das

{o(a)}oec

eine K-Basis von E ist. Fine solche Basis heifst Normalbasis von E/K. Das
Element o € E ist ein primitives Element der Korpererweiterung E/K, d.h.
es gilt B = K(a).

Beispiel 1.5.7. Sei p eine Primzahl, ¢, eine primitive p-te Einheitswurzel
iiber Q und E = Q((,). Dann ist

{Ui(Cp) = (Cp)l 22172a7p_1}
eine Normalbasis von E/Q.

Beweis.

e Es reicht aus, zu zeigen, dass es ein Element o € E gibt, so dass
das folgende Element von E nicht verschwindet:

det(17'0q); 0eq # 0.

Denn aus einer Relation ) . a,0(a) = 0 mit Koeffizienten a, €
K folgt fiir alle 7 € G

Z a,7 to(a) =0.

ceG

Also ist der Spaltenvektor (a,) der Koeffizienten im Kern der Ma-
trix
(7-710-04)7',0'66'

mit nicht—verschwindender Determinante. Also ist a, = 0 fiir alle
o € G. Daher ist die Familie (0«r),¢¢ linear unabhéngig und wegen
[E : K] = |G| eine K-Basis von FE.

e Solch ein Element wollen wir ausgehend vom Satz vom primitiven
Element finden. Nach diesem Satz gibt es ein f € E, so dass
K(B) = E. Sei f(X) =ming(f) das Minimalpolynom von 3, das
separabel ist und {iber F in paarweise verschiedene Linearfaktoren
zerfallt:

JX)=1[(x~08) € E[X].

oceG
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Fiir jedes Element o € G der Galoisgruppe betrachte das Polynom

fX)
X —o0f

Es gilt ¢7(B) = 0 fiir o # e, aber ¢g¢(3) # 0.
Betrachte die quadratische Matrix von Polynomen in E[X]:

(gT”%X)) =<—Xf(ff)laﬁ) -
T,0€G T,0€G

Thre Determinante, die natiirlich auch im Polynomring E[X] liegt,

¢ (X) = € BX].

A(X) = det(g” 7(X)),s € E[X]

verschwindet nicht: durch Einsetzen des primitiven Elements 3 €
E erhdlt man nédmlich eine Diagonalmatrix, also gilt fiir die De-
terminante

d(B) = det(g” 7(B)) = g(B)" # 0.

Wir betrachten jetzt den Fall endlicher und unendlicher Korper
getrennt. Sei zunédchst K unendlich. Das Polynom d € E[X] hat
nur endlich viele Nullstellen in K, also gibt es ein Element v € K
mit d(y) # 0. Das heifit aber, es gilt]

det(g™ "7 (7)) = det (T‘lam> £0,
=6
und das Element « := % € F hat die gewiinschten Eigenschaf-

ten.

Wir betrachten nun noch den Fall, wenn der Kérper K endlich ist.
Nach Satz 1.3.8 ist die Galoisgruppe G(E/K) zyklisch erzeugt von
dem Automorphismus o : X — X? mit ¢ = |K|. Wir behaupten
nun, dass das Minimalpolynom des K-linearen Endomorphismus
o: E — E das Polynom X" — 1 ist mit n = [E : K].

Sicher ist ¢ Nullstelle von X™ — 1, da ¢” = 1 gilt. Ferner sind
{1,0,...,0" '} verschiedene Charaktere des Monoids E* mit
Werten in E, nach Satz 1.5.5 sind diese Charaktere linear un-
abhéngig. Daher kann o nicht Nullstelle eines echten Teilers von
X™ — 1 sein. Damit ist aber die Dimension des K-Vektorraums
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E gleich dem Grad des Minimalpolynoms von o, also stimmen
Minimalpolynom und charakteristisches Polynom von ¢ iiberein.

Aus der linearen Algebra sollte folgender Sachverhalt bekannt sein
(vgl. etwa Falko Lorenz, Lineare Algebra II, p. 166, Kapitel IX,
§5, F16)

Satz 1.5.8.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V).
Der Vektorraum V' heifit zyklisch beziiglich f, wenn es einen Vek-
tor w € V gibt, so dass {f*w , k =0,1,2,...} ein Erzeugenden-
system von V ist. Es gilt: Genau dann ist V' zyklisch beziiglich
f, wenn das Minimalpolynom von f mit dem charakteristischen
Polynom tibereinstimmd.

Es gibt also fiir den Endomorphismus ¢ einen zyklischen Vektor
a € E; das heifit aber, {a,0a, ..., 0" 'a} ist eine K-Basis von FE.

e Schliellich iiberlegen wir uns noch, dass das eben gefundene Ele-
ment « € F auch primitiv ist. Offenbar ist K(a) C E. Auerdem
gilt [K(a) : K| = grad ming («) = |G| = [E : K]. O

1.6 Unendliche Galoiserweiterungen

Sei K ein Kérper und C' ein algebraischer Abschluss von K. Sei Cs C C' der
separable Abschluss von C'/ K, d.h. der grofite Teilkorper von C, der nur iiber
K separable Elemente enthilt. Die Korpererweiterung Cs/K ist galoisch:
denn die normale Hiille C! von Cj ist nach Satz 1.2.10 auch separabel {iber
K und daher gleich Cy. Eine beliebige Galoiserweiterung von K kann als
Teilkorper von C aufgefasst werden. Nur kénnen wir die bisher entwickelten
Techniken nicht direkt auf diese Erweiterung anwenden, denn C/K ist i.a.
keine endliche Erweiterung.

Beispiel 1.6.1.
Sei p eine Primzahl, K =F,. Da K perfekt ist, gilt C = C,. Wir bezeichnen
diesen Korper mit Fpeo. Mit ¢ € G(Fp/F,) bezeichnen wir den Frobenius-
automorphismus
@i Fpeo — Fpe
x — aP

Sei H = (p) die vom Frobeniusautomorphismus zyklisch erzeugte Untergrup-
pe der Galoisgruppe G(F e /F,). Der zugehdrige Fizkorper ist

Fll. =F,.
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Wiirde der Hauptsatz der Galoistheorie so stimmen, wie er fir endliche Er-
weiterungen formuliert wurde, so wiirde daraus fiir die Galoisgruppe folgen

H = G(Fp‘x’/Fp) :

Dies gilt aber nicht: fiir eine von p verschiedene Primzahl q betrachten
wir den Unterkorper

F o= Fym CFp.

Fiir jedes Element x € F gilt 2 = fiir ein geeignetes m. Daher ist
der Korpergrad [F,(x) : F,| eine q-Potenz. Daher muss F strikt kleiner als
Fpe sein. Nach den Fortsetzungssdtzen gibt es daher ein von der Identitit
verschiedenes T € G(Fp /IF).
Gilte aber andererseits H = () = G(Fp /), so gibe es ein n, so dass
©" = 1. Daraus wiirden dann aber die Inklusionen
FCFL =F% =F,

p p p

folgen, aus denen wir schlieflen, dass der Korpergrad [F : F,| den Kérpergrad
[Fpn - ] = n teilen misste. Aber der Korpergrad [F : F,| ist unendlich. Wi-
derspruch, also kann T nicht in H liegen, und H nicht die ganze Galoisgruppe
sein.

Sei nun FE/K eine beliebige Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G =
G(F/K) und F ein galoischer Zwischenkorper von E/K. Wir haben die
Restriktionsabbildungen (vgl. 1.2.9)

G — G(F/K)

o = o i=op
Wir betrachten sie alle gleichzeitig, genauer betrachten wir

h: G = ] G(L/K)
o (&L)L.

wobei L C F iiber alle endlichen galoischen Erweiterungen von K laufen soll.
Wir bemerken, dass man den Koérper E durch solche Korpererweiterungen
ausschopfen kann:

E= U L.

L/K endl.,galoisch
LCE

Aus ¢ € G mit oF = 1 fiir alle L, also o, = idj fiir alle solchen Zwi-
schenkorper L, folgt 0 = idg. Die Abbildung A ist daher injektiv,
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Allerdings ist die Abbildung h nicht surjektiv, wir wollen ihr Bild unter-
suchen. Fiir endliche galoische Erweiterungen L, L’ von K in F und L C L'
betrachten wir die Restriktionen

fL/L’: G(L//K) - G(L/K)

T — L.

In der Situation L C L' C L” gilt dann

fL/L" = fL/L’ © fL’/L” .
Das Bild von h liegt also in der folgenden Untergruppe

{(or)r € [] GL/K)| fry(on) =0,V LC L'},
L/K

Wir formalisieren nun diese Situation.

Definition 1.6.2.

(i) Seil eine partiell geordnete Menge. I heifit gerichtet, falls es zu je zwei
Elementen 1,7 € I ein Element j € I gibt mit

i<j und i <j.
(i1) Sei (G;)icr eine Familie von (Gruppen, Ringen, Korpern, topologischen

Rdaumen, ganz allgemein Objekten einer Kategorie), die durch eine ge-
richtete Menge I indiziert ist. Sei

fij : Gj — G»L

eine Familie von Abbildungen (Gruppen-, Ring-, Korperhomomorphis-
men, stetige Abbildungen, ganz allgemein von Morphismen einer Kate-
gorie) firi < j.

Dann heifst (G, fij) ein projektives System, falls
Jie = fisfin fir 1 <5<k

qilt, d.h. wenn das Diagramm

Gy
fir N i
Gj — Gl

fir alle i < j < k kommutativ ist.
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(iit) Der projektive Limes eines projektiven Systems (G, fi;) ist eine Menge
(..., allgemein ein Objekt einer Kategorie)

G :=1limG;,,
ie1
fij
zusammen mit Abbildungen (...)

fii G-)GZ,

so dass alle Diagramme der Form

G
R B E
fij

kommutieren und die folgende universellen Figenschaft gilt: Ist H eine
Menge (...) und seien

gi - H— G;
Abbildungen, so dass alle Diagramme der Form

H

gj v N 9i
Gj - G

Jij
kommutieren, so existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung g : H —
G, so dass fj o g = g; fir alle j € I gilt.
(iv) Analog definiert man ein induktives (direktes) System und einen

induktiven Limes G =3 G, indem man alle Pfeile in allen Diagram-
men umdreht.

Bemerkung 1.6.3.

(i) Projektive und induktive Limites sind bis auf kanonische Isomorphie
ewndeutig, wenn sie existieren. Der Beweis benutzt, wie tiblich, die uni-
verselle Figenschaft.

(it) Der projektive Limes eines projektiven Systems (G;, fi;) von Gruppen
existiert und ldsst sich als Untergruppe des Produkts realisieren:
Gzl}LnGz:{(UZ>ZGIEHGz|fz](U]):Uz fiir ZS]} .
fij i€l
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(iit) Der induktive Limes eines induktiven Systems von Korpern (E;, gi;)
existiert. Er ist isomorph zum Kompositum der Koérper E;. Man beach-
te, dass alle g;; als Kérperhomomorphismen injektiv sind.

Satz 1.6.4.
Sei E/K galoisch mit Galoisgruppe G = G(E/K). Die Abbildung

h: G =  1l,x GUL/K)
o — oli=0o| ,

wobei L C E endlich und galoisch iiber K sein soll, vermittelt einen Isomor-
phismus auf den projektiven Limes

G(E/K) 5 lim G(L/K)

Beweis.
Sei I := {L C E|L/K endlich, galoisch }. Dies ist eine beziiglich der
Inklusion “C” gerichtete geordnete Menge, denn mit L; und Lo liegt
auch das Kompositum LqLs in I. Sei

G =1limG(L/K)

I
der projektive Limes der Galoisgruppen. Die Restriktion auf L

g G — GL/K)
o — ob

erfillt fir L C L'
gL = fL/L’ ogr .

Also gibt es nach der universellen Eigenschaft des projektiven Limes
einen Gruppenhomomorphismus

h:G(E/K) = lmG(L/K) C [[G(L/K).
< Lel
Dieser ist nach den Bemerkungen vor Definition 1.6.2 injektiv, seine
Surjektivitéit bleibt zu zeigen. Sei also

(O'L)Lej € llinG(L/K)

vorgeben. Wir miissen ein ¢ € G(F/K) finden, so dass o, = o, fiir
alle L € I gilt. Sei

o E:UL—>E

Lel
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definiert fiir x € Ly durch o(z) := o, (). Dies ist wohldefiniert, denn
seien Ly, Lo € I und L3 = Ly N Ly, so gilt

(ULl)lLB = (UL2)|L3 .
Betrachte das Kompositum L = L; Ly, hier gilt
(UL)|L1- :le-/L(O'L) =0y, 1=1,2.

Daher gilt

(ULl)\LmLz = (0L|L1)|LmL2 =0rlLnL, = (0L|L2)|LmL2 = (ULQ)\LmLz O

Definition 1.6.5. Fine topologische Gruppe G ist eine Gruppe, die mit der
Struktur eines topologischen Raumes versehen ist, so dass die Abbildung

GxG@ = @
(z,y) +— ay!

stetig st.

Bemerkung 1.6.6.

Ist (G;)ier eine Familie topologischer Gruppen, so ist auch ihr Produkt [ G;

iel
in natirlicher Weise eine topologische Gruppe: die Produkttopologie ist die
grobste Topologie, fir die alle Projektionen

H Gj—»Gj
J

stetig sind.

Ist (G, fi;) ein projektives System topologischer Gruppen — was insbeson-
dere heifit, dass alle f;; stetige Gruppenhomomorphismen sind — und sind
alle G; hausdorffsch, dann ist der projektive Limes

<

eine abgeschlossene Untergruppe von [| Gi. (Beweis kommt in den Ubun-
iel

gen). Damit ist der projektive Limes eines gerichteten Systems topologischer

Gruppen wieder in natirlicher Weise eine topologische Gruppe.

Definition 1.6.7.
Sei E/K eine beliebige galoische Erweiterung. Dann ist die Galoisgruppe
G(E/K) in natirlicher Weise mit einer Topologie versehen: Seien L/ K, L C
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E endliche galoische Teilkorper von E/K und seien die endlichen Galois-
gruppen G(L/K) mit der diskreten Topologie versehen. Das heifst, alle Un-
termengen von G(L/K) werden als offene (und somit auch als abgeschlosse-
ne) Mengen deklariert. Durch die Produkttopologie wird das Produkt dieser
Galoisgruppen zu einer topologischen Gruppe. Der projektive Limes

lim G(L/K)

als Untergruppe erhdlt somit die Struktur einer topologischen Gruppe. Mit
Hilfe des Isomorphismus aus Satz 1.6./4 erhdlt die Galoisgruppe G(E/K) eine
Topologie, die Krulltopologie.

Wir beschreiben diese Topologie nun genauer:

Satz 1.6.8.

(i) Sei E/K eine galoische Erweiterung. Dann ist die mit der Krulltopo-
logie versehene Galoisgruppe G(E/K) kompakt.

(11) Die Familie der Untergruppen (G(E/L)) wobei L C E eine iber K end-
liche galoische Erweiterung ist, stellt ein System offener Basisumgebun-
gen der 1 € G dar. Das heifst: G(E /L) ist offen und jede Umgebung der
1 € G enthdlt eine Menge der Form G(E/L). Da die Translationen ste-
tig sind, bilden dann auch die Mengen oG(E/L) eine Umgebungsbasis
eines beliebigen Elements o € G.

Beweis.

(i) Da die Gruppe G(L/K) endlich ist, ist diese Gruppe in der dis-
kreten Topologie kompakt. Nach dem Satz von Tychonoff ist das
Produkt [[ G(L/K) kompakt. Der projektive Limes lim G(L/K)

L «—

ist dann als abgeschlossene Untergruppe der kompakten Gruppe
[[G(L/K) kompakt.

(ii) Betrachte  wieder  das  gerichtete  System [ =
{L|L/K endlich, galoisch, L C E}. Sei S C I eine endli-
che Teilmenge. Wir setzen

Us:= [[{1} x [ 6(z/K) € [] G(L/K)

Les L&s Lel

fiir die entsprechende Untermenge im Produkt der Gruppen. Aus
der Definition der Produkttopologie folgt sofort, dass

{Us|S C I endlich}
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ein System offener Basisumgebungen der 1 € [], ., G(L/K)
ist. Der Schnitt mit lim G(L/K) ist dann eine Basis von 1 €
—

lim G(L/K).

Sei S C I endlich und Lg das Kompositum aller L; fiir i € S.
Dann ist de Zwischenkorper Lg € I und es gilt

UsN hmG(L/K) = U{Ls} N hmG(L/K) .

Dies folgt aus der Definition des projektiven Limes: seine Elemente
sind von der Form (x;);e;. Auf der linken Seite gilt z,, = 1 fur
alle © € S, auf der rechten Seite gilt z;,, = 1, was wegen der
Eigenschaft fr/1/(x1) = x des projektiven Limes dquivalent ist.
Da das Urbild unter dem Isomorphismus & von Uy N liin G(L/K)

genau G(E/Lg) ist, folgt die Aussage.

Lemma 1.6.9.
Jede offene Untergruppe einer topologischen Gruppe ist abgeschlossen.

Beweis.
Sei H C G eine offene Untergruppe und P ein Reprisentantensystem
der Nebenklassen von G/H. Da die Translation mit g € G

H 5 gH
h +— gh

ein topologischer Isomorphismus ist, ist die Untermenge g H von G offen
fiir alle g € G. Also ist

G\H = J,.,9H

gF#e

als disjunkte Vereinigung offener Mengen offen, also ihr Komplement
H abgeschlossen. 0

Theorem 1.6.10 (Hauptsatz der Galoistheorie fiir beliebige Galoiserweite-
rungen).
Sei E/K eine galoische Korpererweiterung. Dann ist die Abbildung

Z(F/K) — U(E/K)

von der Menge aller Zwischenkorper auf die Menge aller abgeschlossenen
Untergruppen der Galoisgruppe G(E/K)

F  w—  GE/F)
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eine Bijektion. Die abgeschlossenen Untergruppen G(E/F) von G(E/K) sind
genau dann auch offen, falls die Korpererweiterung F'/K endlichen Grad hat.

Beweis. Wir fiihren den Beweis in 5 Schritten.

1. Schritt: Sei F/K endlich, F C FE, dann ist die Galoisgruppe
G(E/F) offen, also nach Lemma 1.6.9 auch abgeschlossen.

Beweis des ersten Schritts:

Sei L die normale Hiille von der Korpererweiterung F//K in E. Dann
ist die Erweiterung L/K endlich und galoisch. Nach Satz 1.6.8 ist
G(E/L) C G(E/K) eine offene Untergruppe. Nun ist G(E/L) C
G(E/F), also ist

G(B/F) =] 9G(B/L)

als disjunkte Vereinigung von offenen Nebenklassen offen.

2. Schritt: Sei F'/K ein beliebiger Zwischenkorper, dann ist die Ga-
loisgruppe G(E/F) abgeschlossen in G(E/K).

Beweis des zweiten Schritts:
Sei 0 € G(E/K) \ G(E/F). Wir wollen eine offene Umgebung von o
konstruieren, die G(E/F') nicht trifft.

Da o auf F' nicht die Identitét sein soll, gibt es sicher einen Unterkérper
Iy C F, der endlich iiber K ist, auf dem o nicht die Identitét ist, also
o & G(E/F). Daraus folgt

oG(E/F) N G(E/F) =0,

denn gébe es ein 7 € G(E/F) von der Form 7 = op mit p € G(E/Fy),
dann wire 0 = 7p~! € G(E/F,), Widerspruch. Nach Schritt 1 ist
die Untergruppe G(E/F,) offen, also ist auch cG(E/Fy) eine offene
Umgebung von o, die aber G(E/F) nicht trifft. Also ist G(E/F) abge-
schlossen.

3. Schritt: Nach Satz 1.2.7 ist die Abbildung injektiv, denn dort wurde
im Beweis Endlichkeit nicht benutzt.

4. Schritt: Sei H C G(E/K) eine offene Untergruppe und F = E#
der Fixkorper. Dann ist die Kérpererweiterung F'/K endlich.

Beweis des vierten Schritts:
Nach Satz 1.6.8 (ii) gibt es eine endliche galoische Erweiterung L/K mit
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L C E, so dass G(E/L) C H gilt. Damit gilt aber auch die Inklusion
F = B C ECE/L) = [ also ist auch die Kérpererweiterung F/K
endlich.

5. Schritt: Sei H C G(E/K) eine abgeschlossene Untergruppe. Dann
ist H=G(E/E™).

Beweis des fiinften Schritts:

Sei H eine niiht notwendigerweise abgeschlossene Untergruppe von
G(F/K). Sei H die abgeschlossene Hiille,

ﬁ::ﬂA

wobei A alle abgeschlossenen Untergruppen von G(E/K) durchliuft,
die H enthalten. Ist H abgeschlossen, so gilt natiirlich H = H. Die
abgeschlossene Hiille H ist offenbar eine abgeschlossene Untergruppe
von G(E/K), und es gilt H < G(E/E™). Nach Schritt 2 ist G(E/EH)
abgeschlossen, woraus die Inklusion

H<G(E/EY)
folgt. Wir behaupten, dass fiir eine beliebige Untergruppe
H=G(E/EY) (12)

gilt, woraus insbesondere fiir abgeschlossene Untergruppen die Behaup-
tung folgt.

Dazu sei 0 € G(E/E®). Um ¢ € H zu zeigen, miissen wir fiir jede
Basisumgebung von ¢ der Form cG(FE/L) zeigen, dass

oG(E/L)NH #0,

wobei L die endlichen galoischen Zwischenkorper von E /K durchlduft.
Betrachte dazu die Surjektion

G(E/EY") — G(LE"/EM)

Ul Ul
H —» H(]
Dann gilt
also ist

Ef = (LET)M.
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Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie fiir endliche Erweiterungen folgt
die Gleichheit
Hy = G(LE"/E").

Das heifit aber: zu jedem o € G(FE/F) gibt es ein 7 € H, mit
U|LEH = T\LEH'

Da aber p = o' € G(E/L) gilt, haben 7 € ¢G(E/L) N H, womit
der Durchschnitt nicht leer ist. ]

Wir wollen noch einen Kommentar zur Gleichung (12) machen, die fir
beliebige Untergruppen H der Galoisgruppe gilt. Sie sagt aus, dass die Krull-
topologie genau die Eigenschaft hat, dass die Vervollstindigung beziiglich
dieser Topologie die Galoiskorrespondenz zu einer Korrespondenz macht. In-
sofern enthélt diese Topologie eine Menge algebraischer Information!

Bemerkung 1.6.11.
Man kann die folgenden Tatsachen zeigen, deren Beweis wir nicht bringen:

(i)

(i)

(iii)

Ist F' ein Zwischenkérper einer galoischen Erweiterung E/K und ist
F/K ebenfalls galoisch, so ist die natirliche Surjektion

G(E/K) —» G(F/K)
stetig und offen und vermattelt eine Isomorphie topologischer Gruppen
G(E/K)/G(E/F) — G(F/K),

wobei der Quotient G(E/K)/G(E/F) mit der Quotiententopologie ver-
sehen sein soll, d.h. der feinsten Topologie, fiir die die Restklassenab-
bildung stetig ist.

Ist F' ein Zwischenkérper von E /K, so induziert die Krulltopologie von
G(E/K) auf der Untergruppe G(E/F) ebenfalls die Krulltopologie.

Ist H< G(E/K) eine offene Untergruppe, so ist der Index [G(E/K) :
H] endlich und es gilt [G(E/K): H] = [E¥ : K].
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1.7 Norm und Spur

Ziel des restlichen Teils dieses Kapitels ist die Untersuchung der Auflésbar-
keit polynomialer Gleichungen durch Wurzeln. Um erst einmal Wurzeln zu
untersuchen, brauchen wir einige Hilfsmittel aus der linearen Algebra.

Sei K ein Korper und E/K eine endliche Korpererweiterung. Betrachte
E' als endlich-dimensionalen K-Vektorraum. Jedes a € E gibt durch Multi-
plikation einen K-linearen Endomorphismus

QR/K - EF — F

Definition 1.7.1.

Das charakteristische Polynom P(ag/k) bzw. die Spur Sp(ag/k) bzw. die
Determinante det(ag/ k) heifflen charakteristisches Polynom, Spur und Norm
von a:

Pg/k(a) = Plagk) € K[X]
Spg k() = tr(ag/k) € K
NE/K(&) = det(aE/K) c K.

Bemerkung 1.7.2.
Aus Standardresultaten aus der linearen Algebra schlieffen wir sofort:

(i) Die Spur Spg,i + E — K ist eine K-Linearform auf E. Die Abbildung

ExE — K
(a7ﬁ> = SpE/K<a6)

ist eine symmetrische K-Bilinearform auf E.

(ii) Die Norm Ng/k : E* — K* ist ein Gruppenhomomorphismus auf den
FEinheitengruppen.

(iii) Ist Ppjg(a) = X"+ a1 X" '+ -+ ag € K[X] das charakteristische
Polynom, so gilt

SPE/K(O‘) = ~Qp-1
Nesi(@) = (=1)ao.

Lemma 1.7.3.
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(i) Sei F' ein Zwischenkorper von E/K und m = [E : F|. Dann gilt fir
aec F:
PE/K(Oé> = PF/K(a)m

SpE/K(a> = mSpF/K(OC)
NE/K(a) = NF/K(OZ)m

(i) Sei E/K eine endliche Erweiterung, o € E und f = ming (o) = X" +
...+ ag das Minimalpolynom. Setze m := [E : K(«)]. Dann gilt

Pryx(a) = f
Pgx(a) = f™
SpE/K(a) = —Map-1
Ng/k(a) = (=1)""ag’

Dies erlaubt es, Norm und Spur eines Elements a € E aus seinem
Minimalpolynom abzulesen.

Beweis.
(i) folgt daraus, dass E = F™ als K-Vektorraum.

(ii) Da das Minimalpolynom f das charakteristische Polynom
Pr(ay/x (@) teilt, und

grad f = [K(«a) : K] = grad Pk(a) k()
folgt f = Pr(a)/x und aus (i) die weiteren Behauptungen. O

Satz 1.7.4.
Sei E/K eine endliche und separable Korpererweiterung, C' ein algebraischer
Abschluss von E und setze G = Homg (E,C). Dann gilt fir o € E

(i) SPE/K(OC) = ) oa,

ceG

(ZZ) NE/K(Oé) = H Q.

oeG

Beweis.
Wir setzen F' = K(a) und n = [F : K|. Da E//K separabel ist, konnen
wir nach 1.4.2.10 (iii) schreiben

Homg (K (), C) = {p1,...,pn}
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und es gilt

ming () = H(X — picr) .

Nach Lemma 1.7.3 folgt
SPr(ayx(@) = —tn1 =) pi
i=1
Ni@yr(@) = (=D)Vag =[] picr .
i=1

Zu jedem Homomorphismus p; gibt es nach 1.4.2.10 m = [E : F| Fort-
setzungen zu einem Morphismus 0 € G = Homg (E, C). Also folgt

n

Z oo = mZpioé = Spg/k(a),

ceG i=1

wobei die letzte Gleichung aus Lemma 1.7.3 (i) folgt.

Ebenso rechnet man fiir die Norm

H oo = (Hpﬂ) = (Nk(a)/x (@)™ = Ng/k () . O

oeG i=

Bemerkung 1.7.5.

Es gilt der folgende Schachtelungssatz: sei E/K eine endliche Kérpererwei-
terung, F' ein Zunschenkdrper. Dann gilt

SpE/K = SpF/KOSpE/F
NE/K = NF/KONE/F

Beweis: ausgelassen.

Satz 1.7.6.
Sei E/K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann ist die Spur
Spg/k + B — K surjektiv und die symmetrische Bilinearform

ExE — K
(,8) = Sp(aB)

ist nicht ausgeartet, d.h. aus Sp(af) =0 fir alle « € E folgt f = 0.
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Beweis.
Da Spg, eine K-Linearform ist, reicht es zu zeigen, dass Spg, i # 0.

Aber wiirde
Z ca=0

fiir alle a € FE, gilten, so stiinde dies im Widerspruch zur linearen
Unabhéngigkeit der Charaktere ¢ € Homg (F,C), die aus Satz 1.5.5
folgt.

Ist 3 # 0 und wére Spp (o) = 0 fiir alle a € E, so géilte Spg,r(7) =
0 fiir alle v € E, Widerspruch. |

Satz 1.7.7 (Satz 90 von Hilbert).
Sei E/K endlich galoisch mit zyklischer Galoisgruppe G = G(FE/K), also
G = (o). Dann ist fir v € E* dquivalent

(i) Np/x(v) =1
(i) Es gibt ein o € E* mit v = =
Beweis.

(ii) = (i) Aus der Multiplikativitét der Norm folgt N k(%) = Nprle)

@
o« - NE/K(O'CV)
1.

(i) = (ii))  Sein = |G|. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Charaktere
1,0,...0" ! ist fiir jedes v € E* die K-lineare Selbstabbildung
von E

id +7y0 +y0(y)o+ ... +y0(7)d*(Y)...0" ()0 !
nicht identisch Null. Es gibt also ein © € E*, so dass
a = 04+y0(0)+yo(7)d*(O)+. . Aya(y)...c" ()" H(O) £ 0.
Wenden wir darauf die Abbildung vo an, so folgt

vo(a) = 70(0) +y0(y)0*(O) + ... +70(7)...0a" (7)o" (O)
= Oé—@—i‘NE/K(’Y)'@,

wobei wir die Definition von « und die Gleichung ¢" = 1 ausge-

nutzt haben. Aus der Bedingung Ng/x () = 1 folgt die gewiinsch-
te Gleichung yo(a) = a. O]
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Korollar 1.7.8. Sei K ein endlicher Kdrper und E/K eine endliche
Korpererweiterung. Dann ist die Normabbildung

NE/K B — K~
surjektiv.

Beweis.
E/K ist galoisch mit zyklischer Galoisgruppe G = G(E/K) = (o).
Betrachte den Gruppenhomomorphismus

0: B — E~

a = =

oo

und die Normabbildung
NE/K B — K~

Es ist kerd = {a € E*|oa = a} = K*, wobei die letzte Gleichheit aus
dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt. Nach Satz 1.7.7 gilt andererseits
ker Ng/k = im . Wir kombinieren alle Gleichungen und erhalten

|E*| = |im 0| |kerd| = |im N| |ker V|
mithin
im N| = |kerd| = |K™| . O
Es gibt auch eine additive Version des Satzes 90 von Hilbert:

Bemerkung 1.7.9.

(i) Sei E/K eine endliche galoische Kdrpererweiterung mit zyklischer Ga-
loisgruppe, G = G(E/K) = (o). Dann ist fir v € E dquivalent

(i) SpE/K(’Y) =0
(i1) Es gibt ein « € E mit v = oa — «.

(i1) Fir allgemeinere Galoisgruppen G gilt immer noch:

Ker Spg/ = { Z T — a}

TEG
endlich.

Beweis: ausgelassen, benutzt Normalbasen.
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1.8 Reine Gleichungen, Wurzeln

Definition 1.8.1.
Sei K ein Korper. Dann heifit das Polynom

f(X)=X"—y e K[X]

fir v # 0 ein reines Polynom dber K. Seine Nullstellen in einem
Zerfallungskorper von [ iber K heiflen n-te Wurzeln von ~v. Da f'(X) =
nX"t gilt, ist f genau dann separabel, wenn die Charakteristik von K die
Zahl n nicht teult.

Satz 1.8.2.

Sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthdlt. (Das heifst
insbesondere, dass die Charakteristik von K die Zahln nicht teilen kann.) Sei
v € K*. Dann st die Galoisgruppe G des reinen Polynoms X™ — ~ zyklisch
und |G| teilt n. Ist a eine n-te Wurzel von v, so ist

|G| = min{d € N|jo? € K} =: d

und X% — a% st das Minimalpolynom von o diber K. K(a) ist der
Zerfallungskorper E von X™ — ~ diber K.

Beweis.

e Sei « eine feste Nullstelle von X™ —~. Dann erhélt man alle Null-
stellen von X" — v in der Form a(, wenn ( alle n-ten Einheits-
wurzeln durchlauft. Also gilt £ = K(«).

e Sei 0 € G. Dann ist auch oa eine Nullstelle von X™ — ~, also
gilt o(a) = af mit ¢ = ((o) einer n-ten Einheitswurzel. Wir
bekommen so eine Injektion in die Gruppe W,,(K) der n-ten Ein-
heitswurzeln:

G — Wy(K)
o = 2= ((0),

denn ((0) = 1 impliziert o(a) = «, also auch ¢ = id. Dies ist ein
Gruppenhomomorphismus, denn es gilt

po(a) = p(C(o)a) = ((a)¢(p)ar = ((po)a.

G ist also Untergruppe der zyklischen Gruppe W, (K) der Ord-
nung n und daher zyklisch. Die Ordnung |G| teilt n.
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e Sei also G = (o), ord(0) = dp. Dann ist (o) eine primitive do-te
Einheitswurzel. Denn sei ((o0) primitive d-te Einheitswurzel. Dann
gilt ) ~ o i

o(a’) = o(a)! = ((0)'a’ = a”,
also liegt ale K. Liegt umgekehrt o € K, so folgt
o = o(a’) = ((0)"a”,
also gilt ¢(o)? = 1, mithin teilt d die Zahl d. Es folgt d = d = d,.

e Schliefllich gilt ming(a) = X% — a® denn « ist Nullstelle dieses
Polynoms und

grad ming (o) = [K(a) : K| =[E: K] = |G| = dy 0
Wir zeigen auch eine Umkehrung dieses Satzes:

Satz 1.8.3.

Sei E/K eine endliche galoische Korpererweiterung mit zyklischer Galois-
gruppe. Man sagt dann kurz, E/K sei zyklisch. Sei n = |G(E/K)| und ent-
halte K eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann entsteht E aus K durch
Adjunktion einer n-ten Wurzel eines Elements aus K, d.h. E = K(a) mit a

Nullstelle von X™ — v € K[X].

Beweis.

e Sei 0 ein Erzeuger von G(E/K). Nach Voraussetzung enthélt K
eine primitive n-te Einheitswurzel (. Wegen Ng,/x(¢) = 1, gibt es
nach nach dem Satz 90 von Hilbert 90 (1.7.7) ein Element a € E
mit

Nun gilt
o(a”)=c(a)"="a" =a",
also ist v := o € K. Damit ist a Nullstelle des Polyoms X" —~ €
K[X].
e Auflerdem hat « genau n Konjugierte, die wegen der Zyklizitat
der Galoisgruppe von der Form ¢‘(a) = ('« sind. Sie liegen alle

im Korper K («). Also ist die Korpererweiterung K («)/ K galoisch
und X" — v das Minimalpolynom von «. Daher gilt

[K(a): K]=n=1|G| = E: K],

woraus E = K(a) folgt.
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Die folgenden Bemerkungen werden wir nicht beweisen:

Bemerkungen 1.8.4.

(i)

(i)

(iii)

Uber einem beliebigen Korper K kann man die Irreduzibilitit des Po-
lynoms f = X™ — v mit v € K* untersuchen. Man kann zeigen, dass
f genau dann irreduzibel ist, wenn

(a) fir jeden Primteiler ¢ von n das Element v keine q-te Potenz in
K> ist, v & K*4

(b) sollte 4 die Zahl n teilen, das Element v auch nicht von der Form
v = —4M mit A € K ist.

In Satz 1.8.2 und Satz 1.8.3 musste angenommen werden, dass der
Korper K eine primitive Einheitswurzel enthdlt. Ist p = char K > 0
und teilt p die Gruppenordnung n, so ist dies nicht erfillbar. Zumin-
dest fiir den Fall n = p kann man dann den folgenden Satz heranziehen
(Artin-Schreier), bei dem man die reinen Polynome durch andere Po-
lynome ersetzt:

Sei E/K eine zyklische Erweiterung eines Korpers K der Charakteri-
stik p vom Grad p. So entsteht E aus K durch Adjunktion einer Null-
stelle eines Polynoms der Gestalt

X?— X —yeK[X].

Sei umgekehrt f(X) = XP — X — v € K[X| und E Zerfillungskorper
von f dber K. Dann gilt E = K oder f ist irreduzibel iber K und E/K
ist zyklisch vom Grad p.

In der Kummertheorie wird die in diesem Kapitel skizzierte Theorie auf
die gleichzeitige Adjunktion mehrerer Wurzeln erweitert. Wir skizzieren
die Kernaussage dieser Theorie ohne Beweis.

Wir fizieren eine natiirliche Zahln n. Der Koérper K enthalte wieder
eine primitive n-te Finheitswurzel. Sei

U, ={AC K* Untergruppe |K*" C A}
und C' ein algebraischer Abschluss von K. Sei ferner

Z,(K) = {FCC,E/K galoisch, G(E/K)
abelsch, alle Elemente von E haben einen Grad,
der n teilt}

Dann gilt:
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(a) Die Abbildung A — E4 = K(C/Z) ist eine Bijektion von U, auf
Z,(K).
(b) Die Korpererweiterung Ea/K ist endlich, dann und nur dann,

wenn die Quotientengruppe A/ K*™ endlich ist.

In diesem Fall sind die Galoisgruppe G(E4/K) und die Quotien-
tengruppe A/K*™ isomorph, aber nicht natirlich isomorph. FEine
natirliche Isomorphie besteht zwischen G(Ea/K) und der Cha-
raktergruppe von AJK*™.

1.9 Auflésbare Korpererweiterungen

Motivation 1.9.1.
Sei K ein Korper, dessen Charakteristik ungleich zwei ist. Wie schon in der
Schule betrachten wir das normierte Polynom

f(X)=X?+pX +q€ K[X] (13)

mit Koeffizienten p und q. In einem Zerfdillungskorper E von f tber K lassen
sich die Nullstellen von f darstellen als

p P’
—§i\/3, d="—4q VdeE. (14)

Im 16. Jahrhundert fand man dhnliche Ausdriicke fiir die Nullstellen eines
kubischen Polynoms

f(X)=X>+aX?*+bX +c¢

durch geeignete Wurzeln (Cardano). Fir char K # 3 macht man zundchst
die Substitution

9(x) = f(x-3)

und erhdlt ein Polynom der Form
9(X) = X?*+pX +qe K[X].
Dieses Polynom g hat fiir char K # 2,3 die Nullstellen

R S ]

(mit geeigneter Interpretation der Wurzeln).

Ebenso konnten Polynome vierten Grades behandelt werden. 1826 zeig-
te Abel, dass fiir die Nullstellen beliebiger Polynome von Grad > 5 keine
solchen Auflosungsformeln durch Wurzeln existieren. Dies fiihrte zu den Un-
tersuchungen von Galois.
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Definition 1.9.2.

(i)

(i)

(iii)

Sei F/K eine Korpererweiterung. Man sagt, F entstehe aus K durch
sukzessive Adjunktion von Radikalen der Exponenten ni,...n,, wenn

es eine Kette
K=K¢CK,C---CK,=F

von Zwischenkorpern K; von F/K gibt, so dass K; aus K; 1 durch
Adjunktion einer n;-ten Wurzel (auch ein Radikal vom Exponenten n;
genannt) entsteht. F'//K heifit dann Radikalerweiterunyg.

FEine Korpererweiterung E /K heifit durch Radikale (der sukzessiven
Ezxponenten n;) auflosbar, wenn es eine Radikalerweiterung F/K (der
sukzessiven Exponenten n;) gibt mit E C F.

FEin Polynom f € K[X] heifst durch Radikale auflosbar, wenn es eine
Kérpererweiterung EJK gibt, die durch Radikale auflosbar ist, und f
tiber E in Linearfaktoren zerfdllt.

Bemerkungen 1.9.3.

(i)

(i)

(iii)

()

(v)

Jede Radikalerweiterung entsteht offenbar auch durch sukzessive Ad-

Junktion von Radikalen von Primzahlexponenten.

Seien Fy, Fy Zwischenkorper einer Erweiterung C/K und F1F, das
Kompositum in C. Ist Fy/K Radikalerweiterung, so auch FyFy/F;.
Sind Fy, Fy beide Radikalerweiterungen iber K, so ist auch FiFy/K

Radikalerweiterung. Entsprechendes gilt fir Erweiterungen, die durch

Radikale auflésbar sind.

Ist F/K Radikalerweiterung (bzw. durch Radikale auflosbar), so gilt
dies auch fiir die normale Hiille F' von F/K. Denn F' ist nach Satz
1.1.14 das Kompositum aller zu F' iiber K konjugierten Korper. Deshalb
kann man (ii) anwenden.

Sei f € K[X] irreduzibel, E/K eine durch Radikale auflésbare Erweite-
rung, in der f eine Nullstelle besitzt. Dann ist wegen (iii) das Polynom
f durch Radikale auflosbar.

Sei F/K eine galoische Radikalerweiterung, G = G(F/K). Sei
K:KO;-~~;KT:F
eine Korperkette, von der wir nach (i) voraussetzen, dass

K; = Ki—l(ai)
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mit (a;)Pi € K; und p; prim. Da F/K separabel ist, ist K;/K; 1 sepa-
rabel, also sind alle Primzahlen p; von der Charakteristik von K wver-
schieden. Wir setzen n := py...p.; dann ezistiert im algebraischen
Abschluss von K eine primitive n-te Einheitswurzel (.

Wir nehmen nun zusdtzlich an, dass diese Finheitswurzel in K liegt,
¢ € K. Nach Satz 1.8.2 ist dann K;/K;_y zyklisch vom Grad p;. Der
Hauptsatz der Galoistheorie garantiert nun die Ezistenz einer Kette
von Untergruppen der Galoisgruppe

G=Hy>H,>...>H, ={1},

so dass H; = G(F/K;) ein Normalteiler von G(F/K;_1) ist und so dass
fiir den Quotienten gilt

Hi—l/Hi = G(KZ/Kz_l) = sz' .

Also ist die Galoisgruppe G auflosbar, vgl. 1.1.12 fiir den Begriff einer
auflosbaren Gruppe.

Wir wollen uns nun von der Annahme freimachen, dass K eine primitive
n-te Einheitswurzel enthélt.

Satz 1.9.4.
Ist E/K eine durch Radikale auflosbare Erweiterung und E' die normale
Hiille von E/K, so ist die Galoisgruppe G(E'/K) eine auflésbare Gruppe.

Beweis.

e Nach Bemerkung 1.9.3 (iii) ist auch die normale Hiille £’ durch
Radikale auflosbar. Also konnen wir schon ohne Einschriankung
der Allgemeinheit annehmen, dass £ normal ist.

e Nach Definition gibt es eine Radikalerweiterung F'/K mit E C F.
Wiederum nach Bemerkung 1.9.3 (iii) diirfen wir auch F auch als
normal annehmen. Da die Restriktionsabbildung Homg (F, F') —
Hompg (F, E) surjektiv ist, reicht es zu zeigen, dass die Galoisgrup-
pe G(F/K) auflosbar ist. Die Galoisgruppe G(FE/K) ist dann als
Quotient einer auflosbaren Gruppe auch auflosbar.

e Wir konnen uns also auf den Fall zuriickzichen, wenn E/K eine
normale Radikalerweiterung ist. Nach Bemerkung 1.9.3 (i) ent-
steht F aus K durch sukzessive Adjunktion von Radikalen der
Primzahlexponenten pq, ..., p,.
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e Sei n das Produkt aller derjenigen p;, die von der Charakteristik
von K verschieden sind, n := [[p;, und sei ¢ eine primitive n-te
Einheitswurzel in einem algebraischen Abschluss C' von K.

Betrachte das Diagramm von Koérpererweiterungen:

Offenbar ist die Korpererweiterung F(¢)/K normal, da sie durch
Adjunktion von (¢ aus der normalen Korpererweiterung E/K
hervorgegangen ist. Wir wissen schon, dass die Galoisgruppe
G(K(¢)/K) abelsch, also auflosbar ist. Es reicht daher aus, die
Auflosbarkeit der Gruppe G(E(¢)/K(¢)) zu zeigen. Denn wir ha-
ben eine exakte Sequenz

0= G(E(Q)/K(Q) = GIE(Q)/K) = GK(Q)/K) = 0.

aus der folgt, dass G(E(¢)/K) als Erweiterung von auflésbaren
Gruppen auslosbar ist. Damit ist aber auch G(E/K) als Quotient
der auflésbaren Gruppe G(E(¢)/K) auflosbar.

Es kann also zusétzlich angenommen werden, dass die Einheits-
wurzel ¢ in K liegt. Ist E/K galoisch, sind wir nach Bemerkung
1.9.3 (v) fertig.

e Im allgemeinen Fall fithren wir den Beweis durch Induktion nach
der Zahl r der Exponenten. Fiir r = 0 ist nichts zu beweisen. Sei
also r > 0, Ky # K. Ist p; # char K, so ist

G(K\/K) = Zyp, .

Ist p; = char K, so zeigt man mit Methoden, die wir nicht in
dieser Vorlesung entwickelt haben, dass die Galoisgruppe trivial
ist, G(K;/K) = 1. In jedem Fall folgt, dass K;/K normal ist und
die Gruppe G(K;/K) auflosbar ist. Nach Induktionsannahme ist
G(F/K,) auflosbar. Wegen der exakten Sequenz

0—=GE/K) = GE/K)—GK/K)—=0
ist auch G(F/K) auflésbar. O

Wir zeigen auch noch eine Umkehrung dieses Satzes:
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Satz 1.9.5.
Sei die Korpererweiterung E /K endlich und E" die normale Hiille von E /K.

Ist die Galoisgruppe G(E'/K) auflosbar von einer Ordnung prim zu char K,
so ist E/K durch Radikale auflosbar.

Beweis.

e Wie im Beweis von Satz 1.9.4 konnen wir wieder annehmen, dass

E normal ist, £ = E’. Sei E, die separable Hiille von K in FE.
Man kann zeigen (ohne Beweis):

— Die Korpererweiterung E/ E; ist stets durch Radikale auflosbar.
— Fiir die Galoisgruppen gilt G(E/K) = G(E,/K) und E,/K ist
normal.

Also diirfen wir zusétzlich annehmen, dass £/ K galoisch ist.

Sei also n = |G(E/K)| = [E : K]. Nach Voraussetzung teilt
char (K') die Zahl n nicht. Also gibt es im algebraischen Abschluss
von K eine primitive n-te Einheitswurzel (. Wir betrachten wieder
das Diagramm

E(C)
v pN
E K(¢)

pN e
K

Es reicht aus zu zeigen, dass F(()/K(¢) durch Radikale auflosbar
ist: denn dann ist auch F(()/K durch Radikale auflosbar, weil
K(¢)/K ohnehin eine Radikalerweiterung ist. Mit F({)/K ist aber
erst recht £/K durch Radikale auflosbar.

Wir stellen nun fest, dass nach dem Translationssatz 1.5.1 (ii) die
Galoisgruppe G(F(¢)/K(()) eine Untergruppe der Galoisgruppe
G(E/K) und somit auflosbar ist.

Wir kénnen uns also auf die folgende Situation zuriickziehen:
Sei E/K galoisch mit auflosbarer Galoisgruppe G(E/K) und sei
¢ € K eine primitive [E : K]-te Einheitswurzel.

Wir finden eine Kette von Untergruppen der Galoisgruppe

mit H; normal in H;_; und Quotienten H;_;/H; zyklisch von Prim-
zahlordnung. Sei

K=FKy<K <--<E
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die entsprechende Kette von Zwischenkorpern. Die Korpererweite-
rungen K;/K; ; sind galoisch und zyklisch von Primzahlordnung
Pi.

Da p; die Ordnung n teilt, enthdlt K; ; eine primitive p;-te
Einheitswurzel. Nach Satz 1.8.3 entsteht dann aber K; durch
Adjunktion einer p;-ten Wurzel. Also ist E iiber K durch Radikale
auflosbar.

O

Satz 1.9.6.
Sei f € K[X]. Dann gilt, wenn E der Zerfillungskérper von f iber K ist:

(i) Wenn f durch Radikale auflosbar ist, folgt, dass die Galoisgruppe
G(E/K) auflosbar ist.

(i1) Ist die Galoisgruppe G(E/K) auflosbar und teilt char (K) nicht die
Ordnung von G(E/K), so ist das Polynom f durch Radikale auflosbar.

Beweis.
Da ein Polynom f genau dann durch Radikale auflésbar ist, wenn sein
Zerfallungskoérper E durch Radikale auflosbar ist, folgt dies aus Satz
1.9.4 und aus Satz 1.9.5. OJ

Diese Sétze geben eine befriedigende Antwort auf die Frage, fiir welche
Polynome f € K[X] die Nullstellen durch sukzessives Wurzelziehen ausge-
driickt werden konnen. Aber in der einleitenden Motivation (1.9.1) trat eine
weitergehende Frage auf: gibt es Auflésungsformeln fiir alle Polynome eines
gegebenen Grades, d.h. kénnen wir in Gleichung (13) p und ¢ als Variablen
betrachten und Formeln wie in Gleichung (14) finden?

Auch eine weitere Frage wollen wir untersuchen:

Welche endlichen Gruppen konnen als Galoisgruppen von galoischen Erwei-
terungen auftreten?

Wir werden zeigen, dass die symmetrische Gruppe S,, mit beliebigen n als
Galoisgruppe einer geeigneten(!) galoischen Erweiterung auftritt. Nach dem
Satz von Cayley (I.1.7.1) ist jede Gruppe isomorph zu einer Gruppe von
Permutationen und tritt somit als Galoisgruppe auf. Unbekannt ist die Ant-
wort auf die oben gestellte Frage, wenn der Grundkérper fest vorgegeben ist:
man spricht vom “Umkehrproblem der Galoistheorie”. Das folgende tieflie-
gende Resultat verdanken wir Safarevic: Jede endliche auflosbare Gruppe ist
Galoisgruppe einer Erweiterung von Q.
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Unser Leitgedanke ist nun, wie in (13) die Koeffizienten des zu untersu-
chenden Polynoms variabel zu lassen. Wir brauchen daher einen Korper mit
diesen Variablen.

Sei k ein Korper, k(X, ..., X,) der Korper der rationalen Funktionen in
n Variablen X ..., X, iber k.

k(X1,..., X,) = Quot (k[X1,..., X,]) = {%

g1 g2 € K[X1, ..., X, 0o ¢o}.

Definition 1.9.7.
Die Polynome s; = s;(X1,...,X,) € k[Xq,...X,]
S1 = X1—|—+Xn
S9 = X1X2 +X1X3 + ... —f-Xan +X2X3 —+ ... —f-Xn_an
S3 = X1X2X3 + ...
Sp — X1X2X3 R Xn
heiffen i-te elementarsymmetrische Funktion in den Variablen Xy,...,X,.
FEs gilt im Polynomring k(X, ... X,)[X] dber dem Kérper k(Xq,...X,)
FXO)=][X - X)) = X" = ;X" 4 X" = (=1)"s,.  (15)

=1

Satz 1.9.8.
Die Permutationsgruppe S, kommt als Galoisgruppe einer Kdérpererweiterung
vor.

Beweis.

e Die symmetrische Gruppe S, operiert in natiirlicher Weise auf
dem Polynomring k[X, ..., X,] in n Variablen und somit auf ra-
tionalen Quotientenkorper k(Xy, ..., X,,) in n Variablen: fiir eine
Permutation o € S, setze oh(Xy,...,X,) == h(Xsq), .- Xom))-
Dann ist

k[ Xq,.... X — k[Xi,..., X,
h — oh
ist ein Isomorphismus von k-Algebren, der sich eindeutig auf den
Quotientenkorper k(Xq, ..., X,,) fortsetzen lasst.

e Wir setzen F':= k(Xy,...,X,) und fassen die Permutationsgrup-
pe S, als Untergruppe der Galoisgruppe G(F/K) auf. Nun ope-
riert .S,, durch Operation auf den Koeffizienten auf dem Polynom-
ring F'[X]. Wir finden fiir 0 € S,, und f wie in (15)

of =[[(X - Xoi) = [[(X = Xi) = £

i=1 =1
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Also liegen die Koeffizienten von f im Fixkorper
Fo = k(Xy,..., X,)"".

Nun bemerken wir, dass wir f auch als Polynom mit Koeffizienten

im Korper k(sq,...,s,) auffassen diirfen und der rationale Funk-
tionenkorper k(X7, ..., X,,) der Zerfillungskorper des separablen
Polynoms f iiber k(sy,...,s,) ist. Also ist die Korpererweiterung
k(X1,...,Xn)/k(s1,...,s,) galoisch.

o Es gilt

Gk(X1, ..., X)) /k(s1...,50)) = S,.

Denn jedes Element o der Galoisgruppe bewirkt eine Permutation
der Nullstellen von f und jede Permutation aus S, ist umgekehrt
Element der Galoisgruppe. Also kommt die Permutationsgruppe
S, als Galoisgruppe einer Korpererweiterung vor. O

Korollar 1.9.9.
(i) Eine rationale Funktion r € k(Xi,...,X,) ist genau dann

symmetrisch, d.h. es gilt or = r fir alle 0 € S,, wenn r eine ra-
tionale Funktion in den elementarsymmetrischen Funktionen s; ist,
r € k(s1,...,8)-

(1) Das Polynom f =[] X — X; aus (15) ist irreduzibel iber k(s ..., sy).
i=1

Beweis.

(i) Eine rationale Funktion r € k(Xj,...,X,) ist genau dann sym-
metrisch, wenn r € k(X1,..., X,)% = k(s1,...,5,).
(ii) Da die Permutationsgruppe S, transitiv auf den Nullstellen des

separablen Polynoms f operiert, konnen wir Satz 1.2.19 anwenden.

Jetzt haben wir die Hilfsmittel bereit, um Variablen in den Koeffizienten
eines Polynoms in X zu behandeln.

Definition 1.9.10.
Sei k ein Korper und K = k(uy, ..., u,) der rationale Funktionenkdrper iber
k in n Variablen. Das Polynom

g(X) = X" —u X"+ wp X" — (= 1)"u, € K[X]

heifit das allgemeine Polynom n-ten Grades iber k.
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Satz 1.9.11.

Das allgemeine Polynom n-ten Grades tiber k ist separabel. FEs ist irre-
duzibel tiber dem Korper K seiner Koeffizienten. Seine Galoisgruppe heifst
Galoisgruppe der allgemeinen Gleichung n-ten Grades tiber k und ist iso-
morph zur Permutationsgruppe S,,.

Beweis.

e Sei F der Zerfiallungskorper des Polynoms g iiber K:

n

g(X) =J[(X = ;) € E[X] mit z;,€E.

i=1
Dann ist
E=K(x,...,2,) = k(z1,...,2,)
da w; := s;(z1,...,x,) schon im Kérper k(xy,...,z,) liegt.

e Wir wollen zeigen, dass der Zerfallungskérper E isomorph ist zum
rationalen Funktionenkorper iiber k in n Variablen. Dazu betrach-
ten wir den Polynomring k[X7, ..., X,]. Sei

0 kX, .., X = k[T, 2]

der eindeutig bestimmte k-Algebrenhomomorphismus mit
©(X;) = x;. Fiir diesen Homomorphismus gilt

S; = Si(Xla- .. 7Xn) —> S’i(xla ... ,$n> = U; .
Also haben wir einen k-Algebrenisomorphismus
k[si, ..., 80 — K[ug, ..., uy

mit Umkehrabbildung u; — s;, der natiirlich einen Isomorphismus
der Quotientenkorper induziert:

¢ K ==k(s1,...,8,) = K =k(uy,...,up,).

Wir behaupten, dass auch ¢ auf dem groflen Polynomring
k[X1,...,X,] ein Isomorphismus ist. Surjektivitit ist klar, sei also
h € k[X3,...,X,] mit der Eigenschaft, dass Einsetzen der x; € E
in A Null ergibt, h(xy,...,x,) = 0. Betrachte

N(h) = [[ eh=n]]oh€klXi.....X,]

€S o#e
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Sicher ist N(h)? = N(h) fir alle ¢ € S,, also ist N(h) €
k(s1,...,sn). Da h € kergp, ist auch N(h) € kerg. Da aber ¢
ein Isomorphismus ist, folgt A = 0. Also haben wir Injektivitéit
gezeigt. Insbesondere sind die Nullstellen x; € E paarweise ver-
schieden und das Polynom g ist separabel.

e Setze nun ¢ zu einem eindeutigen Isomorphismus ¢ der Quotien-
tenkorper fort:

]{T(Xl,...,Xn> l> k’(l‘l, ,.CEn):E
¥
T T
K =Fk(s1,...,8,) ~_ k(ug,...,u,) =K
2

Hierbei gilt p(f) = g. Wegen Korollar 1.9.9 ist dann das Polynom
g irreduzibel und wegen Satz 1.9.8 ist die Galoisgruppe

Gal (g, k(uy,...,u,)) =S, .

Satz 1.9.12.

Sei r € k(X1,...,X,) eine symmetrische rationale Funktion, dann gibt es
genau eine rationale Funktion g € k(X1,...,X,), durch die man r in den
elementarsymmetrischen Funktionen ausdriicken kann, r = g(s1,...,Sp)-

Beweis.
k(si,...s,) kann als rationaler Funktionenkérper in den n Variablen
S1,...,8, angesehen werden, da @ im Beweis von Satz 1.9.11 ein Iso-
morphismus ist. Nach Korollar 1.9.9 (i) ist 7 genau dann symmetrisch,
wenn r € k(sy,...5,). O

Satz 1.9.13 (Abel).
Das allgemeine Polynom n-ten Grades ist fiir n > 5 nicht durch Radikale
auflosbar.

Beweis.
Nach Satz 1.9.11 ist seine Galoisgruppe die Permutationsgruppe S,
die nach Bemerkung 1.1.12.6 (ii) fiir n > 5 nicht auflosbar ist. Die
Behauptung folgt nun aus Satz 1.9.4. 0
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Satz 1.9.14.
Sei k ein Korper mit char k # 2,3. Dann ist jedes f € K[X] vom Grad
n < 4 durch Radikale auflésbar.

Beweis.
Die Galoisgruppe ist als Untergruppe der auflésbaren Gruppe Sy
auflosbar. Die Behauptung folgt dann wegen |Sy| = 24 = 2% -3 aus
Satz 1.9.5. O
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2 Moduln

2.1 Darstellungen endlicher Gruppen

Definition 2.1.1.

Fine Darstellung einer Gruppe G iber einem Korper K ist ein Paar (V,p)
bestehend aus einem K -Vektorraum V' und einem Gruppenhomomorphismus
p in die ivertierbaren K-linearen Abbildungen von V,

p:G— GL(V):={p€ Endg(V),q invertierbar } .

Bemerkung 2.1.2.
(i) Gegeben eine Darstellung (V, p), schreiben wir oft py fir p.

(ii) Ist (V,p) eine Darstellung von G iber K, so ist die Abbildung

GxV — V
(g;v) = plg)v
eine Operation der Gruppe G auf der Menge V.

(111) Ist G XV — V eine Operation der Gruppe G auf einem K -Vektorraum
V', so dass gilt

glo+w) =gv+gw  g(hw) = Agu
firv,weV,ge G und \ € K, so definiert
plg)v = gv
eine Darstellung p : G — GL(V).

FEine Darstellung ist also eine “Operation auf einem Vektorraum durch
lineare Abbildungen”.

(v) Jeder Vektorraum V wird eine Darstellung seiner Isomorphismengrup-
pe GL(V') durch p = idgrv).

(v) Jeder Vektorraum V wird Darstellung einer beliebigen Gruppe G durch
die triviale Operation p(g) = idy fir alle g € G.

(vi) Ist L/ K eine Korpererweiterung, so ist L, aufgefasst als K -Vektorraum
eine Darstellung von Gal(L/K) diber K.

(vii) Eine Darstellung (V,p) der Gruppe Z angeben heifst, einen Auto-
morphismus A € GL(V) anzugeben, namlich A = p(1). Dann ist
p(n) = A"
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(viii) Darstellungen von Z./27. sind dquivalent zu einem Vektorraum V' mit
einem Automorphismus A :V — V, so dass A?> = idy. Konkret heifst
dies, wenn die Charakteristik des Korpers K ungleich zwei ist, dass V'
direkte Summe der Eigenrdume von A zu den Figenwerten +1 ist,

V=VtoVv".
Denn es gilt die Zerlequng in Figenvektoren

1 1
v==(v+ Av) + = (v — Av)
2 2
von A. Hat dagegen der zu Grunde liegende Kéorper Charakteristik 2, so
gibt es nur den Eigenwert 1. Wegen A? = idy haben die Jordan—Blicke
Gréfien 1 oder 2. In der Tat gilt dann:

11 11y (1 2Y (10
01 o1/ \o1/) \01)"
Definition 2.1.3.
(i) Seien V,W Darstellungen einer Gruppe G iber einem festen Korper K.

Ein Homomorphismus von Darstellungen ist eine K -lineare Abbildung
f:V =W, so dass gilt

flgv) =gf(v) firalle g € G.

Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus. Zwei Darstel-
lungen heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus gibt.

(i1) Gegeben zwei Darstellungen einer Gruppe G iber einem Korper K de-
finieren wir die direkte Summe der Darstellungen als den Vektorraum
V & W mit der Operation g(v,w) = (gv, gw).

Ahnlich definiert man direkte Summen unendlich vieler Darstellungen.

(i1i) Eine Teilmenge W C V' einer Darstellung V' heifst Unterdarstellung
genau dann, wenn W ein unter G stabiler Untervektorraum ist; das
heifst, dass aus g € G und w € W folgt, dass gw € W.

(iv) Eine Darstellung V' von G heif$t irreduzibel oder einfach, wenn V # 0
und wenn 0 und V' die einzigen Unterdarstellungen sind.

(v) Eine Darstellung V' von G heifit unzerlegbar, wenn V' nicht der Null-
raum ist und es keine zwei von Null verschiedenen Unterdarstellungen
Wi, Wy C V' gibt, so dass

V=W aW,.
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Beispiele 2.1.4.
(i) Eindimensionale Darstellungen sind irreduzibel.

(ii) Ist char K # 2 so hat Zs zwei irreduzible eindimensionale Darstel-
lungen K. Jede Darstellung ist vollstindig reduzibel, d.h. isomorph zu
genau einer Darstellung der Gestalt

K" ® K"  firm,n € N.

(111) Ist char K = 2, so ist die triviale Darstellung K irreduzibel und die
zwet—dimenstonale Darstellung P unzerlegbar, aber micht irreduzibel.
Jede endlich—dimensionale Darstellung ist isomorph zu

K"® P™ firn,meN.

Ziel ist die Beschreibung der Darstellungen einer Gruppe. Es ist sinnvoll,
dafiir Methoden in einem etwas allgemeineren Rahmen zu entwickeln.

2.2 Moduln iiber Ringen

Definition 2.2.1.
(i) Sei R ein Ring mit 1, nicht notwendig kommutativ, und M eine abelsche
Gruppe. M heifst R-Linksmodul, falls es eine Skalarmultiplikation

RxM — M
(,x) — ax

qibt, die folgende Figenschaften besitzt:

(1) Distributivitit: (o + )z = ax+ Pz

alr+y) = ar+ay
(i1) Assoziativitit: (af)r = apx)
g B r,y € M
(111) Unitalitit: lr == 03 € R

(i1) Analog wird ein R—Rechtsmodul definiert.

(i1i) Ein R-Bimodul ist ein R-Linksmodul, der auch R-Rechtsmodul ist,
und fir den gilt

(ax)B = azf) Vee Mo eR

Beispiele 2.2.2.
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(i) Jeder Ring R ist auch Modul iber sich selbst:

RxR — R
(O./, B) = Q- 5
(i1) Jede abelsche Gruppe (G, +) wird zu einem Z—Modul durch die folgende
Skalarmultiplikation:
7ZxG — G

r+...+x n>0
——

_ n—mal
(n,x) — nxr= 0 =0
—Inlx  n<O0.

(iii) Ist R ein Korper, so ist jeder R—-Linksmodul ein R-Vektorraum.
(iv) Wir vereinbaren die Regel “Punkt vor Strich”.

(v) Wie bei Vektorrdumen zeigt man
Opm = 0y VmeM
und schliefft (—1)m = —m.

Um das Beispiel in 2.2.2 (ii) genauer zu untersuchen, iiberlegen wir
uns zunichst folgendes: fiir jede gegebene abelsche Gruppe (M,+) bil-
den die Gruppenhomomorphismen ¢ €  End (M) einen Ring, den
Endomorphismenring. Die Addition in diesem Ring ist die Addition von Ab-
bildungungen durch Addition der Funktionswerte,

(e + ) (m) = @(m) +(m).

Die Multiplikation im Endomorphismenring ist die Verkettung von Abbil-
dungen, @) = ¢ o1, das Einselement ist hierbei natiirlich die Identitat auf
M. Endomorphismenringe sind im allgemeinen nicht kommutativ.

Lemma 2.2.3.
Sei M eine abelsche Gruppe und R ein Ring

(i) Ist ¢ : R — FEnd (M) ein Ringhomomorphismus, so wird durch die
Vorschrift
rm = @(r)m

M zum R-Modul.

83



(i1) Ist M ein R—Modul, so liefert die Abbildung
v: R — Abb (M,M)
r o= p(r) mit o(r)m=rm
einen Ringhomomorphismus.

Beweis. Ubung.

Da es fiir jeden (unitalen) Ring E nur einen (unitalen) Ringhomomor-
phismus Z — F gibt, tragt jede abelsche Gruppe nur eine Z-Modulstruktur,
namlich die aus 2.2.2 (ii).

Um den Zusammenhang zu Kapitel 2.1 herzustellen, brauchen wir die
folgende

Definition 2.2.4.
Sei K ein Ring und G eine Gruppe. Der Gruppenring K[G] ist als abelsche
Gruppe die Menge aller Abbildungen

f:G— K,

die nur fir endlich viele g € G von Null verschiedene Werte annehmen. Wir
schreiben die Elemente auch als formale Linearkombination

F=Y flg)g mit f(g) € K.

Die Multiplikation im Gruppenring ist ist die Konvolution (oder Faltung):

(£ (5v) - 5z

geG heG zeG gh=x

Man hat einen Ringhomomorphismus

K — KI[G]

a = ae,

wobei e das neutrale Element von G ist, und einen Gruppenhomomorphismus

G — K[G)*
g = lg

der es erlaubt, G als Basis von K|G] aufzufassen. Hierbei identifiziert man
das Gruppenelement g € G mit der Funktion, die tiberall verschwindet au-
Ber auf g, wo sie Wert eins hat. Gruppenringe sind also Ringe mit einer
ausgezeichneten Basis.
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Lemma 2.2.5.
Sei G eine Gruppe und K ein Korper. Man erhdlt eine Bijektion

{ Darstellungen von G iiber K} <= {K|G] — Moduln }

durch Einschrdnkung der Operation von K[G] zu Operationen von K und G
einerseits und durch offensichtliche Ausdehnung auf K[G] andererseits.

Beweis. Ubung.

Lemma 2.2.6 (Restriktion der Skalare).
Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, so wird jeder S—Modul (und insbe-
sondere auch S selbst) ein R—Modul durch

rm = p(r)m.

Dies heifit Restriktion der Skalare, selbst wenn R nicht Unterring von S ist.
Zum Beispiel sei a C R ein Ideal von R, und can : R — R/a, die
kanonische Surjektion, dann ist der Quotient R/a in natiirlicher Weise R—

Modul.

Lemma 2.2.7. Ubergang zu Polynomringen
Sei k ein Korper.

(1) Ist M ein k[X|-Modul, so hat M durch Restriktion die Struktur eines
k—Vektorraums. Die Multiplikation mit X ist eine k-lineare Abbildung
M — M

(ii) Ist M ein k—Vektorraum und A : M — M eine k-lineare Abbildung, so
macht die Vorschrift

fm:=f(A)m VY me M, f € k[X]
M zu einem k[X]-Modul.

Moduln diber dem Polynomring k[X] tber einem Kérper sind also gerade k—
Vektorrdaume mit einem k—linearen Endomorphismus.

Definition 2.2.8.
(i) Eine Abbildung f : M — N wvon einem R—Modul M in einen R—Modul

N heifit R-linear oder R—Modulmorphismus, wenn gilt

fm+m') = f(m)+ f(m)
flrm) = rf(m)

fir m,m’ € M und r € R. Fiir die Menge der R—Homomorphismen
schreiben wir auch Homgp(M, N).
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(i1) Ein bijektiver Homomorphismus von Moduln heifst Isomorphismus.

Beispiel 2.2.9.
Sei M ein R—Modul. So ist die Abbildung

M — Homg(R, M)
m +— (r+—rm)

ein Isomorphismus von abelschen Gruppen. Sein Inverses ordnet einem Ho-
momorphismus ¢ € Homg(R, M) sein Bild auf der Fins p(1) zu.

Definition 2.2.10.
Sei M ein R-Linksmodul und U C M eine Untergruppe. Dann heifst U
Untermodul von M, falls die Skalarmultiplikation von M auf U definiert
ist, d.h.

meU, reR = mrmelU.

Bemerkung 2.2.11.

(i) Die Untergruppen einer abelschen Gruppe sind genau die Z-
Untermoduln.

(11) Fasst man den Ring R als Modul tber sich selbst auf, so sind die R—
Untermoduln von R gerade die Ideale von R. Genauer gesagt sind die
R-Links-Untermoduln die Linksideale, die R-Rechts-Untermoduln die
Rechtsideale und die R-Bi-Untermoduln die beidseitigen Ideale.

(111) Bild und Kern eines Modulhomomorphismus sind Untermoduln. Ebenso
ist das Urbild von Idealen ein Ideal.

(iv) Ist U ein Untermodul von M, dann wird die Faktorgruppe M /U zu
einem R-Modul, dem Faktormodul oder Quotientenmodul von M nach
U durch die folgende Skalarmultiplikation.:

RxM/U — MJU
(v, 4+U) = ax+U

(v) Dies soll durch das folgende Beispiel weiter illustriert werden: Sei a ein
Ideal von R und M ein R—Modul, so ist

aM = { Z ;T

endl

aiea,xiEM}
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ein Untermodul von M. M/aM ist dann ein R—Modul; und sogar ein
R/a—Modul: die Skalarmultiplikation

(a+a)(z+aM) =az+aM

ist wohldefiniert. Dazu betrachten wir einen konkreten Fall: der Ring Z
der ganzen Zahlen ist natiirlich ein Z—Modul; nZ ist ein Ideal fiir jedes
n € Z und die zyklische Gruppe Z/nZ ist ein Z—Modul und sogar ein
Z/nZ—Modul.

Definition 2.2.12.
(i) Sei A C M Teilmenge eines R-Moduls M. Dann bezeichnet

<A> = { Z a;a;

endl

(a7} GR,CLZ' GA}

den von A erzeugten Untermodul von M. Es gilt

(A) = N U

venm Untermodul
ACU

d.h. (A) ist der kleinste Untermodul von M, der A enthilt.

(ii) Gilt (A) = M, so heifit die Menge A Erzeugendensystem von M. M
heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Satz 2.2.13. (Homomorphiesdtze fiir Moduln)
(i) Seien M, N R-Moduln und f : M — N ein Modulhomomorphismus,
so gibt es einen kanonischen Isomorphismus

M/ker f — f(M)
r+kerf — f(z)

(i1) Sind U und V' Untermoduln eines Moduls M, so gilt
U+vy)yv = U/(UnV)

mit U+V ={u+v,u € U undv € V}. Man bestimme hierzu den
Kern der Abbildung

u+v — u+UNV
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(111) Gilt U C'V C M mit Untermoduln, so ist V/U Untermodul von M /U

und es gilt
(M/U) /) (V/U) — M/V.

Definition 2.2.14.
(i) Sei U ein R-Untermodul eines R-Moduls M. Dann heifit

Ann (U)={a€ R | au=0 firaleue U}

der Annulator von U. Dies ist ein Ideal von R. Der Annulator eines
Elementes x € M st definiert als

Ann(z) ={a € R|az =0}.
Es gilt
R/Ann(z) — Rz
a = ax
(i1) Ein Modul M heifit treu, falls Ann M = (0) ist.

(111) Ein Element x € M heifft Torsionselement, falls Ann (x) # 0 ist. Mit
Tor M wird die Menge aller Torsionselemente bezeichnet, die aber im
allgemeinen kein Untermodul ist.

(iv) Ein Modul M heifst torsionsfrei, falls Tor M = (0) ist.

Satz 2.2.15.
Ist M Modul iiber einem Integrititsring R, so ist Tor M ein Untermodul von
M und M/ Tor M ist torsionsfreier R—Modul.

Beweis.
Ein integrer Ring R ist per definitionem kommutativ.

e Ist daher x € Tor(M) ein Torsionselement, § € R, so finden
wir ein von Null verschiedenes @ € Ann (). Dann gilt aber
a(fz) = (af)r = f(ax) = 0. Damit ist aber auch Sz € Tor M.

e Seien nun zwei Torsionselemente vorgegeben, z,y € Tor M. Wir
finden o, o' € R\ {0}, so dass ax = oy = 0. Dann ist das Produkt
ad’ # 0, da R integer sein soll, und es gilt ad/(z+y) =040 = 0.
Also gilt auch x +y € Tor M.
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e SchlieBlich sei # + Tor M € M/Tor M ein Torsionselement. Wir
finden wieder a € R\{0}, so dass a(x + Tor M) = 0. Da dann
aber ar € Tor M liegt, gibt es § € R\ {0} mit fax = 0. Da R
integer sein sollte, ist auch Sa # 0, also x € Tor M. Also ist der
Quotient M /Tor M torsionsfrei. O

Definition 2.2.16.

(i)

(i)

Gegeben sei eine Familie (My)xen von Moduln iber einem Ring R. Wir
bilden zwei neue R—Moduln:
das Produkt
[ My = {(ma)sea | ma € My}
AEA
und die direkte Summe

@ My = {(mx)rea | mr € My, nur endlich viele my sind nicht Null} .
AEA

Ihre Modulstruktur iiber R erhalten diese Mengen durch die komponen-
tenweise Addition und die komponentenweise Multiplikation mit Skala-
ren aus R.

Offensichtlich fallen fir endliche Familien, |A| < oo, die Begriffe der
direkten Summe und des Produkts zusammen. Beide Begriffe kinnen
auch durch universelle Figenschaften charakterisiert werden. Hierfiir
fiihren wir die kanonische

Injektion bzw. Surjektion
Z')\SM)\‘—>@M/\ pT')\ZHM)\—»M)\
AEA AEA

ein. Die beiden universellen Figenschaften konnen nun folgenderma-
Ben formuliert werden: ist M ein beliebiger R—Modul, so gibt es die
folgenden zwei Bijektionen:
Hom (@M)\,M) ;> H HOTI’LR<M)\,M)
AEA
fo= (foin)en

Hom (M, I MA> s [ Homg(M, M)
AEA AEA

[ o= (praoflrea

Fine Familie (my)xea wvon Elementen eines Moduls heifst
linear unabhingig oder frei, wenn aus

ZT,\m,\:O,

AEA
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(iii)

(iv)

mit einer Familie (r)\)axep von Elementen aus R, in der nur endlich
wele Mitglieder von Null verschiedenen sind, folgt, dass ry = 0 fiir alle

A

Fine (nicht notwendigerweise endliche) Untermenge S C M heifst
Basis des Moduls M, falls S linear unabhingig ist und S ein Erzeugen-
densystem von M ist, (S) = M.

Ein Modul heifst frei, wenn er eine Basis besitzt.

Bemerkung 2.2.17.

(i)

(i)

(iii)

Ist R ein Korper und M ein Vektorraum, so ist M frei, denn jeder
Vektorraum besitzt eine Basis. Es gibt aber Moduln, die nicht frei sind:
sei R =17 und M = Zy. Wegen 2-1 =0 ist {1} nicht linear unabhingig
und wegen n0 = 0 erzeugt 0 nicht.

Ein R—Modul M st frei iiber S genau dann, wenn

Mz@Rs.

seS

In diesem Fall bildet S eine Basis des Moduls. Man beachte, dass dann
gilt Rs = R als R—Modul.

Beweis.
Wegen Rs — M gqibt es auf Grund der universellen Eigenschaft
der direkten Summe einen Morphismus

@Rs—>M

seS

Dieser ist surjektiv, da (S) = M und injektiv, da S linear un-
abhdngig. Die Umkehrung ist trivial.

Ist M frei und endlich erzeugt, so gibt es ein n € N derart, dass

M=R'"=R®...®R
—_——

n—mal

Denn sei M = (xq,...,x,) und S eine Basis, so ist jedes x; eindeutig
darstellbar
.]Ti:ZOéiij OéijER,SjES.
endl.
Es gibt also eine endliche Teilmenge von S, die natiirlich immer noch
frei ist, und die M erzeugt. Im Gegensatz zu Vektorraumbasen konnen
Modulbasen verschiedene Mdchtigkeiten haben.
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(iv) Seien Moduln My, ..., M, und Ny,...N, dber einem Ring R gegeben.
Dann haben wir eine natirliche Identifikation

Homp(M; ® -+ @ My, Ny @ - - & N,,) = [ [ Homp(M;, N;) .
i\j

Schreiben wir also die Elemente der direkten Summe M, ® --- ® M,,
als Spaltenvektoren, wober der Eintrag in der i-ten Zeile im Modul M;
liegt, so kann man jeden Homomorphismus zwischen den direkten Sum-
men durch eine Matrixz beschreiben, deren Eintrige Homomorphismen
in Homp(M;, N;) sind. Die Komposition der Homomorphismen wird
dann durch die Multiplikation der Matrizen beschrieben.

Satz 2.2.18.
Ist R ein kommutativer Ring mit 1 und M ein freier R—Modul, dann haben
je zwei Basen gleiche Mdchtigkeit. Diese Mdachtigkeit heifst Rang von M.
Insbesondere gilt -

ranggM =n < M = R".

Beweis.
Da R kommutativ ist, gibt es ein maximales Ideal m in R. Der Quotient
k = R/m ist dann ein Korper, und nach 2.2.11 (v) ist M/mM ein
Vektorraum iiber k.
Sei S eine Basis von M, also M = @ Rs. Dann folgt mM = € ms,

seS ses
und fiir den Quotienten erhalten wir

M/mM = P ks

s€S
Also gilt dimy(M/mM) = |S| und die Behauptung folgt aus der Un-
abhéngigkeit der Méchtigkeit von Vektorraumbasen. 0

Satz 2.2.19.
Jeder R-Modul ist ein homomorphes Bild eines freien R—Moduls.

Beweis.
Wir definieren uns einen sehr grofien freien Modul mit Basis M:

F;:@Rm R,~R firalleme M

meM
Die Abbildung
F —- M
(m)men Zamm
meM

ist dann ein surjektiver R—~Modulhomomorphismus.
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Satz 2.2.20.
Seien F, M R—Moduln und sei F' frei. Sei f : M — F Epimorphismus. Dann
ezistiert ein R—Modulmorphismus

g:F—=-M

mit fog=idp und es gilt M = ker f ® g(F'). Man sagt dann, dass g spaltet.

Beweis.
Sei S eine Basis von F. Wéahle ein Urbild my, € M von s € S und
definiere
g:F—M
durch

Z%’Si — Zaimsi a; €R

Da F ein freier Modul ist, ist dies wohldefiniert und ein Homomorphis-
mus von Moduln. Es gilt dann

fog(s)=f(ms) =s firallese S

also fog=idp. O
Nun benutzen wir g, um fiir jedes x € M die folgende Zerlegung zu
finden:

r=gf(x)+(x—gf(z)).
Offenbar liegt gf(z) € g(F), auBlerdem gilt

fle—gf(x)) = fz) = f(x) = 0.

Also haben wir die Darstellung von M als Summe M = ker f + g(F).
Sei nun x € ker f N g(F). Dann gilt * = g¢(y) fir ein y € F und
0= f(x) = fg(y) =y, also y = 0, woraus = = 0 folgt. O

Man koénnte versucht sein, freie Moduln durch die in Satz 2.2.20 beschrie-
bene Eigenschaft zu charakterisieren. Tatséchlich gibt es aber Moduln, die
diese Eigenschaft haben ohne frei zu sein. Sie bilden die wichtige Klasse der
projektiven Moduln.

Korollar 2.2.21.
Ist N ein Untermodul von M, so dass M/N frei ist, so gibt es einen Unter-
modul N' von M, so dass

M=N&N N =M/N.
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Beweis.
Betrachte die Surjektion f : M — M/N, finde mit Satz 2.2.20 einen
Modulhomomorphismus g : M/N — M und setze N' = g(M/N).
Dann gilt M = N & N’ und f(N') = fg(M/N) = M/N. Also ist
fine surjektiv. Da auBlerdem gilt ker f|yr = N' NN = 0, ist fiy ein
Isomorphismus. 0

2.3 Einfache Moduln und Kompositionsreihen

Definition 2.3.1.
Ein Modul M iiber einem Ring heifit einfach, wenn er nicht Null ist und
aufser den Untermoduln M und Null keine Untermoduln hat.

Lemma 2.3.2.
Sei R ein Ring, E einfacher R-Modul und M beliebiger R—Modul

(i) Jeder Homomorphismus E — M st injektiv oder Null. Denn der Kern
ist ein Untermodul von E.

(11) Jeder Homomorphismus M — E ist surjektiv oder Null. Denn das Bild
ist ein Untermodul von E.

(i1i) Der Endomorphismenring Endr(E) ist ein Schiefkorper, d.h. alle von
Null verschiedenen Endomorphismen sind invertibel.

Definition 2.3.3.
Sei R ein Ring und M ein R—Modul. M heifit von endlicher Linge genau
dann, wenn es eine endliche Kette von Untermoduln

M:MTDMrle...DMOZO

gibt, so dass alle Quotientenmoduln M;/M,;_; einfach sind. Eine solche Kette
heifst Kompositionsreihe von M, die Moduln M;/M;_1 heiffen Subquotienten
der Kompositionsreihe. Die minimal maogliche Léinge r einer Kompositions-
rethe heifit Linge des Moduls M .

Wir sehen gleich, dass eine Version des Satzes von Jordan—Hdélder fiir
Moduln gilt. Die Subquotienten sind bis auf Reihenfolge eindeutig und heifsen
auch Kompositionsfaktoren des Moduls M .

Satz 2.3.4 (Jordan-Holder).
(i) Hat ein Modul M endliche Linge, so auch jeder Untermodul N C M
und jeder Quotient M /N von M und es gilt

O(M) = 6(M/N) + {(N)
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(11) Je zwei Kompositionsreihen eines Moduls haben dieselbe Linge und bis
auf Reihenfolge isomorphe Subquotienten.

Sind also
M=M,DM.,_1D...OMy=0

und 3 . B
M=M,D>DM,1D...OMy=0

zwet Kompositionsrethen eines Moduls M, so gilt r = s und es gibt eine
Permutation o € S, mit

Mi/Mi—l = Mai/Mai—l fU,T’ alle 7.

Beweis.
Sei M ein R—Modul mit Kompositionsreihe
M=M,>...OMy=0
und N C M ein Untermodul. Wir betrachten
can: M —» M= M/N

und setzen o
N;:=M;NN  und M; = can (M;)

Betrachte das kommutierende Diagramm:

Nioy = N —» N;j/Ni,

{ 1 1
My — M, —» Mi/Mifl
L ! !

M,y — Mi - Mi/Mi—l

Die Zeilen sind exakt, die ersten zwei Spalten auch. Nach dem Neuner-
lemma I. 1.13.2 erhalten wir exakte Sequenzen

Ni/Nioi = M;/M;_1 — M;/M, 4 (16)

Ist N_;é 0, so gibt es ¢ mit N;/N;_; # 0. Da M;/M;_; einfach ist, gilt
M;/M,;_y = 0. Also gilt fiir alle Quotienten

((M/N) < (M)
und ebenso gilt fiir jeden echten Untermodul

U(N) < l(M).
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Damit ist aber ¢(M) auch gleich dem Maximum der Langen von Ket-
ten echt absteigender Untermoduln von M. Es folgt daraus, dass alle
Untermoduln und Quotienten endliche Linge haben. Ebenso folgt, dass
je zwei Kompositionsreihen gleiche Liange haben.

Aus (16) folgt dann sofort
UN)+L(M/N)=1(M).

(ii) folgt per Induktion wie in I. 1.12.3 (Satz von Jordan-Hoélder fiir
Gruppen).

Korollar 2.3.5.
Sei R ein Ring, der einen Korper K als Teilring hat. Ist R endlich dimensio-
nal iber K, so gibt es bis auf [somorphismus hichstens dimg R verschiedene

einfache R—Moduln.

Beweis.

Jeder R-Modul M ist insbesondere auch K-Vektorraum, also gilt
dimgx M > 1. Daher gilt

(M) < dimg (M)

Sei nun M ein einfacher R-Modul, a € M und a # 0. Dann ist der von a
erzeugte Untermodul (a) ungleich Null, also (a) = M, da ein einfacher
Modul keine nicht-trivialen Untermoduln hat. Wir haben daher eine
Surjektion

R — M
A = da

Nach dem Homomorphiesatz ist M = R /keryp; also ist jeder einfache
R-Modul Quotient von R, tritt also in einer Kompositionsreihe und
damit in allen Kompositionsreihen als Subquotient auf. Somit gibt es
hochstens ¢(R) verschiedene einfache R-Moduln. O

Wir wenden nun unsere Einsichten auf den Gruppenring aus Definition
2.2.4 an.

Satz 2.3.6.
Sei G eine endliche Gruppe und K ein Kérper. So gibt es bis hichstens |G|
verschiedene Isomorphieklassen von irreduziblen Darstellungen von G dber
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Beweis. Nach Lemma 2.2.5 fassen wir Darstellungen von G als Moduln
iiber dem Gruppenring K[G] auf. Die Behauptung folgt dann direkt
aus Korollar 2.3.5, da dimg K[G] = |G]. O

Satz 2.3.7 (Schursches Lemma).

Sei G eine endliche Gruppe, K ein algebraisch abgeschlossener Korper und
V' eine irreduzible Darstellung tber K. Dann besitzt V' aufler den Skalaren
keine Endomorphismen:

K = Endg(V).

Beweis. Da G endlich sein soll, ist K[G] endlich-dimensional iiber K und
somit auch V' als Quotient von K|[G]. Da V nach Annahme einfach ist,
gilt insbesondere V' # 0. Jeder Endomorphismus ¢ € Endg(V) hat
also wenigstens einen Eigenwert A. Der entsprechende Eigenraum ist
als Kern von ¢ — A idy eine G-Unterdarstellung von V. Da V' einfach
sein soll, muss der Kern gleich V' sein, p = A idy . 0

Beispiel 2.3.8 (Gegenbeispiele).

(i) Die Gruppe der vierten Einheitswurzeln in den komplezen Zahlen, G =
Wy (C) = Zy operiert durch Multiplikation auf dem zwei-dimensionalen
R—-Vektorraum C. Dies gibt eine irreduzible reelle Darstellung von G
auf C, aber es gilt auch

K:R; Endg(V) =C

Aber der Korper R ist nicht algebraisch abgeschlossen, so dass wir Satz
2.3.7 nicht anwenden diirfen.

(ii) Sei K C L eine echte Korpererweiterung. Dann trigt der K-
Vektorraum V = L eine irreduzible Darstellung der Gruppe G = L*
tiber K. In diesem Beispiel ist

EndeV =L

was natirlich ungleich K ist, selbst wenn K algebraisch abgeschlossen
ist. Aber fiir algebraisch abgeschlossenes K ist die Gruppe G = L*
sicher micht endlich!
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2.4 Reduzibilitiat

Satz 2.4.1 (Maschke).

Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper, dessen Charakteristik nicht
die Gruppenordnung teilt. Dann ist jede Darstellung von G tiber K eine di-
rekte Summe von einfachen Unterdarstellungen.

Der Beweis ist einfach fiir den Fall K = R oder K = C und endlich-
dimensionale Darstellungen. Er beruht in diesem Fall auf dem folgenden
Lemma.

Lemma 2.4.2.

Ist V' endlich—dimensionale Darstellung iber R oder C der endlichen Grup-
pe G, so gibt es auf V' ein G—invariantes Skalarprodukt, (bzw. hermitesches
Skalarprodukt fir K = C), d.h. es gilt (gv, gw) = (v,w) fir alle Elemente
g€ G.

Beweis.
Ist b:V xV — C irgendein Skalarprodukt, so definiert

(v, w) = 3 blgo, gw)

geG

ein G—invariantes Skalarprodukt, denn es gilt

(gv, gw) =Y _b(ggv, ggw) = (v, w)
geG

O

Beweis. von 2.4.1 fiir K = R oder K = C und Darstellungen endlicher Di-
mension.
Ist W C V eine Unterdarstellung, so ist auch ihr orthogonales Komple-
ment W+ C V unter einem invarianten Skalarprodukt eine Unterdar-
stellung: denn aus (v, w) = 0 fiir alle w € W folgt wegen der Invarianz
auch (gv,w) = (v,g 'w) = 0, fiir alle g € G und w € W. Wir haben
also die folgende orthogonale Zerlegung in Unterdarstellungen:

V=WwaWw.

Induktiv zeigt man, dass V' in eine direkte Summe einfacher Unterdar-
stellungen zerfallt. [J

Diese Technik heifit auch “Weyls Unitaritétstrick”. Der allgemeine Fall,
d.h. allgemeinere Korper und auch Darstellungen unendlicher Dimension,
braucht mehr Begriffe, die wir jetzt einfiihren.
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Definition 2.4.3.
(i) Seien V,W zwei Darstellungen einer Gruppe G iber einem Korper K,

so wird der Raum Homg(V,W) zu einer Darstellung durch die Vor-
schrift

(9)(v) = g(f(g'v))
oder, anders gesagt, durch gf :=go fog™'.

(i1) Allgemeiner sei V' Darstellung einer Gruppe G und W Darstellung ei-
ner Gruppe H. So gibt die Vorschrift

(9. h).f = pw(h)o fopy(g™)
eine Operation von G x H auf Homy(V, W).
Der Fall (i) ergibt sich fir G = H und die diagonale Einbettung

G — GxG
g = (9,9
Daher nennt man die Operation in (i) auch die diagonale Operation

oder Operation durch Konjugation auf dem Hom—Raum, um sie zu un-
terscheiden von der Operation durch Nachschalten

g:f—pwlg)of

und der Operation durch Vorschalten

g:fr fopy(g™)

Bemerkung 2.4.4.
Es gilt
Homg (V, W) = Homg ) (V, W)

fiir jedes Paar V,W wvon G-Darstellungen. Denn beide Rdume sind

Homg(V,W)¢ = {f:V =W linear,go fog ' = f}
= Homge)(V, W)

Beweis. des Satzes von Maschke 2.4.1 fiir endlich—dimensionale Darstellun-
gen.
e Isti: W — V eine Unterdarstellung, so finden wir eine Abbildung
von K—Vektorrdumen

T: VW
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so dass moi = idy . Das Problem ist, dass dies nur eine Abbildung
von Vektorrdumen, aber nicht von G-Darstellungen ist. Die Idee
ist nun, die Abbildung durch Mittelung tiber die Gruppe G so zu
verbessern, dass sie mit der Wirkung von G vertauscht. Betrachte

daher )
¢=@Zg Zgowog

geG gEG

Diese Definition macht natiirlich nur dann Sinn, wenn die Cha-
rakteristik von K die Gruppenordnung nicht teilt.

Wir rechnen nun

ho¢—|G|Zhg Tog ! |Zgo7rog1h Yoh,

gelG gea

wobei wir substituierten § = hg. Also ist ¥ € Homg(V, W). Au-
Berdem gilt weiterhin

Yoi= |G|Zgo7rog oz—Z|G‘go7Tozog = idw ,

geG geG
wobei wir in der zweiten Gleichheit ausnutzten, dass ¢ ein G-
Morphismus ist.

Also ist ker v eine G—Darstellung. Es gilt sogar
V =keryp @i(W).

Denn
v € kery Ni(W)

heifit v = i(w), also 0 = ¥(w) = ¥ oi(w) = w, woraus wieder
v = 0 folgt. Ferner haben wir die Zerlegung

v=(v—ioy(v))+ioy(v),

bei der wieder der zweite Summand in (W) liegt, der erste aber
wegen

(v —iop(v)) =P(v) —hoioy(v) =
im Kern von . (Die Struktur dieses Arguments sollte mit dem

Beweis von Satz 2.2.20 verglichen werden.) Im Falle dim V' < oo
sind wir nach einer Induktion fertig.
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Definition 2.4.5.
FEin Modul heifst halbeinfach, wenn er eine direkte Summe von einfachen
Untermoduln ist.

Satz 2.4.6.
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist halbeinfach

(i1) M ist eine (nicht-notwendig direkte) Summe von einfachen Untermo-
duln.

(111) Jeder Untermodul U von M besitzt ein Komplement D, d.h. es gibt zu
jedem Untermodul U einen Untermodul D mit D & U = M.

Beweis.
(i) = (ii) ist klar nach Definition.
(ii) = (iii) Sei M = >  M; Summe einfacher Untermoduln M;. Fir
el
jede Teilmenge J C I setzen wir

MJ:ZMi.

iceJ

U sei der Untermodul, fiir den wir ein Komplement suchen. Nun
finden wir mit Hilfe des Zornschen Lemmas unter allen Teilmen-
gen J C [ mit M; NU = 0 eine beziiglich Inklusion maximale
Teilmenge. Wir behaupten, dass

M;+U=M

gilt. Ware M; @ U echter Untermodul von M, so gébe es wenig-
stens ein M; ¢ M; @ U, also

M,n(M;+U)=0,

da M; einfach sein soll. Damit gilt aber auch (M; + M;)NU =0,
im Widerspruch zur Maximalitiat von J.

(iii) = (i)
Wir zeigen zunéchst, dass die Eigenschaft (iii) sich auch auf Un-

termoduln vererbt. Seien U C N C M Untermoduln, V' ein Kom-
plement von U in M, so ist VN N Komplement von U in N.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas finden wir eine maximale Familie
einfacher Untermoduln, deren Summe S in M direkt ist. Gélte
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S # M, so finden wir wegen (iii) ein Komplement D von S, das
ungleich Null ist. Ziel ist nun, in D einen einfachen Untermodul £
zu finden. Denn dann kénnen wir S C M vergréflern zu £ S C
M, im Widerspruch zur Maximalitdt von S.

Sei D 5 d # 0, und Rd der Untermodul von D, der von d erzeugt
ist. Ist Rd einfach, sind wir fertig. Sonst finde nach dem Zornschen
Lemma einen maximalen Untermodul B von Rd, der das Element
d nicht enthélt. B hat ein Komplement F in Rd, das einfach ist,
denn jeden Untermodul £’ von E kénnten wir zu B hinzunehmen,
im Widerspruch zur Maximalitéit der Wahl von B. 0

Beweis. des Satzes von Maschke 2.4.1 im allgemeinen Fall:
Wir haben schon im Beweis nach Bemerkung 2.4.4 gesehen, dass je-
der Untermodul U von V' ein Komplement besitzt, ndmlich ker . Die
Behauptung des Satzes 2.4.1 folgt jetzt aus Satz 2.4.6. OJ

Korollar 2.4.7.
Jeder Quotient und jeder Untermodul eines halbeinfachen Moduls ist halbein-

fach.

Beweis. Fiir jeden Untermodul U C M ist der Quotient M /U eine Summe
einfacher Untermoduln, nach Satz 2.4.6 also halbeinfach. Wiederum
nach Satz 2.4.6 finden wir ein Komplement D zu U. Damit ist auch

U = M/ D selbst halbeinfach. O

2.5 Fouriertransformation fiir Gruppen

Sei M ein R-Modul. Dann ist Endg(M) ein Ring, dessen Multiplikation die
Hintereinanderausfithrung von Endomorphismen ist. Durch

Endp(M)x M — M
(p,m) = p(m)

wird M auch ein Endg(M)-Modul. Jedes x € R gibt durch

Pz M — M
m — xm

ein Element von Endg (M), das natiirlich in Endgng, (M) liegt. Wir haben
also einen Ringhomomorphismus

PJac - R — EndEndR(M)(M) .
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Satz 2.5.1. (Jacobsonscher Dichtesatz)

Sei R ein Ring und M ein halbeinfacher R-Modul. Dann ist das Bild
©rac(R) in Endgnagn (M) dicht im folgenden Sinne: fiir gegebenes f €
Endgnag vy (M) und endlich viele gegebene Elemente my,...,m, € M gibt
es stets ein x € R mit f(m;) = xm; fir alle i. Wir kénnen also die Wirkung
jedes Elements p auf endlich vielen Elementen des Moduls wiedergeben durch
die Multiplikation mit einem Skalar x € R.

Beweis.
Wir betrachten zunachst den Fall » = 1. Betrachte zum Untermodul
Rmy C M ein Komplement D, also

M:le@D

Die Abbildung
m: M — Rmy — M,

die als Verkettung von kanonischer Surjektion und kanonischer Injek-
tion definiert ist, liegt in Endg(M); nach Annahme iiber f gilt daher

fom=mof,

also
fmy) = fom(mi) =mo f(mi).
Daraus folgt f(m;) € Rm;. Es gibt also ein z € R, so dass

flmy) = axmy .

Fiir den allgemeinen Fall » > 1 betrachten wir die direkte Summe
(my,....m)EM&...6M

und die Abbildung
fxfx...xf,

die in der Tat mit allen Elementen von
Endg(M & ... ® M) = Mat,.(Endg M)
kommutiert und wenden den Fall » = 1 an. O

Korollar 2.5.2.
Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper und ist A ein Teilring von
Mat,(K), so dass K™ einfach ist als A—Modul, so gilt

A = Mat,(K).
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Beweis.
Es ist Ends(K™) = K. Denn sei ¢ € Ends(K"™) kein Vielfaches der
Identitét, so hat ¢ einen nicht—trivialen Eigenraum, der A—Untermodul
wére. Aber K™ sollte ja einfach als A-Modul sein.

Nach dem Dichtesatz 2.5.1 ist nun A dicht in Endg(K™). Da K™ von
endlich vielen m; € K™ erzeugt wird, folgt Surjektivitét. OJ

Korollar 2.5.3.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' eine irreduzible endlich—
dimensionale Darstellung der Gruppe G tber K. So definiert die Operation
von G auf V' eine Surjektion

K[G] — Endg(V)

Beweis.
Wende Korollar 2.5.2 auf das Bild von K[G] in Endg (V) an. O

Satz 2.5.4 (Fouriertransformation).

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kdrper und G eine endliche Gruppe.
Seien L1, ..., L, die bis auf Isomorphie verschiedenen irreduziblen Darstel-
lungen von G

(1) Die Operation von G definiert eine Surjektion

F: K|G] - (EndxLy) X -+ x (EndgL,) . (17)

(11) Teilt die Charakteristik von K nicht die Gruppenordnung |G|, so ist
dies sogar ein Isomorphismus.

Beweis.
(i) Der K[G]-Modul L, & --- & L,, hat den Endomorphismenring

Endgig(li @ - @ L) = K x K x--- x K.

Die Surjektivitét folgt wieder aus dem Dichtesatz 2.5.1.

(ii) Teilt die Charakterstik von K nicht die Gruppenordnung, so ist
nach dem Satz von Maschke 2.4.1 der Gruppenring K[G] halb-
einfach, also direkte Summe einfacher Unterdarstellungen. Liegt
a € K[G] im Kern der Surjektion, so ist daher auch die Linksmul-
tiplikation mit a die Nullabbildung auf K[G]. Daraus folgt mit
a = Y Mg auch ae = 0, also A, = 0 fiir alle Gruppenelemente
g € G, mithin a = 0. OJ

103



Korollar 2.5.5.
Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G eine endliche Grup-
pe, deren Gruppenordnung nicht durch die Charakteristik von K geteilt wird.
Seien Lq,...,L, Reprdsentanten der Isomorphieklassen einfacher Darstel-
lungen. Dann gilt

|G| = (dim Ly)? 4 (dim Ly)? + - - - + (dim L,.)?

Korollar 2.5.6.
Unter den gleichen Voraussetzungen gilt: Es gibt bis auf Isomorphie genauso
wiele einfache Darstellungen von G wie Konjugationsklassen in G.

Beweis.
Das Zentrum Z(R) eines Ringes ist

Z(R):={2€ R|za=az YacR}.

Es ist ein kommutativer Teilring von R. (Achtung: im allgemeinen ist
das Zentrum des Gruppenrings viel gréfler als der Gruppenring des Zen-
trums der Gruppe G, der natiirlich auch ein kommutativer Unterring
von K@ ist.)

Nach Satz 2.5.4 ist fiir den Gruppenring einer endlichen Gruppe
dimg Z(K[G]) gleich der Zahl indquivalenter irreduzibler Darstellun-
gen. Andererseits gilt fiir ¢ =Y ¢, h € Z(K|[G)):

I

pg = Y _onh-g=> grgih
heG heG

g = Y _pguh.
heG

Also gilt @gp,-1 = @ fiir alle g, h € G. Aufgefasst als Funktion
p:G— K

ist ¢ also auf Konjugationsklassen konstant: ¢ ist eine Klassenfunktion.

U

Bemerkung 2.5.7.
Wir wollen noch die Beziehung zur Fouriertransformation erkliren. Betrach-
ten wir dafiir die abelsche Gruppe aller komplexen Zahlen vom Betrage Eins,

St={zeC| 2| =1}.
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Man kann zeigen, dass alle irreduziblen, stetigen, endlich—dimensionalen
Darstellungen eindimensional sind und die Isomorphieklassen beschrieben
werden durch den Homomorphismus

L,: S* - C=GL(1,C) firneZ.

z = 2"

Als Analogon des Gruppenrings betrachten wir stetige komplexwertige Funk-
tionen auf S*, C°(SY), die wir natirlich mit den periodischen Funktionen
auf R identifizieren diirfen. Diese Funktionen operieren auf einer stetigen
endlich—dimensionalen Darstellung V' durch

fo= [ 1@ e Vecsvey
S1
insbesondere also auf der irreduziblen Darstellung L, durch Multiplikation
maut
f(z)z"dz ,
S1

was genau die Fourierkoeffizienten sind. Die Abbildung aus 2.5./

c(s") = [[ EndcLn,

nez

ordnet einer Funktion f € C(S') also gerade ihre Fourierkoeffizienten zu.

2.6 Charaktere

In diesem Abschnitt sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und G eine
endliche Gruppe, so dass char K die Gruppenordnung |G| nicht teilt.

Definition 2.6.1.

Sei L einfache Darstellung von G. Nach Satz 2.5.4 gibt es genau ein Element
e, € K[G], das durch die Identitit auf L operiert und durch Null auf jeder
einfachen Darstellung M von G, die nicht zu L isomorph ist:

idy, falls M =L

eL:M%M:{ 0 falls M einfach, M % L

Dieses Element
e, =F7! (idEndKL>

heif$t Projektor zur einfachen Darstellung L.
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Lemma 2.6.2.
Seien (L;)i=1.., die irreduziblen Darstellungen von G bis auf Isomorphismie
und e; € K[G] ihre Projektoren. So gilt

61‘*6]':(5”61'
l=e1+ - +e,

und die e; bilden eine Basis des Zentrums von K|G]|.
Beweis. folgt sofort aus Satz 2.5.4.

Definition 2.6.3.
(1) Fiir eine endlich—dimensionale Darstellung V' von G definiert man ih-

ren Charakter
xv:G— K

durch xv(g) = trvg = trvp(g).
(ii) Gegeben f € K[G), definieren wir f € K[G] durch f(g) = f(g™"). Dies

st eine Involution auf den Gruppenring.

Theorem 2.6.4 (Charakter—Projektor—Formel).
Zwischen dem Charakter x und dem Projektor ey zu einer einfachen Dar-
stellung L besteht die Beziehung

dimL |
e = ——
L |G] XL

Beweis.
Wir geben die inverse Fouriertransformation explizit an. Betrachte die
Konvolution mit g € G von links

7, K[G] — K[G]

o(Do ) = 3 A gh.

heG heG

So gilt
|G| firg=e
treiamy = { 0 sonst.

Bezeichnet allgemeiner fir f =", . f(h)h € K[G]

¢ : K[G] = K[G]

106



die Konvolution von links mit f im Ring K[G], so gilt

Tf:Zf(h>Th

heG
und daher
trK[G]<Tg’1 oTy) = Z f(h)trK[G] (1g-11) = |G| f(g)-
heG
Insgesamt herhélt man
1
flg) = |—G’trK[G] (Tg-107y) : (18)

Die rechte Seite wertet man leicht nach Anwendung von F' mit Hilfe
des folgenden Lemmas aus:

Lemma 2.6.5.
Ist L endlich—dimensionaler K—Vektorraum und A : L — L eine K —lineare
Abbildung, so gilt fir die Spur der induzierten Abbildung

T4: Endigl — FEndglL
%) — Aoy

die Beziehung

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei L = K™. Dann ist
Endg(K™) = Mat,(K). 74 operiert auf jeder Spalte wie A auf K"
selbst, also ist die Matrix von 74 blockdiagonal mit n Blocken der Ge-
stalt A. OJ

Weiter im Beweis von 2.6.4:
Aus Gleichung (18) folgt

1 1 < ; _
flg) = @trK[G] (Tg-107y) = @ ZtrEndkLi (Tpi(9)OTps(f)) = Z WWLZ- (g7"of).
i=1

i=1

fir alle f € K[G].
Speziell entspricht der Projektor e; an der i-ten—Stelle der Funktion
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Bemerkungen 2.6.6.
(i) Der Charakter ist eine Klassenfunktion:

xelghg™') = xu(h)  VYg,heG
(11) Sind V' und W Darstellungen von G, so gilt fir ihre direkte Summe
Xvew = Xv + Xw.

(i1i) Sind V' und W G-Darstellungen, so wird das Tensorprodukt V & W
zur G-Darstellung durch

glv®@w) = (gv) ® (gw) .

Es gilt
Xvew = XV " XW -

(iv) Fiir eine G-Darstellung V' nennen wir den Dualraum V* = Hom(V, k)
mat der Wirkung

(g () =ANg ') firAeV* geG,veV

die kontragrediente Darstellung. Es gilt

Xvs = Xv -

Satz 2.6.7.
Habe K Charakteristik Null. So teilt die Dimension jeder einfachen G-
Darstellung die Gruppenordnung |G|.

Beweis.
Sei L einfache Darstellung und L* die kontragrediente Darstellung. Die
Beziehung
Erx X €rx = €[

fiir die Projektoren ist dquivalent zu

|G|

m XL (19)

XL * XL =
Da gilt ¢" = 1 mit n = |G| und x; als Spur die Summe der Eigen-

werte von p(g) ist, liegt xr(¢) in Z[¢], mit ¢ einer primitiven n-ten
Einheitswurzel.
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Sei I C Z[(] das von den Werten der Charaktere erzeugte Ideal. Aus
Gleichung (19) folgt die Inklusion

|Gl

1D I.
dim L

Z[C] ist endlich—erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe, also auch I,
also I = 7" fiir ein r € N. Also

|Gl

7
dim L <

Satz 2.6.8.
Betrachte auf K|G| die symmetrische Bilinearform

(or0) = |—§;| S wlg)e(g™)

Die Charaktere bilden eine Orthonormalbasis fiir den Raum der Klassenfunk-
tionen beziiglich dieser Bilinearform.

Beweis.
Offenbar gilt

1 .
(p,0) = @(80 x 1) (e) mit ec G

dem neutralen Element. Aus der Orthogonalitéit der Projektoren
€; * ej = 52']‘6]‘

folgt sofort die Orthogonalitéit einfacher Charaktere. Wertet man die
daraus mit Theorem 2.6.4 folgende Gleichung

XL* XL = ’G|X
L L= dim LM

auf dem neutralen Element e aus und beachtet
xr(e) =trpe=dim L,

so folgt auch (xr, xr) = 1. Insbesondere sind die Charaktere einfacher
Darstellungen linear unabhingig im Raum der Klassenfunktionen. We-
gen Korollar 2.5.6 liegt eine Basis fiir den gesamten Raum der Klassen-
funktionen vor. O
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Korollar 2.6.9.
Betrachtet man auf dem komplexen Gruppenring C[G] das hermitesche Ska-
larprodukt (-,-), das gegeben ist durch

(o, 0) = ﬁ > e(9)lg),

geG
so bilden die einfachen Charaktere eine Orthonormalbasis im Raum der Klas-

senfunktionen.

Beweis.
o Wir zeigen fiir jeden Charakter y = xy iiber C

x(g7") = x(9).

Zu jedem komplexen Vektorraum (V) +,-) konstruieren wir dafiir
einen anderen komplexen Vektorraum (V,+,%): als abelsche
Gruppe sind beide Vektorrdume gleich, (V,+) = (V, +), aber die
Skalarmultiplikation ist

Akv=\-0 firalle A\ e C,v e V.
Hierbei ist A die zu A konjugierte komplexe Zahl.

e Ist V eine G-Darstellung, so auch V mit der gleichen linearen
Abbildung eine G-Darstellung, aber es gilt

xv(9) = xv(g)-

e Andererseits wissen wir, dass fiir die kontragrediente Darstellung
gilt
xv+(9) = xv(g™)
Es reicht also aus, einen Isomorphismus von G-Darstellungen
VeV

zu zeigen. Nach Lemma 2.4.2 gibt es ein G-invariantes (hermite-
sches) Skalarprodukt auf V. Wir definieren

i V* =V
auf ¢ € V* durch
p(v) = (i(p),v)
fiir alle v € V. Da (-,-) nicht entartet ist, ist dies eine Bijektion.

1 ist sogar ein G—Morphismus, denn fiir alle ¢ € G, v € V und
p e V* gilt:

(i(gp), v) = gp(v) = ©(g~ ) = (i(p), g 'v) = (gi(e),v).

110



OJ

Definition 2.6.10.
(i) Die Quaternionen sind die reelle 4—dimensionale unitale Algebra H mit
Generatoren 1,1,j,k und Relationen

12

= PP=k=-1
ij = k.

Dies ist ein Schiefkorper.

(11) Ein H-Vektorraum ist per definitionem ein H-Modul. Diese Benennung
st sinnvoll, da alle H-Moduln frei sind.

Lemma 2.6.11. Fin H-Modul ist dquivalent zu einem komplexen Vektor-
raum V mit einer antilinearen Abbildung J, fiir deren Quadrat J* = —idy
qilt.

Beweis.

Setze J(v) = jv. Alles weitere folgt durch Nachrechnen. Insbesondere
ist jeder H-Modul frei.

Satz 2.6.12.
Sei G eine Gruppe und V' eine einfache Darstellung von G iber C von end-
licher Dimension. So sind wir in genau einem der drei Fille:

(a) V. entsteht aus  einer  reellen  Darstellung Vg  durch
Erweiterung der Skalare, d.h.

V=VerC
Man sagt dann, V' sei von reellem Typ.

(b) V' entsteht aus einer quaternionalen Darstellung Vi auf einem H-
Modul durch Restriktion der Skalare. Man sagt dann auch, V' sei von
quaternionalem Typ.

(¢c) V ist micht isomorph zu V. In diesem Fall sagt man auch, V sei von
komplexen Typ.

Beweis. B
Ist V =V, so gilt nach dem Schurschen Lemma 2.3.7

dimec Homg(V,V) = 1;
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sind die Moduln V und V nicht isomorph, so gibt es keine nicht—
verschwindenden G—Morphismen.

Fiir einen Homomorphismus J € Homg(V, V) gilt
Jav = ax* Jv=aJv VaeCveV
d.h. J ist antilinear. Wiederum nach dem Schurschen Lemma ist
J? = Xidy mit A € C*.

Wegen B
Mo = J* = J(J*) = J v = AJv

gilt A = X, also ist A reell, A\ € R. Ersetzen wir J durch ein skalares
Vielfaches J', also J' = zJ mit z € C*, so ist

(J)? = zJzd = |2°J* = |2]*X\ idy .

Wir finden also einen C-linearen G-Isomorphismus J?, fiir den entwe-
der gilt (a) J? = idy oder (b) J? = —idy.

Im Falle (a) betrachten wir den reellen Vektorraum der J-Fixpunkte
V7, der eine reelle G-Darstellung trigt. Die Abbildung

v/ ®r C — V
UV QR ()\1 -+ 1)\2) — )\11) -+ )\QiU

mit A, Ay € R ist dann ein Isomorphismus von komplexen G-
Darstellungen. (Auf der linken Seite operiert G' nicht-trivial nur auf
V7 aber trivial auf C.) Im Falle (b) definiert J nach Lemma 2.6.11 auf
V' die Struktur eines H-Vektorraums.

2.7 Noethersche Moduln
Sei R ein Ring mit Eins.

Satz 2.7.1.
Fiir einen R—(Links)Modul sind folgende Bedingungen dquivalent.

(i) Jede aufsteigende Kette Ny C Ny C --- C Ny € Npyy C ... wvon

Untermoduln wird stationdr, d.h. es gibt einen Index k, so dass N; = Ny,
fiir alle i > k.

(ii) Jede nicht-leere Teilmenge von Untermoduln von M besitzt beziglich

der Inklusion ein maximales Element.
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(111) Jeder Untermodul ist endlich erzeugt.

Definition 2.7.2.
(i) Ein R-Modul M, der eine der Bedingungen aus 2.7.1 erfillt, heifst
(links—)noetherscher Modul.

(i1) Ein Ring R heifst (links—)noethersch, wenn er als Modul iber sich selbst
noethersch ist.

Beweis. (von 2.7.1)

(i) = (i)

(i) = (iii)

(iii) = (i)

Jede nicht-leere Menge X von Untermoduln ist beziiglich Inklu-
sion induktiv geordnet: denn sei N; C Ny C ... eine Kette in X,
soist |J V; = Ny € X nach (i) eine obere Schranke fiir die Familie

(2
{N;}. Die Existenz eines maximalen Elements folgt nun aus dem
Zornschen Lemma.

Sei N C M Untermodul. Wir betrachten die Menge
X :={N'|N'C N Untermodul von M, N'endlich erzeugt}

Zumindest der Nullmodul liegt in X, 0 € X, also ist X nicht
leer. Sei Ny € X ein maximales Element. Wir behaupten, dass
dann Ny = N gilt. Denn wére x € N\ Ny, so wire (Ng,z) € X
und das Erzeugnis (Np, x) wére immer noch endlich erzeugt, im
Widerspruch zur Maximalitat von Ny.

Sei N; C Ny C ... eine Kette von Untermoduln. Thre Vereinigung
N’ :=JN; ist ein Untermodul und wegen (iii) endlich erzeugt:

N =(xy,...,x,)

Daher gibt es k € N so dass x; € N fiir alle i = 1,...r. Hieraus
folgt N’ C Ny, die Kette der Untermoduln wird also stationér. (J

Beispiel 2.7.3.
Wir geben ein Beispiel eines Ringes, der nicht noethersch ist:

R = {f(X)eQ[X]| f(0) € Z}
{f=m+Xg|meZygecQX]}

Jede Untergruppe G von (Q,+) g¢ibt ein Ideal

Ag = GX + X*Q[X]
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von R. Betrachte fiir jedes 1 € N die Untergruppe G; = {%,m € Z}. Wir
bekommen so eine unendliche aufsteigende Kette von Idealen

AGQCAG4CAG8C....

in R. Beispiele fiir noethersche Ringe folgen unmittelbar aus Korollar 2.7.7
unten.

Satz 2.7.4.
(i) Untermoduln und epimorphe Bilder mnoetherscher Moduln sind
noethersch.

(i1) Ist U ein Untermodul und sind U und M /U noethersch, so ist auch M
noethersch.

Beweis.
(i) Sei M noethersch, U Untermodul von M. Jeder Untermodul U’
von U ist auch Untermodul von M, also endlich erzeugt.

Sei M’ ein epimorphes Bild von M, also f : M — M’ also
M’ = M/ ker f. Sei ferner V' Untermodul von M/U und f~*(V)
das Urbild von V unter der Surjektion f. Dann ist f~1(V) als
Untermodul von M endlich erzeugt:

FHV) = (vi,...,0) mit v € M.
Hieraus folgt
V=w+U... u.+U),
also auch V ist endlich erzeugt.

(ii) Sei Ny € Ny C ... eine aufsteigende Kette von Untermoduln in
M. Wir erhalten durch die kanonische Surjektion f: M — M /U
eine aufsteigende Kette von Untermoduln in M/U

(N, +U)JUC (Ny+U)JUC ...

und durch Schnitt mit U eine aufsteigende Kette von Untermoduln
in U:

NyNUCN,NUC ...
Da sowohl U als auch M/U noethersch sein sollen, gibt es ein

k € N, so dass
N,+U=N 1 +U=...

und Ny NU = Ny NU = ...
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Daraus folgt aber N, = Nj,;. Denn sei x € Np,;, dann folgt
aus der Stationaritidt der Kette im Quotientenmodul, dass man x
schreiben kann in der Form x = y + v mit y € N und v € U.
Somit liegt u =2 —y € U N Ngyy = U N N, C Ng. Daraus folgt
aber z € Ny. OJ

Korollar 2.7.5.
Endliche direkte Summen noetherscher Moduln sind noethersch.

Beweis.
Seien U,V noethersche Moduln. Dann ist (U & V')/V = U noethersch.
Aus Satz 2.7.4 folgt nun, dass auch die direkte Summe U@V noethersch
ist.

Satz 2.7.6.
Ein Modul iiber einem noetherschen kommutativen Ring ist noethersch genau
dann, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis.
Jeder noethersche Modul ist als Untermodul seiner selbst endlich er-
zeugt. Sei umgekehrt M = (ay,...,a,) und sei F' = R". Betrachte die

Surjektion
F=R" - M
(alu Ao, ... 7057') = Zgiai
=1

Nach Satz 2.7.5 ist die direkte Summe R"™ noethersch, nach Satz 2.7.4
ist M dann als epimorphes Bild noethersch.

Korollar 2.7.7.
(i) Hauptidealringe sind noethersch.

(i1) Endlich erzeugte Moduln iber Hauptidealringen sind noethersch.
(111) Endlich erzeugte abelsche Gruppen sind noethersche Z—Moduln.

(iv) Jede Untergruppe einer endlich—erzeugten abelschen Gruppe ist endlich
erzeugt.

Beweis.
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(i) Die Untermoduln eines Ringes sind seine Ideale, die im Falle ei-
nes Hauptidealrings sogar von einem Element erzeugt werden, al-
so insbesondere endlich erzeugt sind. Nach Satz 2.7.1 sind also
Hauptidealringe noethersch.

(ii) Aus Satz 2.7.6 folgt dann sofort, dass endlich erzeugte Moduln
iiber Hauptidealringen noethersch sind.
(iii) Klar als Spezialfall von (ii).

(iv) Folgt aus Satz 2.7.1, da eine Untergruppe einer abelschen Gruppe
auch ein Z-Untermodul ist.

Satz 2.7.8 (Hilbertscher Basissatz).
Sei R ein kommutativer Ring. Ist R noethersch, so ist auch der Polynomring

R[X] noethersch.

Beweis.
Sei I C R[X] ein Ideal. Sei a; C R das Ideal, das aus den hochsten Ko-
effizienten, den Leitkoeffizienten, aller Polynome vom Grad ¢ im Ideal
I besteht. Die Multiplikation mit dem Monom X =zeigt die folgende
Inklusion von Idealen von R:

apCarCaxC...a; Ca ©..n

Fiir diese aufsteigende Idealkette im noetherschen Ring R gibt es ein
7, so dass gilt
a; =041 = ... .

Jedes a; mit ¢ < j ist als Ideal des noetherschen Rings R endlich er-
zeugt. Wahle also endlich viele Polynome aus I, deren Leitkoeffizienten
a; erzeugen. Die Gesamtheit dieser Polynome erzeugt I. 0

2.8 Normalform der Matrix eines Homomorphismus

Sei R ein Ring mit Eins. Wie iiber Kérpern kénnen wir Homomorphismen
von endlich—erzeugten freten R—Moduln durch Matrizen mit Eintrdgen in R
beschreiben:

Hompg(R", R™) = @ @ Homp(R, R) = Mat,,xm(R) .

i=1 j=1

Wie fiir Korper zeigt man, wenn R kommutativ ist:
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Lemma 2.8.1.
Sei R ein kommutativer Ring. Fir A = (a;;) € Mat,(R) ist die Determinante

det A = Z sign(o)aie(1) - - - Anon)

UGSn

multiplikativ,
det Adet B = det AB

Genau dann ist die quadratische Matriz A invertierbar, wenn ihre Determi-
nante eine Einheit in R ist, det A € R*.

Beweis.
Der Beweis der Multiplikativitdt der Determinante ist der gleiche wie
der in der linearen Algebra. Ist A invertierbar, so ist wegen der Mul-
tiplikativitit det Adet A=! = 1, also die Determinante invertierbar.
Umgekehrt gilt mit der adjungierten Matrix

Al = (—1)" det A7
fiir Matrizen iiber jedem kommutativen Ring R die Identitét
A*A = (det A)I.
OJ

Noch ein weiterer Satz aus der linearen Algebra gilt auch fiir endlich-
erzeugte Moduln {iber Hauptidealringen:

Satz 2.8.2 (Elementarteilersatz).
Sei R ein Hauptidealring und f : M — N ein Homomorphismus zwischen
zwei freien R—Moduln von endlichem Rang m bzw. n.

(i) Es gibt eine Diagonalmatriv D € Mat,xm(R) fir deren Eintrdige die
Teilbarkeitsbeziehung

d11|d22|d33--' |dr7"

gilt, wobei r = min(n, m) ist, und Isomorphismen M = R™, N = R",
so dass das Diagramm

M L N

1 1
R™ 2 R

kommutiert.
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(i1) Die Diagonaleintrige d; sind eindeutig bis auf Assoziiertheit im Ring

R.

Beweis.

e Wir diirfen M = R™ und N = R" annehmen. f wird dann durch

eine Matrix A € Mat,«,,(R) beschrieben. Wir suchen invertible
quadratische Matrizen

X € Mat,(R), Y € Mat,,(R) ,

so dass X AY die gewiinschte Diagonalform hat.

Fiir eine Matrix A bezeichne (A) C R das von den Eintrégen der
Matrix erzeugte Ideal. Fiir jede Matrix X folgt aus der Beziehung

(XA)y = XAy
K

sofort die Inklusionsbeziehung
(X4) € (4)

fiir die Ideale. Ist X invertierbar, so bekommt man auch die um-
gekehrte Inklusion, also

(XA)=(A).
Wir werden ein Verfahren angeben, das im Fall (a11) & (A) in-
vertierbare Matrizen X und Y liefert, so dass ((XAY)11) 2 (a11).

Induktiv finden wir dann Matrizen X,Y, so dass
((XAY/)II) = (A) ’

indem wir das vom Element in der linken oberen Ecke erzeugte
Ideal immer weiter vergroflern. Jetzt kann man Spalten— und Zei-
lenoperationen ausfiithren, die alle Elemente der ersten Zeile und
Spalte eliminieren, ohne das Element in der linken oberen Ecke zu
verdndern: da a;; nun alle Eintrége teilt, kann man geeignete Viel-
fache der erste Zeile bzw. Spalte zu jeder anderen Zeile bzw. Spalte
addieren. Induktiv rdumt man danach ebenso auch die weiteren
Zeilen und Spalten auf.

e [iir das Verfahren unterscheiden wir drei Falle
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(a) aq; teilt nicht alle Elemente in der ersten Zeile, etwa teilt a1q
nicht das Element aq5. Schreibe, da R Hauptidealring ist, das
Ideal (@11, a12) als Hauptideal:

<a117a12> = (d)
Dies erlaubt es uns, x,y, A\, ¢ € R zu finden, so dass gilt:

d = zay + yar
al; = d\
12 = d,u .

Insbesondere haben wir 1 = 2\ + yu. Wir betrachten nun das
Produkt der folgenden zwei Matrizen:

ai a2 z —K

* 0

* ‘* 0 ‘I

Die rechte Matrix Y auf der linken Seite hat Determinante
Eins, ist also invertierbar. Da das Ideal (d) das Ideal (a;)
echt enthélt, haben wir mit X der Identitdt ein Paar X,Y
von Matrizen gefunden, welches das Gewiinschte leistet.

(b) Vollig analog lauft das Argument, falls a;; nicht alle Elemente
der ersten Spalte teilt.

(c) Teilt ay; alle Elemente der ersten Zeile und Spalte, so kann
man diese durch elementare Transformationen eliminieren.
Wegen (a11) # (A) kann ay; aber nicht alle Eintrdge von A
teilen. Durch Addition einer geeigneten Zeile zur ersten Zeile
kann man deshalb wieder die Situation in (a) herstellen und
fihrt wie dort fort.

e Es bleibt, die Eindeutigkeit der erhaltenen Diagonalmatrix zu zei-
gen. Sei J;(A) fur ¢ > 1 das von den Determinanten der i x i—
Untermatrizen von A erzeugte Ideal. Offenbar gilt wieder

Ji(XA) C J;(A)

fiir jede Matrix X, also Gleichheit der Ideale fiir invertierbares X.
Es folgt
Ji(A) = (duda - - - di)

und somit die Eindeutigkeit der Diagonalelemente d;; bis auf
Assoziiertheit. O
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2.9 Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Satz 2.9.1.
Sei M ein freier Modul von endlichem Rang tber einem Hauptidealring R.
Dann ist auch jeder Untermodul U von M frei und rang(U) < rang(M).

Beweis.
Wir fithren den Beweis durch Induktion nach rangM =: n. Fiir n = 0
ist M = 0, also ist nichts zu zeigen. Sei {x1,...,z,} eine Basis von M.
Das Ideal

a:= {BER| es gibt [y...0, € U,so dass Bx1+ZBia:i€U}

=2

ist im Hauptidealring R von der Form a = («;). Fixiere irgendwelche
Qg,...,0, € R, so dass

oa1Ty + Zaixi =uelU
=2
Jedes v € U besitzt eine (eindeutige) Darstellung

U:Pal-’fl‘l'zpﬂi pi,p € .

=2

Damit liegt
v—pueUNM =U",
wobei
M' = (z9,...,1,)

ein freier Untermodul von M vom Rang n — 1 ist. Nach Induktionsan-
nahme ist U’ frei vom Rang t < n — 1, sei also

{y17"'7yt}

eine Basis von U’.

Ist ;7 = 0, so ist a = 0, w liegt in U’ und es ist U’ = U, also ist
U frei vom Rang < n. Sei also a; # 0. Wir behaupten, dass dann
{u,y1,...,y:} eine Basis von U ist.

Fiir beliebiges v € U hatten wir eine Darstellung mit
v—puel,
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also liegt ein Erzeugendensystem vor, (u,yi,...,y) = U. Um lineare
Unabhéngigkeit zu sehen, betrachte

t
0=W+Zmyi v, i € R

=1

Wir stellen u,y; als Linearkombination der z; dar und erhalten die

Gleichung
0 =vax; + Zu;xl .
i=2
mit gewissen p, € R, da y; € (xg,...,x,). Aus der linearen
Unabhéngigkeit der Familie {x;} folgt v = 0. Da die y; nach Voraus-
setzung linear unabhéngig sind, folgt dann auch p; = 0. OJ
Lemma 2.9.2.
Sei M ein endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R und seien
qi,---,q Primpotenzen zu R derart, dass gilt
MZ=R XR/¢1Rx--XR/¢R. (20)

Dann ist s € Ny wohlbestimmt, d.h. es hdangt nicht von der Wahl der Zerle-
gung (20) ab, und die Primpotenzen q; sind wohlbestimmt bis auf Finheiten
und Reihenfolge.

Beweis.
e Sei Q@ = Quot (R) der Quotientenkérper von R. Dann ist
Hompg(M, Q) ein @Q—Vektorraum. Nach der universellen Eigen-
schaft 2.2.16 (i) der direkten Summe ist

Hompz(M, Q) =2 Homgp(R/q1 R, Q) x- - -xHompg(R/q: R, Q) xHompz(R, Q)*.

Nach Satz 2.2.9 ist Homg(R, Q) = Q). Sei a ein von Null verschie-
denes Ideal von R. Dann ist

Hompg(R/a,Q) = {f € Homgp(R, Q)| f|. = 0}

Jeder Modulhomomorphismus f : R — @), der nicht verschwindet,
ist injektiv, da er durch f(1) festliegt. Also ist

Homp(R/a,Q) = 0.

Es folgt
s = dimg Hompg(M, Q) ,

also hingt s nicht von der Zerlegung (20) ab.
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e Wir verwenden eine #hnliche Strategie, um die Unabhéngigkeit
der Primzahlpotenzen zu zeigen. Dafiir betrachten wir fiir p € R
irreduzibel den Restklassenkorper R/pR.

Fiir jedes n > 1 ist dann p" 'M/p"M ein R/pR-Vektorraum.
Definiere
dy (M) = dimR/pR(p”_lM/p”M) )

Offenbar gilt
dy(M @& N) =dy(M) +d,(N).

Da R integer ist, liefert die Multiplikation mit p"~! einen Isomor-
phismus, den wir mit einer Surjektion verketten:

R p" 'R - p" 'R/p"R.
Wir bekommen dadurch einen Isomorphismus
R/pR 5 p" 'R/p"R.
Daraus schliessen wir fiir alle p, n, dass
dy (R) = dimp/,r(p" ' R/p"R) = 1.

Fiir m > n ist p" }(R/p™R) = 0. Fiir m < n finden wir eine
Surjektion

R— R/p"R — p" '(R/p™R) —
p" N (R/p"R)/p"(R/p™R)

mit Kern pR. Also gilt

0 fir m>n
1 fir m<n.

g -

Ist p ein Primelement, das nicht zu p assoziiert ist, so ist die Rest-
klasse von p eine Einheit im Ring

R=R/j™R.
Also ist die Multiplikation mit p™ ein Isomorphismus auf R und

P"'R/p"R=R/R=0.
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Damit folgt
dg(]\/[) =s+{i|p" teilt ¢},

so dass die Eindeutigkeit der ¢; bis auf Assoziiertheit und
Reihenfolge aus der Eindeutigkeit der Dimensionen dy (M) folgt.
O

Lemma 2.9.3.
Sei M endlich erzeugter Modul tiber einem Hauptidealring R. So gibt es eine
aufsteigende Kette a; Ca, C --- C a, ; R von Idealen von R, so dass

M=R/a; x---x R/a,.
(a =0 ist zugelassen.)

Beweis.
Finde zunéchst eine Surjektion

p:R™ — M.

Da der Ring R noethersch ist, ist das Ideal ker p endlich erzeugt. Wir
finden daher eine weitere Surjektion

fi: R"—»kerp.
Da ker p Untermodul des freien Moduls R™ ist, konnen wir f als Ab-
bildung
f:R"— R™

auffassen; es gilt dann
M= R"/kerp=R"/im f.

Satz 2.8.2 erlaubt es uns, invertierbare Abbildungen X, Y zu finden, so
dass das Diagramm

5
R f R™
X1 1Y
%
R D R™
kommutiert und D eine Diagonalmatrix ist, deren Element die Teilbar-
keitsbeziehung dy;|dss| . . . |d, mit r = min(m, n) erfiillen. Es folgt

M= R"/Im D= R/dR x -+ x R/d,,R x R™"

Schliesslich diirfen wir Faktoren mit d;; € R* weglassen. Hieraus folgt
die Existenz der angegebenen Zerlegung. O

123



Theorem 2.9.4.
Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber einem Hauptidealring R.

(i) So gibt es genau eine aufsteigende Kette von Idealen in R wie in 2.9.3,
so dass
M >~ R/a; x R/as x -+ X R/a,

(i) Die Zerlegung, deren Existenz in Lemma 2.9.2 postuliert wurde, exi-
stiert. Sie ist dann nach Aussage des Lemmas 2.9.2 eindeutig.

Beweis.
Die Existenzaussage in (ii) folgt aus der Existenzaussage in Lemma
2.9.3, indem wir fiir a; # 0 einen Erzeuger «; wihlen, a; = (), und
diesen als Produkt von teilerfremden Primpotenzen schreiben:

Qj = H q]@ .
J
Dann wenden wir den chinesischen Restsatz (1.3.2.16) an:

R/ =2 R/q” x R/¢{” x --- x R/ .

Die Eindeutigkeitsaussage aus Lemma 2.9.2 liefert auch die Eindeutig-
keitsaussage in (i). O

Korollar 2.9.5.
Die Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen aus Algebra 1.1.9 folgt
als Spezialfall fir R = 7 als Klassifikation endlich erzeugter Z—Moduln.

Korollar 2.9.6.
(i) Ein endlich erzeugter torsionsfreier Modul iber einem Hauptidealring

ist frei. (Umgekehrt sind natirlich freie Moduln fir jeden Ring torsi-
onsfrei.)

(i1) Jeder endlich erzeugte Modul M dber einem Hauptidealring R ist di-
rekte Summe seines Torsionsuntermoduls mit einem freien Modul,

M = Tor (M) ® R®.

Korollar 2.9.7 (Jordansche Normalform).

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, V' ein endlich—dimensionaler
k—Vektorraum und A : V. — V' Endomorphismus von V. So gibt es eine
Basis von V', in der A blockdiagonal ist, wobei die Blicke auf der Diagonale
konstant sind, nur 1 auf der ersten oberen Nebendiagonale steht und sonst
alle Eintrdage null sind.
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Beweis.
Nach Lemma 2.2.7 ist V' ein k[X|-Modul. Der Polynomring k[X] ist
euklidisch, also insbesondere prinzipal. Finde nach Theorem 2.9.4 einen
Isomorphismus von k[X]-Moduln

V= kX)X — A)™ x - x R[X]/(0 = A)™.

In jedem Summanden der rechten Seite wéhle als Basis die Restklassen
der Polynome

L(X =X, (X =A% (X = ).
Wegen
X(X =N = AMX =N+ (X =\

hat die Multiplikation mit X, also die Wirkung von A auf V, in der
angegebenen Basis die angegebene Form. O

Ahnlich folgen Normalformen fiir algebraisch nicht abgeschlossene
Korper, zum Beispiel fiir R (siche etwa H.J. Kowalski, Lineare Algebra,
de Gruyter, Satz 35.8).

A Das Tensorprodukt von Vektorridumen

Sei K ein Korper und (V;);er eine Familie von K-Vektorrdumen. Ein Ten-
sorprodukt @),.; Vi der Vektorrdume ist per Definition ein K-Vektorraum
zusammen mit einer multilinearen Abbildung

vom Produkt der Vektorrdume in diesen Vektorraum, so dass sich fiir jeden
K-Vektorraum Z jede multilineare Abbildung

g [[vi—2
iel

eindeutig in der Form g = 3 o m schreiben ldsst, wobei 3 eine lineare Abbil-
dung

B QictVi = Z

1st.
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Dies ist eine universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Sie garantiert,
mit den iiblichen Argumenten, dass das Tensorprodukt bis auf kanonische
Isomorphie eindeutig ist, falls es existiert. Die Existenz zeigt die folgende
Konstruktion:

Wir konstruieren zunéchst einen sehr groffen K-Vektorraum 7, der aus
allen Abbildungen ¢ des Produkts [[ V; nach K besteht, die nur fiir endlich
viele Tupel (v;) € xV; ungleich Null sind. Beachte, dass diese Abbildun-
gen ¢ im allgemeinen nicht linear sind. Eine Basis von 7 ist gegeben durch
die Abbildungen b(,,, def folgenden Form: b,y verschwindet iiberall, auler
auf dem Tupel (v;), wo es den Wert Eins annimmt. Die Elemente dieser
Basis entsprechen also genau den Elementen des Produkts [] Vi. Der Vektor-
raum 7 kann also schon fiir endlich viele endlich-dimensionale Vektorraume
unendlich-dimensional sein.

Wir betrachten nun den Untervektorraum R von 7T, der von allen Line-
arkombinationen der folgenden beiden Formen aufgespannt wird: einerseits
von allen Linearkombinationen von Vektoren der Form

bu—i—u’,v - bu,v - bu’,v ;

wobei u und u' Tupel sind, die sich nur in einer einzigen Stelle i € I unter-
scheiden, und andererseits von allen Linearkombinationen der Form

b)\u,v - )\bu,v 9

wobei Au ein Tupel ist, dessen Eintrdge gleich den Eintrdgen des Tupels u
ist, auler an einer Stelle ¢ € I, wo das A-fache steht. Wir definieren nun das
Tensorprodukt als den Quotientenvektorraum

V=TI
iel

Sei can die zugehorige kanonische Projektion von 7 auf den Quotienten 7 /R.

Die Abbildung 7 aus der Definition des Tensorprodukts ist nun gegeben durch

m((vs)ier) = can(bu,)
Es ist iiblich, die Notation
Quier = can(bq,))

einzufiihren.

Es folgt sofort aus den Eigenschaften des Unterraums R, dass die Ab-
bildung 7 multilinear ist. Da das allgemeine Element von 7 eine (natiirlich
endliche) Linearkombination der Form

Z Aabus)
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mit a € K ist, ist das allgemeine Element des Tensorprodukts von der Form

Z )\a Rier Uzq :

Wir priifen schliefllich noch die universelle Eigenschaft nach: gegeben eine
multilineare Abbildung [, definieren wir zunédchst eine lineare Abbildung

BT —=Z

durch ihre Werte auf der Basis von T: 3'(bw,)) = B((v;)). Da  multilinear
ist, verschwindet 8" auf dem Unterraum R von 7 und gibt daher Anlass zu
einer auf dem Quotienten wohldefinierten Abbildung 3, fiir die #/ = § o can
gilt. Wir haben nun

B(@)Ui) = B o Can(b(vi)) = B/(b(vi)) = B(Uz) .

Umgekehrt legt dies 3 auf allen Elementen der Form ®u; fest, und diese er-
zeugen, wie wir gesehen haben, das Tensorprodukt linear iiber K. Damit ist
die lineare Abbildung 3 eindeutig durch die multilineare Abbildung 3 festge-
legt. In diesem Sinne erlaubt der Begriff des Tensorprodukt es, multilineare
Algebra auf lineare Algebra zu reduzieren.
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